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Ubungen zur Quantenmechanik fiir LA und Nanoscience

Blatt 14 (fiir die Ubungen in der Woche 05.02.-09.02.)

Die Bearbeitung dieses Ubungsblattes ist freiwillig. Die Berechnung der angekreuzten Aufgaben
(50%) ist mit Blatt 13 abgeschlossen, aber mit Blatt 14 kénnen Sie Bonusprozente erwerben.

1 Zweidimensionaler Hilbertraum

Betrachten Sie einen zweidimensionalen Hilbertraum mit orthogonalen (aber nicht notwendiger-
weise normierten) Basiskets |p1) und |¢2), wobei (@;|p;) = ¢;. Die Wirkung eines Operators A
auf diese Kets ist durch

Alpr) = —lp2),  Alp2) = —p1)

gegeben.

a) Driicken Sie den Operator A in den Operatoren |p;)(p;| (mit 4, j = 1,2) aus.

b) Welche Bedingung miissen die Normierungsfaktoren von |¢1) und |p2) erfiillen, damit A
hermitesch ist?

¢) Driicken Sie AAT, ATA und A? in den Operatoren |p;){p;| aus.

d) Schreiben Sie A in Matrixform und berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenkets.

2 Hyperfeinstruktur

Die Hyperfeinstruktur atomarer Spektren ist eine Konsequenz der Wechselwirkung der magneti-
schen Momente der Elektronen und des Atomkerns. In dieser Aufgabe betrachten wir nur Atome
(oder Tonen) mit einem einzigen Elektron.

a) In radialsymmetrischen Zustanden |nfm) = [n00) kann die Wechselwirkung als Zusatzterm
Hyp = A,S - T

im Hamilton-Operator geschrieben werden. Hierbei ist S der Spinoperator des Elektrons
und I der Spinoperator des Kerns. Der Spin des Kerns kann ganzzahlig oder halbzahlig sein
(in Einheiten von h). A, ist eine (kleine) Konstante, die von n abhéngt.

i) Der Gesamtspinoperator ist F=S+T Begriinden Sie, warum es sinnvoll ist, die Basis
der Gesamtspinzusténde |sifm) als Ausgangspunkt fiir die Storungstheorie zu wihlen.

ii) Berechnen Sie die Energieverschiebung der Gesamtspinzusténde in Stérungstheorie erster
Ordnung fiir festes n.

b) Wir leiten nun die Form der Stérung in a) her und schétzen deren Grofie ab.

Das magnetische Moment des Kerns ist M = 2Z]\e4£xvcf Hierbei ist Ze die Ladung des Kerns,

gn sein gyromagnetisches Verhéltnis und My seine Masse. Das magnetische Feld eines
punktférmigen Dipols ist durch B = V x /TDiPOl = ﬁ —MV% + 6(1\2 . 6)% gegeben.




Daher hat der Zusatzterm im Hamilton-Operator, der die Wechselwirkung beschreibt, die
Form
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Wir haben dabei golectron = 2 angenommen.

-

i) Zeigen Sie fiir £ =0, dass ((S- V)(I-V)1)_g = 1(S- IV2L),_y und damit

Ze2gn 1 =

- 1
_— . 27
(Hup) =0 = 3 1O DV 0

wobei der Erwartungswert iiber den rdumlichen Anteil der Wellenfunktion gebildet wer-
den sollte. Den Spinanteil der Wellenfunktion haben wir noch nicht bestimmt.

ii) Benutzen Sie V21 = —476G)(7), um zu zeigen, dass (Hyp)s—o proportional zu |R,0(0)[?
ist.
iii) Bestimmen Sie A,, und erkliren Sie, warum es in der Tat sehr klein ist.

Hinweis: |R,0(0)|? = % (%)3

3 Paramagnetische Resonanz

Wie in der Vorlesung diskutiert, ist die Zeitentwicklung eines Spinzustandes in einem konstanten
magnetischen Feld durch

() = U(0)|(0)) = €75 B4 (0))

—

gegeben. Diese Zeitentwicklung entspricht einer Rotation um einen Winkel 6(¢) = —yét, d.h. der
Spin préazediert um die Richtung des magnetischen Feldes mit Kreisfrequenz —'y|§ |. Genauer
gesagt ist das Objekt, das die Prizession vollzieht, der Vektor (S) = ({Sy), (S,),(S.)), der
die Erwartungswerte der Komponenten des Spinoperators enthélt. Das System wird durch die
vereinfachte Pauli-Gleichung

L d 5 B
th[9(8)) = =75 - Blp(1))

beschrieben. Wir betrachten nun ein zeitabhéingiges Magnetfeld B (t) der Form
B(t) = By cos(wt)d + Bo?.

Zusétzlich zu einer dominanten, konstanten z-Komponente gibt es eine kleine, oszillierende z-
Komponente (d.h. By < By). Wir fithren die Definitionen wy = —yBy/2 und w; = —vBj/2 ein.
Fiir ein Elektron gilt v < 0, so dass diese Frequenzen positiv sind.

a) Zeigen Sie, dass fiir B = 0 der Spin (d.h. der Vektor (S) der Erwartungswerte) in der Tat
mit der Kreisfrequenz 2wy um die z-Achse rotiert.

Hinweis: Benutzen Sie die explizite Form von S B und das Ergebnis von Aufgabe 11.4e).

b) Man kénnte nun raten, dass

i

(1)) = edo @ 7S B | (0))

eine Losung der vereinfachten Pauli-Gleichung ist. Dies ist jedoch nicht korrekt. Warum
nicht?
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Um eine ndherungsweise Losung zu konstruieren, separieren wir zunéchst die schnelle Ro-
tation um die z-Achse ab und schreiben die Losung als

oo ()~ (S )

Zeigen Sie, dass die Funktionen C(¢) und D(t) die Gleichung

i C . ( t) Deinot
7\D)~ twy cos(wt) | o 2wt

erfiillen. Zeigen Sie weiterhin, dass wir fiir w ~ 2wy

d (C i De'wn=w)t
% (D> ~ _iwl <Cei(2wow)t>

nahern konnen.

Losen Sie die genédherte Version des Systems aus Differentialgleichungen. Eliminieren Sie
zuerst D(t) und zeigen Sie, dass C(t) die Gleichung
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erfillt. Benutzen Sie dann die Standardmethode zur Lésung homogener Differentialgleichun-

gen zweiter Ordnung und bestimmen Sie ¢(t) und d(¢).

Nehmen Sie als Anfangsbedingung an, dass der Spin in die positive z-Richtung zeigt, d.h.
¢(0) = 1 und d(0) = 0. Berechnen Sie die Integrationskonstanten von Teil d) und zeigen
Sie, dass die Wahrscheinlichkeit P_(t), das System zur Zeit ¢ > 0 mit Spin in der negativen
z-Richtung zu finden, durch

2 At
P_(t) = (7&):1) sin? >
gegeben ist, wobei A? = (w — 2wp)? + wi.

Berechnen Sie das Maximum von P_(t) als Funktion von w und zeichnen Sie P™**(w).
Erkléren Sie, wie man die Frequenz wy (und damit den g-Faktor des Teilchens) experimentell
bestimmen kann.



