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B Cinfiihrung und Grundbegriffe

Bereits in der Schule lernt man die Zahlbereiche
NCZCQCRCC

kennen. Eine komplexe Zahl heifst algebraisch, wenn diese Nullstelle
eines Polynoms 0 # P € Q[X] ist. Offensichtlich ist jede rationale
Zahl « € Q, als Nullstelle von X — «, insbesondere algebraisch. Wir
bezeichnen die Menge der algebraischen Zahlen mit Q. Wir erhalten
also die Inklusionen

NCzZCcQcQcc

Die transzendenten Zahlen sind genau diejenigen Zahlen, die nicht al-
gebraisch sind. In dieser Vorlesung widmen wir uns dem Studium
transzendenter Zahlen. Insbesondere werden wir allgemeine Kriterien
fiir Irrationalitdt und Transzendenz beweisen sowie die Transzendenz
wichtiger mathematischer Konstanten zeigen.

Einleitung

Die transzendente Zahlentheorie birgt viele wunderschéne mathema-
tische Sédtze die man bereits mit relativ elementaren Mitteln erkldren
kann. In dieser Vorlesung mochte ich Sie zu einen Streifzug durch die
Geschichte der transzendenten Zahlentheorie einladen. Mein Anliegen
war es, die Vorlesung so zu halten, dass diese bereits mit den Mitteln
der Vorlesungen ,Lineare Algebra I” und ,Analysis I“ verstandlich
ist. Das heifst keinesfalls, dass die Vorlesung nur auf Studierende des
zweiten Semesters beschrankt ist. Ich habe mir Miihe gegeben, den
Stoff so auszuwihlen, dass die Themen in sich motiviert sind und auch
Studierende hoheren Semesters ansprechen. So kann man die Fragen
nach der Transzendenz von e, 71 und der Quadratur des Kreises als
Teil der ,mathematischen Allgemeinbildung” sehen, auch wenn diese
nicht immer im Curriculum Platz finden.

Aus eigener Erfahrung weifs ich, dass man am Anfang des Studiums
nur schwer eine Vorstellung von mathematischer Forschung erlangen
kann. Die meisten Resultate der aktuellen Forschung liegen so tief,
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dass man diese noch nicht in den ersten Semestern verstehen kann!tl. 1 Umso wichtiger ist es, dass Sie am
Anfang Thres Studiums diese Grundla-

. . . . gen festigen. Aus diesem Grund habe ich
deren Beweise zwar relativ elementar sind aber erst in den letzten die Vorlesung bewusst als zwei-stiindige

Jahren entdeckt wurden. Ein Paradebeispiel hierfiir ist zum Beispiel Veranstaltung angesetzt

Dennoch hélt die transzendente Zahlentheorie ein paar Perlen bereit,

Apérys Beweis der Irrationalitdt der Zahl

Diesem und verwandten Resultaten werden wir uns im letzten Teil
der Vorlesung zuwenden und einen Hauch aktueller Forschungsluft
schnuppern.

Uberblick

Die Vorlesung gliedert sich grob in drei Teile: [ 2] Zu diesem Abschnitt gibt es ein Video:

Diophantische Approximation

Im ersten Teil werden wir uns mit der Frage beschiftigen, wie gut
sich reelle und komplexe Zahlen durch rationale Zahlen approximie-

ren lassen. Hierzu beschéftigen wir uns zundchst mit Kettenbriichen.
Die Theorie der Kettenbriiche erlaubt es uns zu jeder reellen Zahl eine
Folge von Briichen zu finden, die die gegebene Zahl bestmoglich ap-
proximieren. Als Anwendung werden wir die Schaltjahr-Regeln unse-
res Kalendersystems mit Hilfe von Kettenbriichen erkldaren. Wir wer-
den sehen, dass die Approximierbarkeit einer Zahl viel tiber deren
Struktur preis gibt. In diesem Teil werden wir bereits die erste Klasse
von Zahlen kennen lernen, deren Transzendenz wir beweisen konnen:
die Liouville Zahlen. Wir werden zum Beispiel sehen, dass die Liouville
Konstante

k=1

transzendent ist. In einem Ausblick werden wir sehen, dass sich diese
Resultate in einen viel tiefliegenderen Kontext einordnen lassen. Wir
werden, ohne Beweis, den Satz von Roth kennen lernen. Dieser Satz ist
von zentraler Bedeutung auf dem Gebiet der diophantischen Appro-
ximation. Im Jahr 1958 gab es fiir die Entdeckung dieses Satzes sogar
die Fields-Medaille.

Transzendenz mathematischer Konstanten

Im zweiten Teil werden wir die Transzendenz wichtiger mathemati-
scher Konstanten beweisen. Zunéchst werden wir den Satz von Her-
mite
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Satz. e ist transzendent.
zeigen. Im Anschluss wenden wir uns dem Satz von Lindemann zu:
Satz. 7 ist transzendent.

Als Anwendung werden wir zeigen, dass die Unmoglichkeit der
Quadratur des Kreises - ein Problem das auf die Antike zurtick geht
- zeigen. Diesen Teil schlieffen wir mit dem Beweis des Satzes von
Lindemann-Weierstrafs ab:

Satz. Wenn 0 # w« algebraisch ist, dann ist e* transzendent.

Irrationalitiit von Zeta-Werten

Die Riemannsche Zeta-Funktion

1
0(s) =Y, et fiirl3 Re(s) > 1
n>1
ist eine der wichtigsten Funktionen der modernen Zahlentheorie. Be-
reits Euler kannte eine explizite Formel fiir die Werte der Riemann-
schen Zeta-Funktion an den geraden natiirlichen Zahlen:
(27i)?"

{(2n) = —man

Hierbei sind B,, gewisse rationale Zahlen, die Bernoulli-Zahlen. Ins-
besondere sind alle Werte {(21) nach Lindemann’s Satz transzendent.
Uber die Werte (21 + 1) ist weit weniger bekannt. Thre Untersuchung
ist Gegenstand aktiver mathematischer Forschung. Tatsdchlich wurde
erst 1979 die Irrationalitdt von {(3) gezeigt:

Satz (Apéry). {(3) € Q

Der australische Mathematiker van der Poorten sagte zu diesem
Beweis:

A proof that Euler missed.”

und spielte darauf an, dass bereits Euler alle Methoden kannte, die
zum Beweis notig sind. Siegel wird das Zitat

,Man kann den Beweis nur wie einen Kristall vor sich hertragen.”

zugeschrieben. Im dritten Teil werden wir diesen elementaren und ele-
ganten Satz beweisen. Obwohl keine weitere konkrete ungerade Zahl
2n + 1 bekannt ist fiir die {(2n + 1) irrational ist, konnte Rivoal 2001
zeigen, dass es tatsdchlich unendlich viele solche Zahlen geben muss.
In einer gemeinsamen Arbeit mit Stéphane Fischler und Wadim Zudi-
lin gelang es uns dieses Resultat weiter zu verbessern. In den letzten
Vorlesungen werde ich ausgehend von unserem Beweis die Existenz
unendlich vieler irrationaler ungerader Zeta-Werte skizzieren.

BIRe(x + iy) := x ist der Realteil einer
komplexen Zahl.



8 DR. JOHANNES SPRANG

Die Entdeckung der Irrationalitit

Bevor wir mit dem eigentlichen Inhalt der Vorlesung beginnen, bege-
ben wir uns auf eine kleine Reise in die griechische Antikel4]; genau- 14l Zu diesem Abschnitt gibt es ein Video:

oA

er ins 6. Jahrhundert vor Christus. Der Zahlbegriff zu jener Zeit war

hauptsachlich geprédgt von zweierlei Aspekten: Einerseits dem Zihlen
im Sinne von Machtigkeiten endlicher Mengen und andererseits dem
Messen von Strecken oder Flacheninhalten. Bei letzterem traten (posi-
tive) Briiche indirekt auf als Verhéltnisse ganzzahliger Langen:

Definition 1.3.1. Zwei Langen heiflen kommensurabel, wenn beide ganz-
zahlige Vielfache einer dritten Lénge sind.

Die Gelehrten jener Zeit gingen davon aus, dass je zwei Streckenlan-
gen stets kommensurabel sind. Kurz, der Zahlbegriff jener Zeit wurde
beherrscht von den natiirlichen Zahlen und deren Verhilinissen, d.h.
Q-0

Der wohl bedeutendste Philosoph und Gelehrte jener Zeit war Py-
thagoras von Samos. Pythagoras griindete in Stiditalien eine religios-
philosophische Bewegung. Das Weltbild der Pythagorder begriindete
sich auf den Zahlbegriff. Haufig wird Pythagoras das Zitat

,Alles ist Zahl!”

zugeschrieben. Wie oben bereits erldutert, waren mit Zahlen die na-
tiirlichen Zahlen und deren Verhéltnisse gemeint. Umso erstaunlicher
scheint es, dass es ausgerechnet ein Pythagorder war, der dieses Welt-
bild erschiitterte indem er die Existenz irrationaler Zahlen nachwies:

Satz 1.3.2 (Hippasos). Die Linge der Diagonale in einem Quadrat ist in-
kommensurabel mit dessen Seitenlingen. Mit anderen Worten: V2 Z Q.

Beweis. Wir zeigen v/2 ¢ Q durch Widerspruch. Angenommen /2 €
Q, dann gibe es teilerfremde positive Zahlen a,b € Z mit /2 = B
Durch Quadrieren und Umstellen erhalten wir

20 = a?. (1.1)

Somit muss a eine gerade Zahl seinl5], sagen wir a = 2k mit k € Z. 5 Hier verwenden wir, dass eine natiir-
liche Zahl genau dann gerade ist, wenn

Setzen wir dies in (1.1) ein, so erhalten wir X |
ihr Quadrat gerade ist.

2b2 = 4k% = b? = 2K2.

Somit muss neben a nun auch b gerade sein. Es ergibt sich ein Wider-
spruch zur Teilerfremdheit von a und b. O

Um das Schicksal von Hippasos von Metapont ranken sich zahl-
reiche Geschichten und Mythen. Je nach Version der Uberlieferung
wurde er von den Pythagordern verfolgt, verstofien oder gar ertrankt.
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Auch tiber den Grund der Verédrgerung gibt es verschiedene Interpre-
tationen. Doch egal, ob die Pythagorder wegen der Entdeckung selbst,
oder wegen der Weitergabe des Wissens an Unwiirdige wiitend waren,
fest steht, dass sie sich der Bedeutung der Entdeckung der Irrationali-
tat durchaus bewusst waren.

In der Lehre der Pythagorder waren Zahlen eng mit deren Weltbild
verkniipft. Doch selbst aus heutiger Sicht wirft die Entdeckung der Ir-
rationalitdt unmittelbar Fragen auf: Was sind Zahlen eigentlich? Gibt
es gewisse Zahlen die nattirlicher sind als andere? Existieren Zahlen
unabhdngig von unserem Geist? Auch wenn wir auf diese Fragen im
Folgenden nicht eingehen konnen, sollten wir sie dennoch im Hin-
terkopf behalten. Eine von vielen moglichen Antworten hat Leopold
Kronecker formuliert:

,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Men-
schenwerk.”

Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bei Lukas Prader fiir
zahlreiche Verbesserungsvorschlidge, Kommentare und Korrekturen be-
danken. Seine Bemerkungen und Korrekturvorschlidge haben die Qua-
litdt des Skripts erheblich verbessert.

Konventionen

In diesem Abschnitt sammeln wir Konventionen, die in diesem Skript
verwendet werden:

¢ Die natiirlichen Zahlen enthalten nicht die Null: N := {1,2,3,... }.

e Fiir die Menge der ganzen Zahlen > 0 schreiben wir Ny := N U {0}.

Ausblick und offene Fragen

Ich werde am Ende jedes Abschnitts einen kleinen Ausblick auf an-
schlieffende Resultate und Fragestellungen geben und ungeloste Pro-
bleme diskutieren.

Ein interessanter Aspekt der modernen transzendenten Zahlentheo-
rie mit Ankniipfungen zur algebraischen Geometrie beschiftigt sich
mit Perioden. Es gibt verschiedene dquivalente Definitionen von Peri-
oden. Eine der elementarsten Definitionen geht auf Kontsevich und
Zagier zuriick. Eine komplexe Zahl heifst Periode, wenn sich ihr Real-
teil und ihr Imaginérteil als absolut konvergentes Integral der Form

/ P(xl"”’x”)dxl i
A (xlz'--/xn) "
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schreiben ldsst. Hierbei sind P, Q € Q[Xjy, ..., X,] Polynome und A C
R" ein Gebiet, das sich durch Polynomungleichungen mit rationalen
Koeffizienten beschreiben ldsst. Man kann zeigen, dass die Menge P
aller Perioden einen Ring bildet. Perioden enthalten neben den alge-
braischen Zahlen jede Menge interessante mathematischen Konstan-
ten. So zeigt das Integral

= dxdy,
/x2+y2<1 4

dass die Kreiszahl 7r im Ring der Perioden enthalten ist. Perioden
treten auf natiirliche Weise als Invarianten in der algebraischen Geo-
metrie auf. Umgekehrt kann man héufig Vermutungen aus der tran-
szendenten Zahlentheorie aus tiefliegenden Vermutungen der alge-
braischen Geometrie ableiten. Diese enge Beziehung untermauert viele
sehr teifliegende Vermutungen der transzendenten Zahlentheorie in-
dem es diese Vermutungen in einen grofleren Kontext setzt. Der Ring
der Perioden erlaubt es die Inklusion vom Anfang dieser Einleitung
wie folgt zu ergédnzen:

NCZCQCQCPCC

Kommen wir zurtick zu konkreteren Fragestellungen. In dieser Vor-
lesung beschiftigen wir uns mit der Frage, wie man beweisen kann,
dass eine gegebene Zahl transzendent ist. Wir werden dabei einige Kri-
terien fiir Transzendenz kennen lernen und die Transzendenz wichti-
ger mathematischer Konstanten wie der Eulerschen Zahl ¢ oder der
Kreiszahl 7t nachweisen. Dennoch gibt es eine Vielzahl mathemati-
scher Konstanten fiir die die Transzendenz zwar vermutet wird aber
noch nicht bewiesen ist. In vielen Fallen ist selbst die Frage nach der
Irrationalitdt noch offen. Hier zundchst ein paar Beispiele:

Zahl Irrationalitit | Transzendenz
e+ ? 7le]
ert ? ?
e ? ?
7 =lim, (Tf_; } ~In(n +1)) ? ?
2(3) = Lu>1 5 Apéry ?
{2k +1) = Yyoq iy fiirk >2 2171 ?

Wir mochten diesen Abschnitt mit einem Beispiel mit Bezug zum
ersten Ubungsblatts abschlieBen: Wihrend die Irrationalitit von

=1
e:’/gm

elementar gezeigt werden kann, ist bereits die Irrationalitdt verwand-
ter Summen ungemein schwieriger. Fiir k € IN definieren wir die k-te

Tabelle 1.1: Offene Probleme

el Es ist bekannt, dass mindestens eine
der Zahlen e + 71 und e transzendent
ist.

71 Es ist bekannt, dass unendlich viele
der Zahlen {(2n + 1) irrational sind.
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Teilersummenfunktion oy(1): N — N durch o3 (n) = ¥, d* wobei
d die positiven Teiler von 1 durchliuft!®l, Fiir k = 1,2 kann man den
Irrationalitdtsbeweis von e auf die Reihen

o 0x(1)
y;) n!

tibertragen. Mit etwas mehr Aufwand kann man den Fall k = 3 behan-
deln. Fiir k > 3 ist die Frage nach der Irrationalitdt der Zahlen (1.2)
immer noch offen.

(1.2)

181 2.B. ist 09 (6) = 12 + 22 + 3% + 62,

11






A Diophantische Approximation

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Approximation reeller
Zahlen durch rationale Zahlen beschiftigen. Die Theorie der Ketten-
briiche liefert hierbei in gewissem Sinne beste Ndherungen durch Brii-
che. Wir werden sehen, dass die Approximierbarkeit einer reellen Zahl
eng mit Fragen nach deren Irrationalitdt und Transzendenz zusammen
héngt.

Endliche Kettenbriiche

Definition 2.1.1. Fiir eine ganze Zahl a9 € Z und ein endliches Tupel
(ay,...,a,) € N" natiirlicher Zahlen definieren wir

1
[ag; a1, ..., ay] :=ap +

ay+ ————

1 ‘ 1

o

n

Die Zahl [ag; ay, . .
bruch.

., @] nennen wir einen endlichen (reguliren)" Ketten-

Offensichtlich sind alle endlichen Kettenbriiche rationale Zahlen. In
diesem Abschnitt werden wir sehen, dass sich tatsdchlich jede rationa-
le Zahl als endlicher Kettenbruch schreiben ldsst. Zuvor wiederholen
wir noch den euklidischen Algorithmus. Dieser kommt unter anderem
zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers zur Anwendung:[?!

Der Euklidische Algorithmus

Zunéchst bemerken wir, dass es zu zwei ganzen Zahlen x,y € Z mit
y # 0 eindeutig bestimmte Zahlen 4,7 € Z mit 0 < r < |y| gibt, so
dassl3!

x=ay+r

gilt. Die Zahl r heifst Rest von x bei Division durch y. Der euklidische
Algorithmus startet mit zwei ganzen Zahlen x,y € Z mit y # 0 und
fuhrt iterativ Divisionen mit Rest aus: Wir setzen g := x und r; :=v.

I Allgemeiner betrachtet man nicht-
reguldre Kettenbriiche der Form

by
by
bn
a,.

ap +
ﬂ1+

Da wir nur reguldre Kettenbriiche be-
trachten werden verzichten wir in die-
sem Text auf den Zusatz requlir.

121 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Video:

BIFirx =26 und y = -3 gilt zB. a =
—8undr=2.
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Fiir i > 1 definieren wir induktiv ;1 als den Rest von r;_1 bei Division
durch r;, solange r; nicht Null ist:

rig = aiqri+ripn mit0 <rigg < [y,

Zusammengefasst erhalten wir folgendes Schema, bei welchem in je-
dem Schritt eine Division mit Rest ausgefiihrt wird:

ro:i= X =y
ro = agr1 + 12 mit 0 < rp < |rq|
r =airp+713 mit 0 < r3 <1y

Tn1 =y 1rntrppr mit0<ryq <7y

rn = aptps1 +0.

Da der Betrag von r; in jedem Schritt um mindestens 1 abnimmt, endet

der euklidische Algorithmus nach endlich vielen Schritten. Ublicher-

weise wird der euklidische Algorithmus zur Berechnung des grofiten

gemeinsamen Teilers eingesetzt. Der letzte von Null verschiedene Rest,

im obigen Schema also 7,1, ist der ggT der zwei Zahlen x und y.

Algorithmus 1: Euklidischer Algorith-

1: procedure EUKLID(x,y) > Berechnet den ggT von a und b mus
2: r <— Rest von x bei Division durch y

3: while r # 0 do

4 X<y > Ersetze x durch y

5: y<r > Ersetze y durch r

6: r < Rest von x bei Division durch y

return y > Der ggT ist der Wert von y

N

Wir erldutern den Euklidischen Algorithmus noch einmal an einem
Beispiel:

Beispiel 2.1.2. Wir mochten den ggT von 97 und 11 bestimmen:

=8-11+
11=1-9+
=4- +1
=2-140
Der ggT ist somit 1. Wir bemerken, dass der Euklidische Algorithmus

die Kettenbruchentwicklung von % gibt, denn: Aus der ersten Glei-
chung folgt

1
= =8+ ==8+ 4. (2.1)
9
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Die zweite Gleichung liefert
1
o =1l+5=1+5. (2.2)
2

Setzen wir (2.2) in (2.1) ein, so erhalten wir:

97 1
1= 8+ —— (2.3)

Die dritte Gleichung liefert

9 1
5 —4—|—§ (2.4)

und einsetzen in (2.3) ergibt die Kettenbruchentwicklung zu %:

97 1

_— = —_— = ‘142.

g8t " 8;1,4,2]
1+ ——

4l
*2

Wir werden nun sehen, dass sich die obige Rechnung auf beliebige
rationale Zahlen {ibertragen lasst:/4]

Der Kettenbruch-Algorithmus

Allgemein erlaubt es der Euklidische Algorithmus einer beliebigen ra-
tionalen Zahl einen Kettenbruch zu zu ordnen:

Satz 2.1.3. Jede rationale Zahl lisst sich als endlicher Kettenbruch darstellen.

Beweis. Sei x € Q. Wir schreiben x = :—(1’ mit ry € Z,r1 € IN wobei rg
und rq teilerfremd gewahlt sind. Der Euklidische Algorithmus liefert:

rg = agr1 + 12 mit0 <r <n

T =airy +1r3 mit0 <r3 <1

Tnel1 = Ap_1rn +1y41 mit0 <7, <7y
rn = antps1 +0

Wir bemerken, dass 1,11 = ggT(ro,71) = 1 gilt. Die erste Zeile des
euklidischen Algorithmus ergibt

1o 1
— :a0+ﬁ.

Sukzessives substituieren der Gleichung

ri—1

=ai_1+ 5~
Tit1

Ti

14l Zu diesem Abschnitt gibt es ein Video:
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zeigt nun

7 1
0 :a0+71: [ag; a1, ..., ay)-

Im obigen Beweis haben wir bereits gesehen, dass sich die Ketten-
bruchentwicklung einer rationalen Zahl x = %’ durch den euklidischen
Algorithmus berechnen lasst:

ro = aogt1 + 12 mit0 <r <n

T =airy +1r3 mit0 <rz <

Tne1 = Ap_1rn + 141 mit0 <7, <7y

rn = antpe1 +0.

Indem wir die i-te Zeile (r;_1 = a;_17; + tiy1) durch r; teilen und «; :=
i
Tit1

setzen, konnen wir den obigen Algorithmus umschreiben:

1

ap = ag +aq mit0§a1_1<1

lezal—i—zxgl mit0§a51<1

1

Ny = ap—1+a, mitoga,jl <1

o, = ay +0.

Man beachte, dass 4; stets die grofite ganze Zahl ist, die kleiner oder
gleich a; ist:

Definition 2.1.4. Die Abrundungsfunktion |-|: R — Z weist jeder
reellen Zahl « die groBte ganze Zahl |« | zu, welche kleiner oder gleich
w ist.[5]

Der euklidische Algorithmus zur Bestimmung des endlichen Ket-
tenbruchs einer rationalen Zahl ist also dquivalent zum folgenden Al-
gorithmus:

Bl Es gilt z.B. |7t] =3, |—7] = —4.
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1: procedure KETTENBRUCH(«)
Kettenbruchentwicklung [ag; ay, . ..| von «
Ko < &
a9 < |ao)
n<+0
while &, # a, do
Wy & (ay —ay) ™!
Any1 = @11
n<n+1l

N

S A S

9: return (ag,ay,4z,...)

Algorithmus 2: Kettenbruch Algorith-
> Berechnet die mus

Wir erldutern diesen Algorithmus anhand des obigen Beispiels:

Beispiel 2.1.5. Wir betrachten a« = %.
97 97
np 1= ﬁ' ap = Lﬁ(oJ = LHJ =8
_ 11 11
api=(ag—a) ' =—, m=|ag]=[]=1
9 9
9 9
F— — -1 — = = | =] =
ay = (g —aq) > @ |z ] LZJ

N3 = (062—112)71 =2

~

az = |as]

2] =2

An dieser Stelle endet der Algorithmus da a3 = a3 gilt. Wir erhalten

[8;1,4,2] als Kettenbruchentwicklung.

Wir haben den Kettenbruch-Algorithmus aus dem euklidischen Al-

gorithmus hergeleitet. Im Gegensatz zum euklidischen Algorithmus
macht der Kettenbruch-Algorithmus aber nicht von der Darstellung
der Zahl &« = £ Gebrauch. Somit ist es interessant zu versuchen, den

Kettenbruch—Algorithmus auf eine irrationale Zahl anzuwenden. Wir
fithren die ersten Schritte des Kettenbruch-Algorithmus fiir die irra-

tionale Zahl v/2 aus:

Beispiel 2.1.6. Wir betrachten & = V2 =1,41...

0(0::\/5,
- RN 14+V2
A B CRA TRy

=1+V2,

a:=1+vV2-2)1=(2-1)"1=142,
wi=1+vV2-2)"t1=(V2-1)"1=14+V2,

ag = ao) = [V2] =1
a = a1 = [1+v2] =2

02=|_¢X2J=|_1—0—\/§J=2
LI3ZL063J:L1+\6J:2

Da im Kettenbruch-Algorithmus jeder Schritt stets nur vom vorigen
abhéngt gilt a; = 2 fiir alle i > 1. Der Kettenbruch-Algorithmus termi-
niert nicht und liefert das unendliche Tupe (1,2,2,2,...) fiir V2.
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Das vorige Beispiel zeigt, dass der Kettenbruch-Algorithmus zu v/2

eine unendliche Folge[(’] natiirlicher Zahlen ausspuckt. Tatsdchlich gilt 161 Achtung: Bisher ist (1,2,2,...) nur ei-
ne unendliche Folge natiirlicher Zahlen.
Da ein unendlicher Bruch
1

1

dies fiir jede irrationale Zahl und liefert unser erstes Irrationalitéts-
Kriterium:

1+
Proposition 2.1.7. Der Kettenbruch-Algorithmus fiir & € R endet genau 24

dann nach endlichen vielen Schritten, wenn w rational ist. In diesem Fall gilt: 24+ L

&= [ao; LA VERRY ak] zunichst keinen Sinn macht, konnen wir
an dieser Stelle der Folge (1,2,2,...)
wobei (ay, ..., ay) die durch den Kettenbruch-Algorithmus definierte Folge noch keinen sinnvollen Wert zuweisen.

bezeichnet.

Beweis. Falls der Algorithmus nach endlich vielen Schritten endet, so
gilt « = [ag;ay,...,a,], also ist a rational. Umgekehrt folgt aus dem
Beweis von Satz (2.1.3), dass der Kettenbruch-Algorithmus fiir eine
rationale Zahl nach endlich vielen Schritten terminiert. O

Indem wir Beispiel 2.1.6 mit Proposition 2.1.7 kombinieren, erhalten
wir einen neuen Beweis fiir die Irrationalitit von \/ﬁ:

Korollar 2.1.8. \/2 ist irrational.

Definition 2.1.9. Die endliche oder unendliche Folge (a;);>o mit ag €
Z und a; € N fir i > 1, die der Kettenbruch-Algorithmus einer Zahl
« € R zuweist, heifst Folge der Teilnenner zu «. Das i-te Folgenglied a;
heift i-ter Teilnenner.

Ausblick und offene Fragen:

Wendet man den Kettenbruch-Algorithmus auf 7t an, so erhélt man
die Folge der Teilnenner:

(3,7,15,1,292,...)

Bisher ist noch keine explizite Beschreibung dieser Folge bekannt.[7! 71 Sollte Thnen im Laufe Ihres Studiums

mal eine Zahlenfolge begegnen, deren

Bildungsgesetz Sie nicht verstehen, ist

Unendliche Kettenbriiche es immer einen Versuch Wert diese bei
der Online Encyclopedia of Integer Se-

quences zu suchen. Wenn Sie mochten,

Im vorigen Abschnitt hatten wir gesehen, dass der Kettenbruch-Al- Kénnen Sie dort einfach mal die ersten
gorithmus jeder reellen Zahl « eine Folge der Teilnenner (4;);>¢ mit Zahlen der Teilnennerfolge zu 7t einge-
- ben.

ap € Z und a; € N fir i > 1 zuordnet. Diese Folge ist genau dann
endlich wenn « rational ist. In diesem Fall gilt:

1
& =ag+ 71:: [ao; a1, ..., a4)-

g+ ———


https://oeis.org/?language=german
https://oeis.org/?language=german
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Das Ziel dieses Abschnitts ist fiir irrationale Zahlen « die Konvergenz
der Kettenbruchentwicklung zu zeigen. Genauer mochten wir folgen-
de Gleichung zeigen:

a:nlgr.}o[ao;al,...,an] =: [ap,...]. (2.5)

Hierbei ist (;);>( die Folge der Teilnenner zu « € R \ Q. Insbesondere,
miissen wir die Konvergenz der Folge ([ag; a1, ..., an])n>0 zeigen.

Niiherungsbriiche:!®!

Im Folgenden bezeichne (4;);>o entweder eine endliche oder eine un-
endliche Zahlenfolge mit a9 € Z und a; € N fiir i > 1. Genauer

7 x Nk fiir ein k > 0, oder

(a:)i>0 € 7 NN,

Man beachte, dass im endlichen Fall nur die Folgenglieder a; fiir 0 <
i < k definiert sind. Um nicht immer zwischen endlichen und un-
endlichen Zahlenfolgen unterscheiden zu miissen, fassen wir folgende
Konvention:

Konvention 2.2.1. Wir schreiben (a;); fiir eine Folge, die entweder end-
lich oder unendlich ist. Ist A; ein Ausdruck oder eine Aussage iiber das i-te
Folgenglied, so ist im Fall endlicher Folgen A; nur fiir 0 < i < k definiert.
Insbesondere treffen wir folgende Konvention fiir Aussagen A; iiber Folgen-
glieder:

,Fiir i > 0 gilt A;” 1=

JFiir 0 <i <k gilt A;”, falls (a;)i>o = (ao, - .., ax) endlich ist,
,Fiiri > 0 gilt A;”, falls (a;);>o unendlich ist.

Definition 2.2.2. Zu (4;);>0 und n > 0 definieren wir:
Ap = lag;aq,. .., a4

Die endliche oder unendliche Folge rationaler Zahlen (A;);>o heifSt
Folge der Niherungsbriiche zu (a;);>o. Falls (a;);>o die Folge der Teil-
nenner zu & € R ist, sprechen wir auch von den Niherungsbriichen von
.

Bevor wir fortfahren mochten wir noch ein paar motivierende Wor-
te verlieren. Wir erinnern an das in (2.5) formulierte Ziel dieses Ab-
schnitts: Wir mochten fiir irrationales a die Gleichung

= lim A,
n—oo

181 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Video:


https://mediathek2.uni-regensburg.de/playthis/5eb143d48faef0.34904126
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zeigen, wenn (A;);>( die Folge der Naherungsbriiche zu « ist. Sobald
wir dies gezeigt haben ist auch die Bezeichnung Nitherungsbriiche ge-
Klart, schliefSlich approximieren die Briiche A, die Zahl « fiir wachsen-
des 7 immer besser. Falls die Zahl a hingegen rational mit Teilnennern
(ag, ..., a) ist, so gﬂt[9]

a = [ag;ay,...,ar] = Ax.

Also approximieren die Naherungsbriiche die Zahl « im Fall x € Q
aus trivialen Griinden gut. Aufmerksame Leser*innen werden sich zu-
recht Fragen, wieso wir uns {iberhaupt die Miihe machen und endliche
Folgen an dieser Stelle mit behandeln, schliefilich ist doch nur im Fall
unendlicher Folgen eine interessante Konvergenzaussage zu beweisen.
Der Grund dafiir wird erst im Verlauf der folgenden Kapitel ersicht-
lich werden. Spéter mochten wir zu einer gegebenen Zahl « € R ratio-
nale Approximationen studieren. Hier spielen Ndherungsbriiche eine
entscheidende Rolle. Es wird sich bezahlt machen, dass wir diese fiir
allgemeine reelle Zahlen definiert haben und nicht nur fiir irrationale
Zahlen.

Um die Folge der Naherungsbriiche zu (4;);>¢ zu studieren definie-
ren wir rekursiv die Folgen (p;)i>_1 und (g;)i>—1 durch:[*0]

p-1=1, po=ao, pi=a;pi1+pifiri>1,
g-1=0, q0 =1, qi=a;9;i 1+q pfiri>1

Wie das folgende Lemma zeigt sind diese Folgen eng mit den Néhe-
rungsbriichen verwandt:

Lemma 2.2.3. Fiir € Ry und i > 1 gilt:

1 ) .
ao + _ pl—l,B"'pz—Z.
1 qi-1p +qi-2
R
, 1
a1+ B
Insbesondere erhalten wir fiir B = a; den i-ten Niherungsbruch
A _Pi
1 ql

zu unserer gegebenen Folge (a;);>o.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach i:
Fiir i = 1 rechnet man

1
do 4= WPH1_ poPtpa

B B qoBt+aq-1’

19l das haben wir im letzten Kapitel gese-

hen, s. Proposition 2.1.7

1ol Tm Sinne der Konvention 2.2.1 sind

also (q-1,...,qx) und (p_1,..

., Px) end-

liche Folgen, falls die Folge (4;)i>0 =

.....

ay) endlich ist.
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Angenommen, die Behauptung wurde bereits fiir i > 1 gezeigt. Dann
gilt nach Induktionsannahme:

1  picalei+ %) + pi-2
1 gi—1(a; + %) +gi-2

ap +
111“1‘

und wir rechnen

pi-1(ai + §) + pi-2 _ b +Pi1g _ PiBtpia
qi—1(a; + %) +qi-2 qi+ %;1% qiB+qi1

Also gilt die Behauptung auch fiir i + 1. Dies zeigt die erste Aussage
des Lemmas. Die zweite Aussage folgt sofort indem man 8 = 4; in die
gezeigte Gleichung einsetzt. O

Im weiteren Verlauf werden wir die folgenden Eigenschaften der
Folgen (p;); und (g;); benotigen:

Lemma 2.2.4. Fiir alle i > 0 gelten die folgenden Eigenschaften:
(a) (qi)i>1 wichst streng monoton und es gilt q; > i.
(b) pi_19i — pigi—1 = (—1)'. Insbesondere gilt ggT(p;, q;) = 1.
—1)i
(© Ay — Ai = ﬂ(ii+1l)1i
(d) Az < Ap(it1), also wiichst (Ao, Ay, . .. ) streng monoton.

(e) Apivq > Apiys, also filllt (A, As, ... ) streng monoton.

Beweis. (a) Wir beweisen zunéchst die Aussage q; > i induktiv: Es gilt
go=1>0und gy =a1q0+q9g-1 =ay > 1. Fallsg; > iflireini > 1
bereits gezeigt wurde, so gilt

Jiv1 = Giflit1 + i1 = gi + i1 2 i+ 1
Die strenge Monotonie folgt aus
Qit1 = ai11q; +qi—1 > ¢q; firi > 1.

(b) Fur i = 0 gilt die Behauptung trivialerweise wegen p_1 = 1,99 =1
und py = ag,4—1 = 0. Wir bemerken zunichst, dass sich die Rekur-
sionsgleichung fiir i > 1 elegant als Matrixmultiplikation schreiben

pi Pi-1\ _ (Pi-1 pi2) (@ 1
9 gi-1 qi-1 qi—2) \1 0
Pi Pi-1 :ﬁ @ 1)

9 qi-1 o \1 0

lasst:

Hieraus folgt
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Wenden wir auf beiden Seiten die Determinante an, so erhalten wir:

i a. 1
—(pi—19i — pigi—1) = | | det <1k O) .
k=0

Nun folgt (b) aus der Gleichung

det (ak 1) =—1.
1 0

(c) Mit Hilfe von (b) folgt dies sofort aus der Rechnung:

P Pi_ Pindi—pifin (=D
Al+1 Al o H . . . - .
fivr i Ti+14i i+14i
(d) Mit (c) rechnen wir

Ag(iv1) — Azi = Ag(ip1) — Azit1 + Asip1 — Agi =

. .. -1 1
Da (g;)i>1 streng monoton wéchst, folgt R T 0.

(e) Wie in (d) rechnen wir

1 1
Agjy1 — Az = - .
Q2i+292i+1  92i+392i+2

Da wiederum (g;);>1 streng monoton wichst, folgt die Ungleichung
1 1
- > 0. O

12i4+292i4+1 12i+392i+2

Konvergenz der Niherungsbriichel*"]

Der folgende Satz zeigt, dass die Naherungsbriiche einer reellen Zahl
« diese tatsdchlich gut approximieren.

Satz 2.2.5. Falls (a;);>( die Teilnennerfolge einer reellen Zahl w ist, so gelten

fiir i > 1 die Abschitzungen:
S S— o = Ajq| < !
qi-1(qi + 9i-1) qi-14i

(2.6)

und
o = Ai| <o —Ajq. (27)
Beweis. Nach Proposition 2.1.7 liefert der Kettenbruch-Algorithmus
Folgen (a;);>0 und (a;);>o mit
(wj—a) ' =aj1, a4 = lajal.
Nach Konstruktion des Kettenbruch-Algorithmus gilt fiir jedes i > 1:
1

o =ay+
a1+
LA+ —

+ .
D2(i+1)92i+1  42i+192i

11 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-
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Nun liefert Lemma 2.2.3 gemeinsam mit Lemma 2.2.4 (b) die Glei-
chung;:

pi-1%i +pi—2  Pi-1 (="
— (2.8)
gicdi+qi2  qic1| | qi-1(qio10 +4i2)

Fur i > 1 sind die Zahlen g;_1(g;_14; + g;_2) positiv und wir erhalten
1
i-1(qi-10 + qi-2)
Da a; die Abrundung von «; ist, gilt &#; > a4; und wir leiten aus (2.9)

o — Aj_1| =

o — Ai_q| = (2.9)

unter Verwendung der Rekursionsgleichung g; = q;_14; + q;_ die Un-
gleichung

1 !
7i-1(9i-18; +qi—2)  qi-19i

her. Andererseits gilt auch «;<a; + 1 und wir erhalten mit der Rekur-

o —A;_q| <

sion q; = g;_1a; + q;—p die Abschédtzung von unten:
1 1

qi-1(qi-1(ai+1) +qi2) i3 +qi-1)
Dies zeigt (2.6). Wir konnen nun (2.7) aus der bereits gezeigten Ab-

e — A q|> (2.10)

schitzung (2.6) und den grundlegenden Eigenschaften der Folgen (g;);>_1

und (a;);>0 herleiten:

o — A (2§6) L ! [133] !
991 9i(ai1gi +9i-1) — (i +4i-1)
[14] 1 (2.10)
= qi-1(qi +9i-1) < Al (@)
Dies zeigt (2.7). O

Eine unmittelbare Konsequenz aus dem obigen Satz ist die Konver-
genz der Naherungsbriiche:

Korollar 2.2.6. Die Folge der Niherungsbriiche (Ay),>0 zu einer irrationa-
len Zahl « konvergiert gegen w.

Beweis. Es gilt fiir i > 1:

1
lae — Aj] < ! < — .
qiqiv1 ~ i(i+1)
Da die rechte Seite fiir i — oo gegen 0 konvergiert, folgt die gewtiinsch-

te Konvergenz. O

Definition 2.2.7. Fiir eine reelle Zahl « mit Teilnennerfolge (4;);>o de-

finieren wir

[ag; a1, ..., ax] falls a = [ag;a1,...,a] €Q

[610,'011,...] = .
lim,e0lag; a1, -..,a,] fallsa & Q.

Wir nennen [ag; a1, . .. | die Kettenbruchentwicklung zu «.

2l Hier verwenden wir die Rekursion
Ji+1 = Ai+19i + i-1-

531 Es gilt 4;11 € N und somit a; 11 > 1.
14l Die Folge (g;);>0 wichst monoton. Es
gilt also q;_1 < g;. Fiir i > 1 wichst sie
sogar strikt monoton.
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Wir kénnen also den rationalen und den irrationalen Fall zusam-
menfassen zu:

Korollar 2.2.8. Fiir jedes o € IR existiert die Kettenbruchentwicklung und
es gilt:

[ag;...] = a.

Des Weiteren halten wir noch die folgende Abschétzung fest auf die
wir spater zurtickkommen werden:

Korollar 2.2.9 (Dirichletscher Approximationssatz). Fiir jede reelle Zahl
« und i > 0 gilt:
j 1
qi q;

Beweis. Falls i = 0, so gilt pg = a9 = |a] und go = 1. In diesem Fall
gilt die Aussage trivialerweise:

e — |a]] < 1.

Wir diirfen also i > 0 annehmen. Falls « = [ag; a1, ..., a;] eine rationale
Zahl ist, so gilt « = Aj. In diesem Fall ist die Aussage fiir i = k
trivialerweise erfiillt. Wir kénnen also im Fall endlicher Kettenbriiche
auch i < k annehmen. Insbesondere diirfen wir annehmen, dass ¢;1
definiert ist. Wegen g; < g;41 folgt die Aussage sofort aus der in (2.6)
gezeigten Abschdtzung

pi
qi

N —

1
= |o— A;] < :
qiqi+1

O

Da die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen, konnen
wir jede reelle Zahl a beliebig gut durch rationale Zahlen approxi-
mieren. Je besser wir approximieren mochten, desto groflere Nenner
werden wir allerdings hinnehmen miissen. Somit macht es Sinn die
Giite der Approximation anhand der Grofie der Nenner zu messen.
In diesem Sinne kénnen wir den Dirichletschen Approximationssatz
als ein Giitesiegel fiir die Ndherungsbriiche verstehen. In der niachsten
Vorlesung werden wir sehen, dass die Naherungsbriiche die Zahl &
tatsdchlich bestmoglich approximieren.

Ausblick und offene Fragen:

Fiir unsere Zwecke reicht es einer gegebenen Zahl « eine Folge (4;);>0
zuzuordnen, sodass

0N = [ao;al,...].
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Es ist auf den ersten Blick nicht offensichtlich, ob man auf diese Wei-
se jede Folge (a;)i>0 € Z x NN erhilt. Tatsachlich werden wir im
Ubungsbetrieb sehen, dass der Limes

lim [ag; a1, ..., an]

n—oo
fiir jede Folge (a;);>0 € Z x NN existiert und dass dieser Grenzwert
die Folge (a;)i>o bereits eindeutig festlegt. Somit wire gezeigt, dass
tatsachlich alle Folgen der Form (a;);>0 € Z x NN als Teilnennerfol-
gen reeller Zahlen auftreten.

Wir haben bereits gesehen, dass man anhand der Teilnennerfolge
einer reellen Zahl ablesen kann, ob diese rational oder irrational ist.
Interessanterweise kann man mit relativ wenig Aufwand folgenden
Satz zeigen, den wir im Ubungsbetrieb genauer betrachten werden:

Satz 2.2.10. « € R ist genau dann algebraisch vom Gradl'5) 2, wenn die b5l Der Grad einer algebraischen Zahl «
ist die kleinste natiirliche Zahl k, sodass
ein Polynom P € Q[X] vom Grad k exis-
tiert mit P(a) = 0.

1 Ein einfaches Beispiel hierfiir haben
len hoheren Grads am Bildungsgesetz ihrer Teilnennerfolgen erkennen wir bereits gesehen: v2 = [1;2,2,...].

Teilnennerfolge von a ab einer gewissen Stelle periodisch wird.[1°]

Dies wirft unmittelbar die Frage auf, ob man auch algebraische Zah-

kann. Bisher ist keine Regelmafsigkeit fiir algebraische Zahlen hoheren
Grades bekannt. Viel schlimmer: Es ist fiir keine einzige algebraische
Zahl vom Grad > 2 bekannt ob die Folge (4;);>( beschrinkt oder un-
beschrankt ist.

Obwohl fiir algebraische Zahlen vom Grad > 2 die Struktur der
Kettenbruchentwicklung kompliziert zu sein scheint, gibt es hinge-
gen transzendente Zahlen, deren Kettenbruchentwicklung einem ein-
fachen Bildungsgesetz folgt: Es gilt zum Beispiel

e=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,...].

Beste rationale Approximation

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit der Frage, wie wir eine gege-
bene reelle Zahl moglichst gut durch rationale Zahlen approximieren
konnen.

Beste Niherungen erster und zweiter Art17)

171 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-
Da die rationalen Zahlen dicht in R liegen, finden wir in jeder noch

so kleinen Umgebung um « unendlich viele Briiche ganzer Zahlen.
Beschranken wir allerdings die Grofle des Nenners, so gibt es in je-
der Umgebung von a nur endlich viele Briiche. Die Frage, ob es noch
bessere Approximationen mit kleinerem Nenner gibt, fiihrt uns zu fol-

gender Definition:
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Definition 2.3.1. Zu einer gegebenen reellen Zahl « nennen wir eine
rationale Zahl § mit teilerfremden a € Z, b € IN eine beste Naherung
erster Art zu a, wenn fiir alle c € Z,d € N mit 5 # ¢ und d < b die
Abschitzung

= al> =]
d b
gilt.
Wir mochten diese Definition an einem Beispiel verdeutlichen:

Beispiel 2.3.2. Wir mochten alle besten Ndherungen erster Art zu a =
% finden. Fiir eine nattirliche Zahl N betrachten wir die Menge

BN::{%GQ;aez,beNundng}

aller Briiche mit Nenner < N und bestimmen diejenigen Briiche aus
By, welche minimalen Abstand zu a haben. Wegen 1 < a < 2 reicht
es die endliche Menge By N [1,2] zu betrachten.

Fir N=1hat2 € By N[1,2] = {{,2} minimalen Abstand zu a:

Beste Approx. 1. Art mit Nenner =1

! ad
1 a=17/10 2
Fiir N = 2 hat 3 € B, N [1,2] minimalen Abstand zu a:
Beste Approx. 1. Art mit Nenner =2
- P
1 0=17/10 2
3/2
Fiir N = 3 hat 3 € B3N [1,2] minimalen Abstand zu a:
Beste Approx. 1. Art mit Nenner < 3
d -
L 0=17/10 2
3/2
4/3 5/3
Fiir N = 7 hatl18] 12 ¢ Bz N [1,2] minimalen Abstand zu «: 81Th den Fillen N = 4, N = 5 und
7
e Ao 2 At ot et~ 7 N = 6 wird der minimale Abstand eben-
oo e =‘ o P falls bei % angenommen. Erst fiir N =7
1 17710 2 bekommen wir eine bessere Naherung.
=
3/2
4/3 5/3
5/4 714
6/5 /5 8/5 9/5
7/6 11/6
8/7 9/7 10/7 11/7 12/7 13/7
Fiir N = 10 hat{*9! 17 € B;; N [1,2] minimalen Abstand zu a: (9 In den Fallen N = 8 und N = 9 wird

der minimale Abstand ebenfalls bei %
angenommen. Erst fiir N = 10 bekom-
men wir eine bessere Naherung.
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Beste Approx. 1. Art mit Nenner = 10
&

* P

1 a=17/10 2
32
a3 513
s/4 74
6/5 75 8/5 9/5
7/6 11/6
817 017 10/7 1177 12/7 13/7
9/8 11/8 13/8 15/8
10/9 119 139 14/9 16/9  17/9
11/10 13/10 17/10 19/10

Wir konnen fiir N > 10 keine weiteren besten Ndherungen erster Art
mehr bekommen, da bereits & = %. Somit haben wir die vollstandige

Liste
3512 17

{ 7 E/ gl 7/ E}
aller besten Ndherungen erster Art zu &« = % bestimmt. Es fallt auf,
dass diese Liste abgesehen von A alle Naherungsbriiche
5 17

AO - l/Al :2/A2 == §/A3 = E

zu « enthalt.

Obiges Beispiel ldsst bereits vermuten, dass die Naherungsbriiche
Aj zu a fiir i > 1 beste Ndherungen erster Art zu « sind. Umgekehrt
sieht man, dass es beste Naherungen erster Art gibt, die keine Néahe-
rungsbriiche sind. Um die Naherungsbriiche unter den besten Nahe-
rungen erster Art zu charakterisieren benotigen wir eine Verscharfung
des Begriffs ,Nédherung erster Art”:

Definition 2.3.3. Zu einer gegebenen reellen Zahl a nennen wir eine
rationale Zahl § mit teilerfremden a € Z, b € IN eine beste Niherung
zweiter Art zu «, wenn fiir alle c € Z,d € N mit § # 7 und d < b die
Abschitzung

|da —c| > |ba — a|

gilt.
Bemerkung 2.3.4. Fiir d < b folgt aus
|da —c| > |ba — a|

bereits die Ungleichung

a

‘a—£’:f|d¢x—c\ > —|da — | >f|bzx—a|:’¢x—g .

d
Somit ist jede beste Naherung zweiter Art zu & auch eine beste Nahe-
rung erster Art zu a. Die Umkehrung gilt nicht, wie wir am folgenden
Beispiel sehen:
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Beispiel 2.3.5. Wir bestimmen zu a« = % alle besten Ndherungen zwei-
ter Art. Da wir bereits wissen, dass jede beste Naherung zweiter Art
auch eine beste Naherung erster Art ist, konnen wir uns in den folgen-
den Betrachtungen auf die in Beispiel 2.3.2 bestimmten besten Nahe-

351217
’2"3° 7710

beschrénken. Wir berechnen fiir jede beste Néherung erster Art ; die
Zahl |ba — a|.

rungen erster Art

Die Ndherungen zweiter Art sind nun genau diejenigen Ndherungen
erster Art fiir welche der Wert |ba — a| strikt kleiner ist als alle vorhe-
rigen Werte von |ba — a| in der obigen Tabelle. Somit sind

5 17
{2’ 5’ E}
alle Naherungen zweiter Art. Es fallt auf, dass dies genau die Menge
{A1, Ay, A3} ist. Wir werden gleich sehen, dass das kein Zufall ist.

Satz 2.3.6. Jede beste Nitherung zweiter Art zu o € R ist ein Niherungs-
bruch von a.

Beweis. [2°] st a rational, sagen wir « = 5 mit d > 0, und ist § mit

b € N eine beste Naherung zweiter Art fiir «, dann folgt b < d. Ins-
besondere stimmt die Aussage des Satzes, wenn a eine ganze Zahl ist.
Wir diirfen im Beweis also annehmen, dass « keine ganze Zahl ist.
Seinun § € Q\ {Ag, Ay,...} mita € Z und b € N. Unser Ziel
ist es zu zeigen, dass ; keine beste Naherung zweiter Art zu « sein
kann. Je nach relativer Lage von ; zu a, Ag und A; unterscheiden wir

vier Fille. In jedem der vier Fille werden wir sehen, dass es einen

p. |
clx !
Tall4 : )¢ ) L T L
TallZ Talld

Néherungsbruch gibt, der eine bessere Naherung zu « ist als 7.
Fall 1: Wir betrachten zunéchst den Fall { < Ag. In diesem Fall gilt

[2ol Djeser Beweis ist nicht wesentlich fiir
den weiteren Verlauf der Vorlesung. Der
Vollstandigkeit halber mochten wir nicht
auf ihn verzichten. Sie verpassen nicht
viel, wenn Sie diesen Beweis beim ers-
ten Lesen tiberspringen. OK, Sie ver-
passen ein paar wunderschone, handge-
malte Skizzen ;-).

Abbildung 2.1: Skizze
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3 < Ao = ag. In Anbetracht der Lage[21] der Punkte § < Ag = a9 <
erhalten wir die Ungleichung

a
‘“—E‘ > | — agl,

also insbesondere |bax —a| = bla — {| > |a — ag|. Mit der Wahl ¢ = a
und d = 1 gilt somit d < b und |ba — a| > |a — ag|. Dies zeigt, dass }
im Fall 1 keine beste Ndherung zweiter Art sein kann.

Fall 2: Als néchstes betrachten wir den Fall § € (Ao, &). Sei i der grofite
Index mit Ay < ¢, insbesondere gilt also § # Ap;. Somit kann der

Zdhler von
a _ pai _ 442 — bpoi
b g baai
nicht Null werden, und wir erhalten die Abschédtzung
‘Z_A‘_E_@> ! (2.12)
e S o '
Andererseits erhalten wir unter Verwendung von Lemma 2.2.4 (c) die
Ungleichungskettel2]
’E — Agi| < |Agip1— Az < S (2.13)
b q2iq2i+1

Kombinieren wir (2.12) und (2.13), so erhalten wir

G2i+1 < b.

Somit hat Aj; ;1 einen kleineren Nenner als % Wir mochten nun zei-
gen, dass Aj;,q die Zahl a besser approximiert als 7. Falls « rational
ist und & = Ajp;4q gilt, ist nichts zu zeigen. Wir diirfen also a # Apjyq

annehmen. Somit ist A; 1, ebenfalls definiert und wir erhalten(23]

a a 1
8 S | Agrag — f' > .
’DC b‘ > ’ 2i+2 bl — bqu+2

Indem wir mit b multiplizieren bekommen wir

|ba —a| > . (2.14)
92i+2
Andererseits folgt aus (2.6) die Ungleichung
|92i118 = paia| < (2.15)

Qi
Aus (2.14) und (2.15) folgt nun
|ba — a| > |qair1& — poita] -

Da wir bereits g5;11 < b gezeigt haben, ist § also auch in diesem Fall
keine beste Ndherung zweiter Art zu a.

[211 Skizze zu Fall 1:
-}
b ¢

2l Fiir die erste Ungleichung in (2.13)
beachte man Ay; < § < Ajjj1:

t o«
[} L

Die zweite Ungleichung folgt aus Lem-
ma 2.2.4 (¢).

2l Fiir die erste Ungleichung beachte
man § < Agiyp <

B

Die zweite Ungleichung gilt nach dem
gleichen Argument wie in (2.12).
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Fall 3:124] Nun betrachten wir den Fall 5 € (a, Aq). Sei i der grofite
Index mit Ay > 7. Zunéchst folgt aus der Tatsache, dass § # Aj;i_1

wiederum

a4 _ pai-1 1
b qi1| ~ baaia

Andererseits liefert Lemma 2.2.4 (c) in Anbetracht der nebenstehenden

a
it

(2.16)

Skizzel?5! die Ungleichungskette

1
02i2i—1

7 - (2.17)

A AZi—l‘ < |Ay — Apiq| £

Kombinieren wir (2.16) und (2.17), so erhalten wir b > gp;. Somit ist
der Nenner von Aj; kleiner als b. Wir mochten nun zeigen, dass Ay;
eine bessere Approximation fiir a als j ist. Falls Ay; = a, so ist nichts
zu zeigen. Wir diirfen also Ap; # a« annehmen. In diesem Fall ist A; 1
definiert und wir erhalten[°]

1
bgoit1

| > A 5|2

Indem wir mit b multiplizieren bekommen wir

|ba — a| > . (2.18)
92i+1
Aus (2.6) folgt die Ungleichung
1
|q2it — pai| < —. (2.19)
q2i+1

Die Ungleichungen (2.18) und (2.19) zusammen liefern
|ba — a| > |qpiec — poil -

Da wir bereits q5; < b gezeigt haben, ist § somit auch im Fall 3 keine
beste Naherung zweiter Art.

Fall 4:[27] Es verbleibt noch der Fall % > A1. Wegen o« < Ay < %
erhalten wirl28!
a a p1 a 1
— | > A _*‘: - — T >71
“" b‘—’ L B P
also 1
|ba —a] > —. (2.20)
1
Andererseits folgt aus (2.6) die Ungleichung
1
lo — Ag| = |q0& — po| < —. (2.21)

n
Aus (2.20) und (2.21) folgt

a
_A <’ —f’.
lo — Aol < |a b

1241 Der Beweis im Fall 3 geht analog zu
Fall 2.

251 Die erste Ungleichung in (2.17) folgt
aus Ap; < § < Agiy1:

a
X b
-

ol Fiir die erste Ungleichung beachte
man & < Agiyq <

[ ¥

an U°

Die zweite Ungleichung folgt analog zu
(2.12).

1271 Der Beweis von Fall 4 verlduft analog
zu Fall 1.
1281 Skizze zu Fall 4: e < Ay < §:

o< t

—
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Wegen 1 < b erhalten wir auch im letzten der vier Fille, dass % keine
beste Ndherung zweiter Art zu a ist.

Wir haben somit gezeigt, dass § € Q \ {Ag, Ay,...} nie eine beste
Néaherung zweiter Art sein kann. Somit ist jede beste Naherung zwei-
ter Art ein Naherungsbruch. O

Satz 2.3.6 ist aus folgendem Grund interessant. Er erlaubt es uns
alle Aussagen, die wir bereits iiber Ndherungsbriiche gezeigt haben,
auf beste Naherungen zweiter Art zu iibertragen. Des Weiteren gibt
er uns ein hinreichendes Kriterium dafiir, ob ein gegebener Bruch %
ein Ndherungsbruch zu einer reellen Zahl « ist, ohne dass wir alle Na-
herungsbriiche von & berechnen miissen. Interessanterweise gilt sogar
die Umkehrung des Satzes 2.3.6:

Satz 2.3.7. Fiir i > 1 ist jeder Niherungsbruch A; einer Zahl « eine beste
Niiherung zweiter Art fiir a.[29]

Beweis. Seii > 1 und A; der i-te Ndherungsbruch zu a. Wir mochten
zeigen, dass der Naherungsbruch A; eine beste Ndherung zweiter Art
zu « ist. Falls A; = &, so ist die Behauptung klar. Somit diirfen wir im
folgenden a # A; annehmen[3°]. Zunichst betrachten wir fiir (a,b) €
Z x{1,2,...,q;} den Ausdruck |ba — a| und wihlen ein Paar (a,b) €
Z x{1,2,...,q;} derart, dass

|ba — a|

minimal wird. Falls es mehrere solche Paare gibt, wéahlen wir eines mit
minimalem b. Aus der Definition von a und b folgt, dass der Bruch %
eine beste Naherung zweiter Art ist: Angenommen es gébe ein Paar
(c,d) mit § # 7,d < bund |da — c| < [ba — al. Falls |[da — c| < |ba —a|
so wiirde dies der Minimalitdt von |ba — a| widersprechen. Der Fall
d < bund |da — c| = |ba — a| wiirde ebenfalls der Minimalitit unserer
Wahl widersprechen. Gilt hingegen d = b und |da — ¢| = |ba —a|, so ist
notwendigerweise |[ba — a| = 1. In diesem Fall erhielten wir allerdings
nach Satz 2.2.5 unter Verwendung von ¢; > i die Ungleichung

lgie — pi| < <

N~

gi+1
Falls g;11 > 2, so gilt also |gq& — p;| < |ba — a| im Widerspruch zur
Minimalitdt von (a,b). Es verbleibt der Fall q;;1 =2.Dag;41 > i+1,
erhielten wir i = 1. Aus 2 = qo > q; > 1 wiirde g; = 1 folgen. Somit
wiare b = 1 und wir erhielten « = a + % Fir Zahlen dieser Art sieht

man allerdings leicht die Formel Ay = ag + % = 2“02+1, welche g1 = 2

zeigt. Wir erhielten also einen Widerspruch zu g; = 1. Somit ist also
gezeigt, dass ; eine beste Naherung zweiter Art ist.

Nach Satz 2.3.6 gilt § = A; fiir ein j < i. Es bleibt noch zu zeigen,
dass j = i gilt. Angenommen es wére j < i dann erhielten wir unter

1291 Auf die Vorraussetzung i > 1 kén-
nen wir nicht verzichten: Zu & = 17 ist
Ap = 1 keine beste Ndherung zweiter
Art, da |0 — 2] < |a — Apl|. Als kleine
Ubung konnen Sie sich gerne iiberlegen
an welcher Stelle der Beweis schiefgeht.

i3 Insbesondere werden wir im folgen-
den verwenden, dass A;; existiert.
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Verwendung von (2.6), unserer Minimalitdtsannahme und nochmals
(2.6) die Ungleichungskette

1
— < gila—Aj| = |gja —pj| < |qiax —pi| < —.

Giv1 T4 4| il = laje = pj| < lgix = pil P
Aufgrund der Monotonie der Folge (q;)i>1 gilt g; < ¢;-1 und g;41 < g,
und wir wiirden aus der obigen Ungleichung

Ji+1 < gj+1 T 4; < qi +qi—1

erhalten. Andererseits liefert die Rekursionsgleichung g;11 = g;a; +
gi—1 aber die Ungleichung

giv1 =44 +9i-1 =2 9i +qi1

und damit einen Widerspruch. Somit gilt # = A; und A; ist eine beste
Néherung zweiter Art. O

Die Satze 2.3.6 und 2.3.7 zeigen, dass die Ndherungsbriiche im We-
sentlichen die besten Niherungen zweiter Artl31 sind. Dies riickt die
Néherungsbriiche in ein ganz anderes Licht. Sie sind nicht nur ein
Hilfskonstrukt, welches in der Theorie der Kettenbriiche auftritt, son-
dern spielen eine ausgezeichnete Rolle in der Theorie der rationalen
Approximation; schlieSlich sind sie ,beste Naherungen” in obigem
Sinn. Umgekehrt helfen uns Kettenbriiche die rationalen Approxima-
tionen einer reellen Zahl besser zu verstehen; schliefillich gelten alle
bereits gezeigten Eigenschaften der Naherungsbriiche, wie der Dirich-
letsche Approximationssatz, nun auch fiir beste Ndherungen zweiter
Art.

Anwendung: Schaltjahrel3?)

Als Anwendung der besten Ndherung zweiter Art mochten wir die
Schaltjahrregeln des gregorianischen Kalenders erkldren: Das tropische
Jahr hat ca. 365,2422 Tage. Wir mochten diese Zahl moglichst gut durch
rationale Zahlen approximieren. Zunéchst berechnen wir die Ketten-
bruchentwicklung und erhalten

365,2422... = [365;4,7,1,3,4,...].

Die ersten Naherungsbriiche sind

1 7

Ag = 365, Ay =365+, Ay =365+ o,
8 31 132

Az =365+ =2, Ay =365+ o, As =365+ .

Die Kettenbruchentwicklung legt folgende Regeln fiir Schalttage nahe:

51 Aufmerksame Leser*innen mdgen
sich nun fragen, ob man auch die besten
Néherungen erster Art explizit beschrei-
ben kann. Tatsichlich lassen sich beste
Néherungen erster Art durch Nebennii-
herungsbriiche charakterisieren. Da die
Néherungen erster Art allerdings eine
schwiéchere Approximationseigenschaft
besitzen, als die besten Naherungen
zweiter Art, sind erstere fiir unsere
Zwecke weniger interessant.

1321 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-
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Das Jahr hat 365 Tage und keine Schaltjahre. Dieses Kalendersystem
wurde im Alten Agypten verwendet und geht mindestens zuriick
ins 3. Jahrtausend vor Christus. Bereits den Alten Agyptern war be-
kannt, dass dieses Kalendersystem zu einer Verschiebung der Jah-
reszeiten fiihrt.

Das Jahr hat 365 Tage und alle 4 Jahre ein Schaltjahr. Julius César fiihrte
diesen Julianischen Kalender im Jahre 45 v. Chr. ein. Die durchschnitt-
liche Jahresldnge ist ca. 11 Minuten lédnger als das tropische Jahr.

Das Jahr hat 365 Tage und in 29 Jahren 7 Schaltjahre. Diese Regel er-
scheint eher unpraktikabel.

Das Jahr hat 365 Tage und in 33 Jahren gibt es 8 Schaltjahre. Auf den ers-
ten Blick erscheint dies auch nicht besonders praktikabel. Beachtet
man allerdings

s _# 2u_1 1
33997100 4 100’
so ergibt sich die Regel: Alle 4 Jahre gibt es 1 Schaltjahr. Alle 100 Jahre

entfiillt ein Schaltjahr. Berechnet man den Fehler zum Naherungs-

bruch
1 1) 8 _ 2
4 100 33 8257

so stellt man fest, dass dieser relativ nahe bei ﬁ liegt. Dies fiihrt
auf die Regel: Das Jahr hat 365 Tnge. Alle 4 Jahre gibt es ein Schaltjahr.
Das Schaltjahr entfillt alle 100 Jahre, es sei denn die Jahreszahl ist durch
400 teilbar. Das ist genau der Gregorianische Kalender.

A~ liefo'h
s Nabwe hat 104401101
([ Mensdren sind o '1‘” . l‘-
\ 5000 Kow a7 \‘ A‘h 4” ')Jmtcm W%z

Alle 10000000 "Ynre
entfill ein Schalitaq .

Ausblick und offene Fragen

Die besten Nadherungen zweiter Art lassen sich auf folgende Art und

Weise veranschaulichen. Eine natiirliche Zahl g tritt als Nenner einer

besten Ndherung zweiter Art auf, wenn es kein d < g gibt, sodass da

néher an einer ganzen Zahl liegt als q&. Dies motiviert die Definition

||x]| := min |x — z|
zeZ

Abbildung 2.2: Der Roboianische Kalen-
der: Einfacher zu merken und viel bes-
ser!
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fir den Abstand einer reellen Zahl x zur nidchsten ganzen Zahl. Wir
haben in dieser Vorlesung gesehen, dass alle Naherungsbriiche A; mit

i > 1 einer gegebenen Zahl a stets beste Naherungen zweiter Art fiir
_n

i
Der Dirichletsche Approximationssatz gibt eine qualitative Abschit-

« sind. Fiir Ndherungsbriiche A; ist somit ||g;a|| besonders klein.

zung
1
gl < |gie — pil = gila — Aj| < o (2.22)
1

Mit dieser Vorbemerkung haben wir fast schon die folgende Proposi-
tion bewiesen:

Proposition 2.3.8. Fiir jede reelle Zahl a gilt
.. ) 2 _
lim infg - [|ga[[* = 0.

Beweis. Falls a = , so ist die Aussage trivial; schliefSlich ist [|ga|| = 0
fur jedes Vielfache g von b. Falls « hingegen irrational ist, ist die Folge
(gi)i>1 unendlich. Fiir g; gilt nach dem Dirichletschen Approximati-
onssatz die Abschédtzung (2.22) und somit

1
qillgin]|* < Py — 0 fiir i — oo,
i

da die Folge g; > i nach Lemma 2.2.4 (a) gilt. O

Es liegt nun die Frage nahe, ob wir in der obigen Aussage einen
der beiden Terme ||qa| in ||qa||*> = ||q&| - ||ga|| durch ||gB| mit einer
beliebigen reellen Zahl f ersetzen kénnen. Uberraschenderweise stellt
sich diese Frage als ein sehr tiefliegendes Problem heraus:

Vermutung (Littlewood-Conjecture). Fiir o, f € R gilt
liminfq]ga||98]| = 0.

Im Fall « = § folgt diese Vermutung aus der Theorie der Kettenbrii-
che, siehe Proposition 2.3.8. Sobald eine der Zahlen a oder § rational
ist, gilt die Vermutung trivialerweise. Der allgemeine Fall ist allerdings
bis heute offen.

Der Satz von Liouville

In diesem Abschnitt mochten wir zeigen, dass reelle Zahlen, die sich
sehr gut rational approximieren lassen, irrational oder gar transzen-
dent sind.



EINFUHRUNG IN DIE TRANSZENDENTE ZAHLENTHEORIE 35

Approximation (ir)rationaler Zahlen!33!

1331 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-
Wir hatten bereits im letzten Abschnitt gesehen, dass die Naherungs-

briiche einer gegebenen Zahl « diese bestmoglich approximieren. Wenn
die Zahl « irrational ist, so gibt es unendlich viele verschiedene Nahe-
rungsbriiche. Zusammen mit dem Dirichletschen Approximationssatz
erhalten wir:

Proposition 2.4.1. Falls « € R irrational ist, so besitzt die Ungleichung

0<

p 1
a—‘ =< q1+e

fiir jedes € € (0,1) unendlich viele Losungen g €Q.

Beweis. Nach dem Dirichletschen Approximationssatz gibt uns jeder

Naherungsbruch A, = % eine Losung der Ungleichung
(R L .
qn dn qn

O

Tatsachlich gilt sogar die Umkehrung dieser Aussage im folgenden
Sinne:

Proposition 2.4.2. Falls a eine rationale Zahl ist, so besitzt die Ungleichung

0<

p 1
o — ‘ < e (2.23)
fiir jedes € > 0 hdchstens endlich viele Losungen % €QmitpeZ,qcN.

Beweis. Wir zeigen zunédchst die folgende

Behauptung: Zu w gibt es eine positive Konstantel34l ¢ = c(a), sodass fiir alle B4 Die Notation ¢ = c(«) bedeutet, dass
rationalen Zahlen £ # o mit ggT =1 und IN die Ungleichun die Konstante ¢ nur von « abhangt. Ins-
q a 33 (P ! q) 1€ 8 8 besondere hingt die Konstante nicht von
c (IX) % ab.
n — p’ 2 7
q q

erfiillt ist.

Beweis der Behauptung: Sei a = f mit teilerfremden a € Z und b € IN.

Wir setzen c(a) := % Dann gilt

a_P‘ _ laq —pb|

q bq

Die linke Seite ist wegen § # % von Null verschieden. Somit ist auch

lag — pb| eine von Null verschiedene ganze Zahl!35], also gilt |ag — b3l Beinahe jeder Satz der transzenden-
pr > 1. Wir erhalten ten Zahlentheorie verwendet an irgend-

einer Stelle, dass eine von Null verschie-
dene ganze Zahl Absolutbetrag > 1 hat.
w J—

P‘: laq —pbl 1 _ ew)

q bg bg g
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Dies zeigt die Behauptung.

Wir leiten nun die Aussage der Proposition aus der Behauptung
ab. Zu € > 0 definieren wir N := c(uc)_%. Fir % mit ¢ > N gilt in
Anbetracht der obigen Behauptung

p‘>c(rx)_ 1 1

"TalT g TN e

Somit kann es keine Losung der Ungleichung (2.23) mit g > N geben.
Andererseits gilt fiir jede Losung % von (2.23) mit 1 < g < N bereits

Da es in jeder Umgebung von «a aber nur endlich viele Briiche mit
beschranktem Nenner geben kann, folgt die Aussage der Proposition.
O

Eine Losung g der Ungleichung

1

0< q1+e

ucp‘g
q

zu einer gegebenen Zahl « liefert stets einen Bruch, der «, gemessen an
der Grofie des Nenners g von %, gut approximiert3®l. Die beiden obi-
gen Propositionen zeigen also, dass sich rationale und irrationale Zah-
len in ihrer Approximierbarkeit durch rationale Zahlen grundlegend
unterscheiden. Wahrend es fiir irrationale Zahlen also stets unendlich
viele Briiche gibt, die die Zahl & in diesem Sinne ,,gut” approximieren,
gibt es fiir rationale Zahlen nur endlich viele solche ,guten” Approxi-
mationen.

Wir erinnern daran, dass eine Zahl a € C algebraisch genannt wird,
falls es ein von Null verschiedenes Polynom 0 # P € Q[X] gibt mit
P(«) = 0. Im Folgenden mochten wir Proposition 2.4.2 von rationalen
Zahlen auf beliebige algebraische Zahlen verallgemeinern. Angenom-
men wir haben eine reelle algebraische Zahl «, die sogar Nullstelle
eines ganzzahligen Polynoms

P=a,X"+a, 1 X" ' +.. +ay € Z[X]

ist. Da « eine Nullstelle von P ist, konnen wir den Linearfaktor X — «
abspalten371:
P=(X—-a)-Q mitQ € R[X].

Sei % # w ein Bruch mit ¢ € IN und P(s) # 0. Es folgt Q(g) # 0 und
wir erhalten

13 Tatséchlich werden wir in den Ubun-
gen sehen, dass fiir € > 1 eine Losung g
unter einer kleinen Zusatzbedingung an
q bereits ein Naherungsbruch ist.

1571 Das sieht man zum Beispiel durch Po-
lynomdivision im Ring R[X].



EINFUHRUNG IN DIE TRANSZENDENTE ZAHLENTHEORIE 37

Wegen P(%) # 0 und der Gleichung

7"P(5) = anp" + ap_1p" tq+ ... +ayg" € Z

= =

ist q"P(g) eine von Null verschiedene ganze Zahl38] und wir erhalten
|P(£)| > L. Dies zeigt

q q
p ’ 1
S| > —. (2.24)
‘ q 9"1Q(5)]
Wir werden spater sehen, dass wir @(17)‘ explizit durch eine nur von
q

« abhingige Konstante ¢(«) abschétzen kénnen. Dies wird es uns er-
moglichen, ein Analogon von Proposition 2.4.2 fiir algebraische Zahlen
zu beweisen. Motiviert durch diese Rechnung werden wir uns nun der
Aufgabe zuwenden zu einer gegebenen algebraischen Zahl « ein ganz-
zahliges Polynom von moglichst kleinem Grad zu finden, welches « als
Nullstelle hat.

Das ganzzahlige Minimalpolynom

Im folgenden Unterabschnitt fithren wir das ganzzahlige Minimalpo-
lynom einer algebraischen Zahl ein. Ahnlich zum Minimalpolynom
eines linearen Endomorphismus kénnen wir das Minimalpolynom ei-
ner algebraischen Zahl definieren.

Lemma 2.4.3. Zu einer algebraischen Zahl o € C gibt es genau ein normier-
tesl391 Polynom P € Q[X] kleinsten Grades mit P(a) = 0. Dieses Polynom
wird Minimalpolynom von « tiber Q genannt und mit MinPolg(«) be-
zeichnet. Der Grad von w ist der Grad des Minimalpolynoms.

Beweis. Da « algebraisch ist, gibt es ein Polynom 4,X" +--- 4+4a9 €
Q[X] mit a, # 0, welches a als Nullstelle hat. Indem wir durch a,
teilen erhalten wir insbesondere ein normiertes Polynom mit « als
Nullstelle. Somit ist die Menge der normierten Polynome mit ratio-
nalen Koeffizienten, welche « als Nullstelle haben, nicht leer. Es gibt
also normierte Polynome kleinsten Grades mit dieser Eigenschaft. Dies
zeigt die Existenz.

Nun zur Eindeutigkeit: Seien P; und P, zwei normierte Polynome
kleinsten Grades mit P;(«) = P,(a) = 0, so erhalten wir durch Poly-
nomdivision zwei Polynome Q, R € Q[X] mit

P; = QP, + R und deg(R) < deg(P,).

Da P; und P, vom selben Grad sind, folgt deg(Q) = 0 also Q € Q.
Da aufierdem P; und P, normiert sind, liefert der Vergleich der Leit-
koeffizienten Q = 1. Setzen wir « in die obige Gleichung ein, so sehen

81 schon wieder...

B9 Ein Polynom P = a,X" +--- + ag
heiflt normiert, wenn fiir den Leitkoeffi-
zienten a, die Gleichung a, = 1 gilt.
Die Normierung macht das Minimalpo-
lynom eindeutig und schliefit gleichzei-
tig das Nullpolynom aus.
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wir
0=Pi(a) = Q(a) P(a) +R(x) = R(a).
——
=0
Wire R # 0 so konnten wir R normieren und erhielten ein Polynom
kleineren Grades mit Nullstelle &, was im Widerspruch zur Minimali-
tdt von P; und P, stiinde. Es gilt also R = 0 und daher P; = P,. Dies

zeigt die Eindeutigkeit. O

Indem wir das Minimalpolynom mit einer geeigneten natiirlichen
Zahl multiplizieren erhalten wir das ganzzahlige Minimalpolynom:

Definition 2.4.4. Sei « € C eine algebraische Zahl mit Minimalpoly-
nom MinPolg(«). Sei

d := min {n € N : n-MinPolg(«x) € Z[X]}

der Hauptnenner der Koeffizienten des Minimalpolynoms. Dann heifst
das Polynom
MinPolz(«) := d - MinPolg («)

das ganzzahlige Minimalpolynom von a.

Beispiel 2.4.5. Wir betrachten die Zahl & = % € C. Es gilt

() -

Somit ist a, als Nullstelle des Polynoms P = X2 + }1, algebraisch. Tat-
sédchlich ist P auch das Minimalpolynom von a tiber Q: Ein von Null
verschiedenes Polynom vom Grad 0 hat keine Nullstellen und ein Po-
lynom vom Grad 1 tiber Q hat genau eine Nullstelle und diese liegt
in Q. Wegen a« ¢ Q kann « also nicht die Nullstelle eines Polynoms
ungleich Null vom Grad < 1 sein. Somit gilt MinPolg(a) = X2 + 1.
Der Hauptnenner der Koeffizienten von MinPolg(«) ist 4. Somit ist
das ganzzahlige Minimalpolynom von a gegeben durch

MinPolyz (x) = 4X? + 1.

Der Satz von Liouville

Wie bereits oben angedeutet konnen wir nun Proposition 2.4.2 auf al-
gebraische Zahlen hoheren Grades verallgemeinern:

Satz 2.4.6 (Liouville). Fiir jedes € > 0 und jede reelle algebraische Zahl «
vom Grad n hat die Ungleichung

1

0< K_Z‘Sq”"’e (2.25)

hochstens endlich viele Losungen % € Qmitg € N.
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Beweis. Wir zeigen zunichst die folgendel4°]
Behauptung: Zu « gibt es eine positive Konstante ¢ = c(«), sodass fiir alle
rationalen Zahlen % # o mit g¢T(p,q) = 1 und q € N die Ungleichung

p

lx_‘

q

> c(a)
q}’l

erfiillt ist.

Beweis der Behauptung:

Sei s # a mit ggT(p,q) = 1, ¢ € IN. Zunichst bemerken wir, dass
das Minimalpolynom von a iiber Q keine Nullstelle in g haben kann.
Andernfalls kénnten wir durch X — g teilen und erhielten ein Poly-
nom echt kleineren Grades mit Nullstelle a. Da sich das ganzzahlige
Minimalpolynom

P := MinPolz(a) = a, X" +a, 1 X" ' +--- 4+ a9 € Z[X].

von MinPolg (#) nur um einen ganzzahligen Faktor unterscheidet, folgt
ebenfalls

|4
P(q)#O.

Wir haben in der Einleitung zu diesem Kapitel in (2.24) bereits die
Abschitzung

P _ >71 .26
e 710(0)] (220

gezeigt, wobei das Polynom Q € R[X] durch P = (X — a)Q definiert

ist. Wir mochten nun den Term —L,— durch eine nur von & abhin-

1Q(5)
gige Konstante abschédtzen. Wir erinnern fiir i > 1 zundchst an die
Formell41]

(Z - oc) (w‘l a2 paBy s (2)"1) ~ By

Unter Verwendung dieser Formel und P(«) = 0 erhalten wir

oy~ P _ P -P@) T (2 =)
q g g 5

—u E—u
q

= .Zai (ocl_l +zx1_26 +-F (q)1_1> . (2.27)

Wir nehmen nun zunéchst an, dass 0 < |a — %| < 1 erfullt ist. Die
Annahme liefert zusammen mit der Dreiecksungleichung die obere
Schranke |§| < 1+ |a| fiir den Betrag von g Aus (2.27) folgern wir

4l Man beachte die Analogie zum Be-
weis von Proposition 2.4.2.

411 Dije Hornersche Regel
(=) YT =2y

sollte aus der Analysis bekannt sein.
Man zeigt diese Gleichung leicht durch
Ausmultiplizieren.
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unter nochmaliger Verwendung der Dreiecksungleichung

CHE S

i—1 i—1—j

n
<3 l|2|«x|f
i=1

i—1

<Yl Y lal (14 Jal) . (2.28)

i=1 j=0

Wir bemerken, dass die positive Zahl

n i—1 ) ) )
= (Z o ) ol (1+ IIXI)”’>
i=1 j=0

nur von & und nicht von g abhangt42l. Somit folgt aus (2.26) und

-1

(2.28),im Fall 0 < |a — §| < 1, die gewiinschte Abschitzung

/!
PRI (54)
q q
Falls hingegen |a — g] > 1 gilt, so kénnen wir c(a) = 1 wéhlen und
erhalten
o — p‘ >1> ln
q q

Indem wir also
c(a) = min(1,c ()
setzen erhalten wir die Aussage der Behauptung.

Wir leiten nun die Aussage des Satzes aus der Behauptung ab. Wir
setzen N := c(a)” ‘. Fur £ mit g > N gilt in Anbetracht der obigen
Behauptung
Pl c@) 1 S 1
ql = g q"Ne T gt
Somit kann es keine Losung der Ungleichung (2.25) mit g > N geben.

o —

Andererseits gilt fiir jede Losung s mit 1 < g < N bereits

Da es in jeder Umgebung um « aber nur endlich viele Briiche mit
beschranktem Nenner geben kann, folgt die Aussage des Satzes. [

Wir halten noch die etwas prizisere Aussage fest, die wir im obigen
Beweis gezeigt haben:

Korollar 2.4.7. Zu jeder reellen algebraischen Zahl x vom Grad n gibt es
eine positive Konstantel43l ¢ = c(a), sodass fiir alle rationalen Zahlen g #u
mit ggT(p,q) = 1 und q € N die Ungleichung

gilt.

42l Das Polynom P ist das ganzzahlige
Minimalpolynom von «. Somit sind han-
gen auch die Koeffizienten ay, . .., a, nur
von « ab.

43l Man beachte, dass die Konstante ¢(«)
im Beweis des Satzes von Liouville zu
gegebenem « effektiv berechenbar ist.
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Liouville-Zahlen[44]

Der Satz von Liouville besagt also, dass eine reelle Zahl, die sich ,be-
sonders gut” durch rationale Zahlen approximieren ldsst, nicht alge-
braisch sein kann. Diese Eigenschaft konnen wir nutzen um erstmals
in dieser Vorlesung die Transzendenz konkreter reeller Zahlen zu zei-
gen:

Definition 2.4.8. Eine reelle Zahl a heifSt Liouville-Zahl, falls die Un-
gleichung

0< <

1
q"
fiir jede natiirliche Zahl m € IN unendlich viele Losungen 5 € Q
besitzt.

aig
q

Ein unmittelbares Korollar aus dem Satz von Liouville ist die Tran-
szendenz aller Liouville-Zahlen:

Korollar 2.4.9. Jede Liouville-Zahl ist transzendent.

Beweis. Nach dem Satz von Liouville kann eine Zahl « fiir welche die

Ungleichung
1

vt <
q

0< — qm+1

unendlich viele Losungen besitzt nicht algebraisch vom Grad m sein.
Da m in der Definition alle natiirlichen Zahlen durchlduft, kann eine
Liouville-Zahl nicht algebraisch sein. Somit ist sie transzendent. ~ [J

Der Satz von Liouville war ein Durchbruch in der Geschichte der
transzendenten Zahlentheorie. Tatsachlich waren Liouville-Zahlen die
ersten Zahlen, deren Transzendenz nachgewiesen werden konnte.

Beispiel 2.4.10. Die Zahl

[ee]
n = 2 10" = 0,1100010000000000000000010.. . .
i=1
ist eine Liouville-Zahl und somit transzendent: Wir miissen zeigen,
dass fiir jedes m die Ungleichung

‘06_ m

unendlich viele Losungen g besitzt. In der Tat erhalten wir fiir jedes
n > m eine derartige Losung indem wir

n .
g:=10"und p =) 10"
i=1

setzen, denn

2

< 10(n+1)!

1
<<

=Ly = »
q q q

n .
x— Z 107"
i=1

441 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-
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Ausblick und offene Fragen

In diesem Abschnitt haben wir uns mit der Frage beschéftigt fiir wel-
che Parameter y € R>( die Ungleichung

r

P
O<la— | <
| ‘1| q*

zu einer gegebenen Zahl « endlich viele oder unendlich viele Losun-
gen g € Q besitzt. Besitzt diese Ungleichung fiir ein 39 € R hochstens
endlich viele Losungen, so ist klar dass die Ungleichung auch fiir alle
u > po hochstens endlich viele Losungen besitzt. Andererseits besitzt
die Ungleichung fiir y = 0 trivialerweise unendlich viele Losungen.
Es ist nun eine natiirliche Frage, an welcher Stelle die Anzahl der
Losungen von unendlich auf endlich springt. Der Wert der Sprung-
stellel45] ju () wird auch Irrationalititsmafi von a genannt. Falls diese
Ungleichung fiir jedes # € R unendlich viele Losungen besitzt setzen
wir p(a) = oo. Der Fall p(a) = oo tritt genau dann ein, wenn « eine
Liouville-Zahl ist. In den Ubungen werden wir sehen, dass es tiber-
abzihlbar viele Liouville-Zahlen gibt, dass diese dicht in den reellen
Zahlen liegen und sich jede reelle Zahl als Summe zweier Liouville-
Zahlen schreiben ldsst.

Der Satz von Liouville besagt, dass fiir eine algebraische Zahl &
vom Grad n stets die Abschidtzung u(a) < n gilt. Die Frage, ob man
diese Schranke fiir algebraische Zahlen vom Grad n weiter verbessern
kann hat eine lange Geschichte: Die erste Verbesserung des Liouville-
schen Satzes geht auf Thue zuriick. Er bewies, dass u(a) < in+1 gilt.
Siegel konnte diese Schranke weiter auf u(a) < 2,/n — 1 verbessern.
Der eigentliche Durchbruch gelang Roth im Jahre 1955. Er konnte un-
abhingig vom Grad n > 2 die Gleichung u(a) = 2 zeigen. Genauer
zeigte er:

Satz (Roth, 1955). Ist a eine algebraische reelle Zahl, so hat die Ungleichung

B|§ 1

0< ‘“_ q2+e’

-

fiir jedes € > 0 hochstens endlich viele Losungen s €Q.

Dieses tiefliegende Resultat ist beachtlich und die Verbesserung zu
Liouvilles Satz ist immens. Tatsdchlich ist dieses Resultat so stark wie
nur moglich, da wir ja bereits wissen, dass fiir € = 0 die obige Unglei-
chung fiir irrationale algebraische Zahlen unendlich viele Losungen
besitzt. Die Bedeutung dieses Satzes fiir die transzendente Zahlentheo-
rie wird auch dadurch ersichtlich, dass Roth fiir den Beweis dieses Sat-
zes im Jahre 1958 die Fields-Medaille, die hochste Auszeichnung der
Mathematik, erhielt.

1451 Abbildung zum Irrationalitdtsmaf:

unendlich

viele L6sungen

endlich

viele Losungen

G

o)

?
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Doch selbst wenn der Satz von Roth die Frage nach der Approxi-
mierbarkeit reeller algebraischer Zahlen auf den ersten Blick abschlie-
end beantwortet, gibt es interessante Verallgemeinerungen (z.B. der
Schmidtsche Teilraumsatz) und Anschlussfragen. Wir konnen nun die
Resultate dieses Abschnitts wie folgt zusammenfassen:

1 falls « € Q, (siehe Proposition 2.4.2)
2 falls « € Q \ Q, (siehe Satz von Roth)
> 2 falls a transzendent ist (siehe Proposition 2.4.1),

1) falls a eine Liouville-Zahl ist (siehe Definition 2.4.8).

In der Ubung werden wir sehen, dass das Irrationalititsmaf3 fiir
transzendente Zahlen jeden beliebigen Wert zwischen 2 und co anneh-
men kann. Des Weiteren werden wir einen Zusammenhang zwischen
dem Irrationalitdtsmafs und der Kettenbruchentwicklung einer reellen
Zahl herstellen. Diese Formel wird es uns erlauben, das Irrationalitdts-
mafs der Eulerschen Zahl e und der Cahen-Konstante C zu berechnen.

Dennoch ist es im Allgemeinen kein einfaches Problem das Irratio-
nalitidtsmaf3 einer transzendenten Zahl a explizit zu bestimmen. Man
vermutet zum Beispiel, dass u(7) = 2, aber die stirkste Aussage in
diese Richtung ist die Abschéitzung p(7r) < 7.10320533, die im Jahre
2019 von Zeilberger und Zudilin gezeigt wurde.






Bl [7onszendenz ausgewihlter mathema-
tischer Konstanten

Im zweiten Teil der Vorlesung mochten wir die Transzendenz einiger
wichtiger mathematischer Konstanten zeigen. Wir behandeln die Sétze
von Hermite (Transzendenz von ¢), Lindemann (Transzendenz von )
und den Satz von Lindemann-Weierstrafs. Als Anwendung der Tran-
szendenz von 7t diskutieren wir die Unmoglichkeit der Quadratur des
Kreises.

Der Satz von Hermite

Ziel der heutigen Vorlesung ist es die Transzendenz von e zu bewei-
sen. Der erste Beweis dieser Aussage gelang Hermite im Jahre 1873.
Der Satz von Hermite war einer der Meilensteine der transzendenten
Zahlentheorie. Nicht nur, da er die Transzendenz einer der wichtigs-
ten Konstanten der Mathematik zeigt, sondern auch da der Beweis die
Grundlage fiir viele weitere Transzendenzaussagen wie die Sdtze von
Lindemann oder Lindemann-Weierstrass bildet.

Polynome und Ableitungen[l]

1 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Video:
In den Transzendenzbeweisen fiir die Zahlen ¢ und 7© werden Ab-

leitungen von Polynomen eine entscheidende Rolle spielen. Fiir ein
Polynom

Q= f Xk e C[X]
k=0

definieren wir die formale Ableitung Q" € C[X] wie folgt:
n
Q/ = Z k- lflkail.
k=1
Beispiel 3.1.1. Das Polynom X® +2X? 4 X — 4 € C[X] hat die formale

Ableitung
3X% +4X +1.
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Wir bemerken, dass fiir Q € C[X] mit degQ > 1 stets degQ’ =
deg Q — 1 gilt. Der Grad eines komplexen Polynoms verringert sich
also beim formalen Ableiten um Eins.

Wir mochten nun den Begriff der formalen Ableitung mit der Ab-
leitung der assoziierten Polynomfunktion!?!

n
C—C zmQz):=Y g
k=0

in Verbindung bringen. Den Begriff der komplexen Differenzierbarkeit
einer komplexen Funktion definiert man analog zur Differenzierbar-
keit reeller Funktionen wie folgt: Eine komplexe Funktion f: C — C
heifst komplex differenzierbar in zg € C, wenn der Grenzwert (mit h € C)

lim Lo +1) = f(z0)

h—0 h

existiert. f heifst komplex differenzierbar, falls f an jeder Stelle komplex
differenzierbar ist. Fiir eine komplex differenzierbare Funktion f nen-
nen wir die Funktion f': C — C, definiert durch

f/(z> -— lim f(Z+h) —f(Z)

h—0 h !

die Ableitung von f. Die Ableitungsregeln im Komplexen sind die sel-
ben, wie im Reellen. Es ist nun nicht schwer zu sehen, dass Polynom-
funktionen komplex differenzierbar sind, und dass die Polynomfunk-
tion zur formalen Ableitung eines Polynoms Q genau die Ableitung
der Polynomfunktion zu Q ist, d.h.

(z— Q(z)) = (z — Q'(2)).

——— —_————

Komplexe Ableitung der Polynomfunktion  Polynomfuktion zur formalen Ableitung Q' € C[X]

Dies erklirt auch, wieso wir das Polynom Q' ,formale Ableitung” von
Q nennen. Da wir nun wissen, dass die formale Ableitung mit der
komplexen Ableitung iibereinstimmt, werden wir im folgenden das
Wort , formale” weglassen. Wir bezeichnen mit Q(j) die j-te Ableitung
von Q, dh. Q0 := Q und induktiv QU+ := (QUY.

Das folgende Lemma zur Teilbarkeit der Koeffizienten der Ableitun-
gen eines ganzzahligen Polynoms wird in den folgenden Vorlesungen
immer wieder eine Rolle spielen.

Lemma 3.1.2. Fiir Q € Z[X] und j € N sind alle Koeffizienten des Po-
lynoms QU) durch j! teilbar. Insbesondere ist die Auswertung QU) (k) des
Polynoms QU) an einer ganzen Zahl k durch j! teilbar, d.h.

QW (k) € jiz.

BIFirz € Cund Q = ¥}_o X € C[X]
nennt man Q(z) := Y, a,zF auch die
Auswertung, oder Evaluation von Q bei
zeC.
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Beweis. Falls j groBer als der Grad m des Polynoms Q ist, so ist nichts
zu zeigen, da wir in diesem Fall QU) = 0 haben. Wir kénnen also j < m

annehmen. Die j-te Ableitung des Polynoms
m
= Z leXk
k=0
ist gegeben durch
ak Xk,
2 J)
Es bleibt zu zeigen, dass jede der Zahlen ak(

) durch j! teilbar ist.
Dies folgt allerdings aus

1 K (k)
A" =1a . EZ
=t

Komplexe Wegintegrale

Aus der Vorlesung Analysis I kennen Sie bereits den Riemannschen
Integralbegriff einer stetigen Funktion f: R — IR. Wir werden im
Folgenden einfache Beispiele komplexer Wegintegrale betrachten. Je
nachdem in welchem Semester Sie sich befinden, kennen Sie die Eigen-
schaften derartiger Integrale bereits aus der Funktionentheorie. Fiir ei-
ne detailliertere Diskussion komplexer Wegintegrale verweisen wir auf
das Kapitel ,IT Integralrechnung im Komplexen” im Buch[3] , Funk-
tionentheorie” von Freitag und Busaml4l. Fiir unsere Zwecke reicht
allerdings die folgende ad hoc Definition:

Definition 3.1.3. Fiir eine stetige Funktion f: C — C und 4,b € C
definieren wirl5!

b 1
/uf(z)dz - (b—a)/o Re(f(a+ (b—

+i-(b—a)/ollm(f(a—i-(b—a)x))dx.

a)x))dx

Die grundlegenden Eigenschaften des Riemann-Integrals iibertra-
gen sich sofort auf das komplexe Wegintegral:

Lemma 3.1.4. Fiir a,b € C besitzt das komplexe Wegintegral die folgenden
Eigenschaften:

(a) Fiir stetige Funktionen f,g: C — C und A,y € C gilt

/ub(/\‘f(z)-H/l'g(Z))dz:A/ubf(z)dz—i-y/abg(z)dz

d.h. das komplexe Wegintegral ist C-linear.

BBl Eberhard Freitag and Rolf Busam.
Funktionentheorie. Springer-Verlag, Ber-
lin, 1993. ISBN 3-540-50618-7

14l Alles was Sie iiber komplexe Wegin-

tegrale bendtigen finden Sie in diesem

Skript. Allerdings kann es als Erganzung

nicht schaden einen Blick in das zitierte

Kapitel zu werfen. Die relevanten Seiten

verlinken wir auf GRIPS.

151 Ein paar Erlduterungen zu dieser De-

finition:

e Die Abbildung : [0,1] — C mit
y(x) = a+ (b — a)x parametrisiert
die geradlinige Verbindungsstrecke
mit Anfangspunkt 2 und Endpunkt
b. Diese Parametrisierung erklart a +
(b —a)x im Argument von f und den
Vorfaktor (b — a).

* Die Zerlegung f = Ref +ilm f er-
laubt es uns die Integration einer
komplexwertigen Funktionen f auf
die Integrale der reellwertigen Funk-
tionen Re f und Im f zuriickzufiih-
ren.
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(b) Fiir eine stetige Funktion f: C — C und eine positive reelle Zahl C gilt

’ /ﬂ ! F2)dz

falls |f(a+ (b—a)x)| < C fiir alle x € [0,1] erfiillt ist.

<Cla—b|,

(c) Fiir komplex differenzierbare Funktionen f,g: C — C gilt die Formel der
partiellen Integration

[ s ez = 1rslt [ 1

Beweis. Die Eigenschaften folgen leicht aus den entsprechenden Ei-
genschaften des Riemann-Integrals. Wir zeigen exemplarisch die Ei-
genschaft (b):

2

= ‘(b—a)/OlRef(a—l—(b—a)x)dx—i—i(b—a)/ollmf(a—i-(b—a)x)dx

b [</1Ref(a+(b_a)x)dx>2+ (/1Imf(a+(b—a)x)dx>2]

<|b—al? {/ (Ref(a+ (b—a)x )zdx—i—/ (Im f(a+ (b—a)x ))de}

— b a\Z/O If(a+ (b—a)x)2dx < |b— a2C2.

Hier haben wir im vorletzten Schritt die Cauchy-Schwarz Ungleichung
verwendet. Wir erhalten nun (b) indem wir auf beiden Seiten die Wur-
zel ziehen. O

Wir definieren nun fiir beliebige Polynome Q € C[X] und komplexe
Zahlen « € C das Integral

o
I(a,Q) = / =20 (2)dz
0
Lemma 3.1.5. Fiir ein Polynom Q € C[X] vom Grad m gilt die Gleichung
I(a,Q)=e" ) QV(0) = Y QV(w)
j=0 j=0
Beweis. Partielle Integration liefert die Formel
o o
| e 0@z = Q) + [ e @)z
0 0

also

I(a,Q) = " Q(0) — Q&) + (&, Q). (1)
Wiederholtes Anwenden der Formel (3.1) zeigt die gewtiinschte Glei-
chung. O
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Der Satz von Hermitel®]
Satz 3.1.6 (Hermite, 1873). Die Zahl e ist transzendent.

Beweis. Wir bewiesen die Aussage durch Widerspruch. Angenommen
e wire algebraisch, dann gébe es zu e das ganzzahlige Minimalpoly-
nom

MinPolz(e) = a, X" + - - -+ mX +ap € Z[X].

Somit hétten wir die Gleichung
n
Z akek =0. (3-2)
k=0

Wir definieren nun das Hilfspolynom
Q:=XP"UX-1)P...(X—n)?,

wobei p eine hinreichend grofie Primzahl bezeichnet. Im Folgenden
mochten wir den Absolutbetrag der Zahl

J=) al(k,Q)
£=0

von oben und unten abschétzen. Wir werden zum Schluss sehen, dass
sich die beiden Abschidtzungen widersprechen, sobald wir p hinrei-
chend grofd wahlen. Wir beginnen mit der unteren Abschédtzung. Die-
se ist von algebraischer Natur und verwendet die Annahme, dass ¢
algebraisch ist:
Behauptung 1.: Fiir eine hinreichend grofie Primzahl p haben wir die Ab-
schiitzung
(p=1Dt <]l

Beweis der Behauptung 1: Wir mochten zeigen, dass | eine von Null
verschiedene, durch (p — 1)! teilbare, ganze Zahl ist. Im ersten Schritt
zeigen wir, dass | eine ganze durch (p — 1)! teilbare Zahl ist. Der Grad
des Hilfspolynoms Q ist gegeben durch

m:=(n+1)p—1

Wir konnen mit Lemma 3.1.5 die Zahl | wie folgt ausdriicken:

n

1=y ad(kQ) =) a3 (¢Q1(0) - QU (k)
k=0

k=0 j=0
=3 QU(0) Y- me* — ) 3 Q) (k).
j=0 k=0 j=0k=0

Nun bemerken wir, dass nach (3.2) die erste Doppelsumme verschwin-
det. Wir erhalten also

==Y Y aQV (k).
i=0k=0

161 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Video:
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Da die Polynomfunktion x — Q(x) bei x = 1,...,n Nullstellen der
Ordnung p und bei x = 0 eine Nullstelle der Ordnung p — 1 hat,
beginnt die obige Summe erst bei j = p — 1 und fiir j = p — 1 kommt
der einzige Beitrag vom Index k = 0. Dies zeigt die Gleichung

m n )
J=—=aQ" V(0) - Y Y &QW (k).
j=pk=0
Nach Lemma 3.1.2 gilt also
Je(p—1)Z

Wir méchten nun | # 0 zeigen. Dafiir reicht es zu zeigen, dass | # 0
mod p gilt. Nach Lemma 3.1.2 ist QU) (k) fiir j > p durch p! teilbar,
insbesondere also durch p. Es gilt also

J = —a0Q"Y(0) mod p.
Wir berechnen nun den Term Q(P~1)(0) explizit. Indem wir
Q=XP"YX—-1)P...(X—n)P
ausmultiplizieren, sehen wir, dass
Q= (—1)P(=2)P...(—n)? - XP~1 4 Terme hoheren Grades.
Wir erhalten
QPN = (=1)P(=2)" ... (=n)P - (p — 1)! + Terme hoheren Grades
und somit
QU(0) = (~1)"m? - (p 1)
Wenn wir p > max(|ag|, n) wihlen, so kann p weder ay noch n! teilen.

Auflerdem teilt p niemals die Zahl (p — 1)!. Somit gilt die Kongruenz
(oder besser Inkongruenz)

J = —a0QP 1 (0) = —ag(—=1)"n!? - (p—1)! £0 mod p,

und es folgt | # 0. Da | eine von Null verschiedene durch (p —1)!
teilbare Zahl ist!7], folgt

JI=(p—1)!
und wir haben die Behauptung 1 gezeigt.

Behauptung 2: Es gilt

JI<A-CF,
wobei A und C zwei nicht von p abhiingige positive reelle Zahlen sind.
Beweis von Behauptung 2: Wir zeigen zunéchst, dass die Polynomfunk-
tion x — |Q(x)| fiir k < n auf dem Intervall [0,k] durch (2n)!? be-
schrankt ist: Fir x € [0,1] gilt

p
Q)| < %Pt [x=1|...]x —n| | <nlP <(@2n)*.
—_— | —_— ——

<1 <1 <n

171 Tatarataaaa
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Fiir x € [1, k] gilt hingegen
Q)| < |x|P Hx — 1| .. |x —n|P < |x|P|x+1]P...|x +nlP < (2n)!P.

Dies zeigt, dass die Funktion x — |Q(x)| auf dem Intervall [0, k] durch
(2n)!P beschrankt ist. Die Funktion x +— Q(x)ef~* ist somit auf dem
Intervall [0, k] durch ek(2n)!? beschrankt. Es folgt

k
[1(k, Q)| < / |Q(x) e *dx < kek(2n)!P < ne™ (2n)!?
0
Wir erhalten

1< Y Il Q) < Y [aglne® (2m)17.
k=0 k=1

Indem wir A := Y}, |ag|ne" und C := (2n)! setzten, erhalten wir die
zweite Behauptung.

Kombinieren wir Behauptung 1 und Behauptung 2, so ergibt sich
die Ungleichungskette

(p-DI<[][<A-CP

Da die Fakultdt schneller wachst als die Exponentialfunktion, ergibt
sich fiir hinreichend grofies p ein Widerspruch. Die Annahme, dass e
algebraisch ist, war somit falsch und wir haben die Transzendenz von
e gezeigt. O

Ausblick und offene Fragen

Auf weitreichende unbewiesene Vermutungen zu Werten der Expo-
nentialfunktion gehen wir am Ende des zweiten Teils der Vorlesung
ein. An dieser Stelle mochten wir nur noch einmal bemerken, dass
bisher weder die Irrationalitdt noch die Transzendenz der Zahlen

et+rme- -1

bewiesen wurde. Wir mochten in diesem Ausblick allerdings auf ei-
ne erstaunliche Konsequenz des Satzes von Hermite hinweisen. Wir
werden zeigen, dass mindestens eine der Zahlen e + 77 und e - 77 tran-
szendent ist. Dafiir benttigen wir allerdings folgende Aussage aus der
Vorlesung Algebra:

Proposition 3.1.7. Falls « € C Nullstelle eines von Null verschiedenen
Polynoms P € Q[X] ist, so ist a bereits algebraisch.

Unter Verwendung dieses Resultats ergibt sich die Transzendenz
einer der beiden Zahlen ¢ 4 77 und e - 7t als unmittelbare Konsequenz
des Satzes von Hermite:
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Korollar 3.1.8. Mindestens einel®! der Zahlen e + 7t und e - 1t ist transzen-
dent.

Beweis. Angenommen beide Zahlen e + 77 und e - 7T wiren algebraisch.
Dann wiren auch b := —(e+ 71) und ¢ := e - 7 algebraisch. Wir be-
trachten nun das Polynom

P:=(X—-e) (X—m).
Durch Ausmultiplizieren erhalten wir
P=X>—(e+mX+e m=X>+bX+c

Unsere Annahme wiirde nun implizieren, dass das Polynom P alge-
braische Koeffizienten hétte. Allerdings gilt

P(e)=(e—e)(e—m) =0.

Nach Proposition 3.1.7 wére e also algebraisch. Wir wiirden also einen
Widerspruch zum Satz von Hermite erhalten. Somit war unsere An-
nahme, dass beide Zahlen e 4- 7r und e - 7t algebraisch sind falsch; min-
destens eine der Zahlen ist somit transzendent. O

Im Ausblick zu Kapitel 2.4 hatten wir das Irrationalitdtsmaf$ einer
reellen Zahl definiert und die noch offenen Vermutung erwahnt, dass
u(m) = 2 gilt. In den Ubungsaufgaben werden wir sehen, dass fiir
a,p € R\ Q mit pu(a) < u(B) die Zahlen « - p und « + B irrational
sind. Als Anwendung erhalten wir ein weiteres erstaunliches Resultat:

Proposition 3.1.9. Mindestens einel9 der beiden folgenden Aussagen ist
richtig:

@ p(m) =2,

(b) e-mund e+ 7 sind irrational.

Beweis. Wir wissen bereits j(7r) > 2, da 7 irrational ist.[*°] Falls (a)
nicht gilt, so hitten wir u(e) = 2 < u(7). Aus Ubungsaufgabe 1 auf
Blatt 6 folgt dann die Irrationalitdt von e - 7r und e + 7. O

Im Hinblick der obigen Resultate ist es erstaunlich, dass weder die
Transzendenz von e + 71 oder e - 7t noch (1) = 2 bisher bewiesen
werden konnte.

Noch nicht ganz 7t

el  [1mmer noch nicht 7t

Fast

Na gut, noch nicht ganz. Aber nichste Woche. Versprochen![**]

18] Natiirlich wird vermutet, dass beide
Zahlen transzendent sind.

I Natiirlich wird vermutet, dass beide
Aussagen wahr sind.

' Wir verwenden hier auch die Irratio-
nalitdt von 71, diese wird auch auf Blatt
6 gezeigt. In der néchsten Vorlesung zei-
gen wir dann sogar die Transzendenz
von 7t.

[111 3 1.4... Man bemerke den Geniestreich
der Nummerierungskunst ;-)
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Der Satz von Lindemann

Im folgenden Abschnitt zeigen wir die Transzendenz von 7. Der ers-
te Beweis dieser Aussage gelang Lindemann im Jahre 1882 aufbauend
auf Hermites Beweis. Allerdings werden wir fiir den Beweis der Tran-
szendenz von 7T ein paar Aussagen aus der Algebra (ohne Beweis)
hinnehmen miissen.

Ganze algebraische Zahlen!*?!

Die ganzen Zahlen haben uns bisher schon viele gute Dienste erwie-
senl’3]. Die triviale Tatsache, dass jede von Null verschiedene ganze
Zahl mindestens Absolutbetrag Eins hat, haben wir bereits in zahlrei-
chen Beweisen verwendet. Im Folgenden md&chten wir den Begriff der
,Ganzheit” auf beliebige algebraische Zahlen verallgemeinern. Wir er-
innern (mal wieder), dass eine komplexe Zahl « algebraisch ist, wenn
sie Nullstelle eines von Null verschiedenen Polynoms mit rationalen
Koeffizienten ist.

Definition 3.2.1. Eine algebraische Zahl « heifst ganz, wenn sie Null-
stelle eines normierten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten

X" +a, 1 X" 14 fag € Z[X]
ist.

Wir werden gleich sehen, dass man die ganzen Zahlen bequem an
ihrem Minimalpolynom erkennen kann. Dazu benétigen wir folgendes
Hilfsresultat aus der Algebra:

Lemma (Lemma von GauB). Seien P,Q € Q[X] normierte Polynome.
Falls das Polynom P - Q ganzzahlige Koeffizienten hat, so haben bereits die
Polynome P und Q ganzzahlige Koeffizienten.

Beweis. Beweis siehe Rand [14], O

Wir kénnen nun das folgende niitzliche Kriterium fiir Ganzheit be-
weisen:

Korollar 3.2.2. Eine algebraische Zahl ist genau dann ganz, wenn ihr Mini-
malpolynom iiber Q ganzzahlige Koeffizienten hat.

Beweis. Falls das ganzzahlige Minimalpolynom einer algebraischen
Zahl a normiert ist, so ist & als Nullstelle eines normierten ganzzahli-
gen Polynoms ganz.

Fiir die Umkehrung sei « eine ganze algebraische Zahl. Somit ist a
die Nullstelle eines normierten ganzzahligen Polynoms

X" 4a, 1 X" V4. 4a € Z[X].

21 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-

Blan dieser Stelle ein grofles Danke-
schon an alle ganzen Zahlen ;-)

141 Hier der Originalbeweis:

Q E D

Jetzt wo die Evaluation vorbei ist, kann
ich mir ja unleserliche Beweise in lateini-
scher Sprache am Rand der Seite erlau-
ben. Und wenn ich schon mal am Aus-
teilen bin: Ja, Herr Fermat, jeder Rand
ist grof genug fiir einen Beweis ;-).
Spafl beiseite, interessierte Leser*Innen
finden einen Beweis im Buch , Tutorium
Algebra”, Satz 3.11.

E Modler and M. Kreh. Tutorium Al-
gebra. Springer Spektrum, 2018. ISBN
9783662586891


https://mediathek2.uni-regensburg.de/playthis/5ed6446f6563c4.13706606
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Sei P := MinPolg(a) € Q[X] das Minimalpolynom iiber Q. Polynom-
division['5! mit Rest in Q[X] zeigt, dass das Minimalpolynom P das
Polynom X" +a, (X"~ + ... 4+ ay in Q[X] teilt, d.h.

X"+ a, 1 X" ' 4ag=P-Q fiirein geeignetes Q € Q[X].

Nun zeigt das Lemma von Gauf}, dass P = MinPolg(«) ganzzahlige
Koeffizienten hat.
O

Natiirlich wére unser neuer Ganzheitsbegriff Unsinn, wenn er fiir
rationale Zahlen nicht mit unserem bisherigen Ganzheitsbegriff {iber-
einstimmen wiirde. Doch wie das folgende Beispiel zeigt, haben wir
Glick.

Beispiel 3.2.3. Fiir eine rationale Zahl & € Q ist X — « das Minimalpo-
lynom tiber Q. Somit ist # genau dann ganz im Sinne der Definition
3.2.1, wenn a € Z.

Bevor wir fortfahren geben wir noch je ein Beispiel fiir eine ganze
und eine nicht ganze algebraische Zahl zweiten Grades.

Beispiel 3.2.4. Wir haben bereits gesehen, dass das ganzzahlige Mini-
malpolynom von % das Polynom 4X? + 1 ist. Da dieses Polynom nicht
normiert ist, also nicht den fithrenden Koeffizienten 1 hat, ist % kei-
ne ganze algebraische Zahl. Die Zahl i hat hingegen das ganzzahlige
Minimalpolynom X2 + 1 und ist somit ganz.

Wir wissen bereits, dass eine rationale Zahl ganz wird, wenn wir
diese mit ihrem Nenner multiplizieren. Das folgende Lemma koénnen
wir als eine Verallgemeinerung dieses Sachverhalts auf algebraische
Zahlen ansehen.

Lemma 3.2.5. Falls « € C Nullstelle eines ganzzahligen Polynoms
P=a,X"+a, 1 X" 1 4. +ay € Z[X] (3.3)

ist, so ist aya ganz. Insbesondere lisst sich jede algebraische Zahl als Bruch
einer ganzen algebraischen Zahl und einer natiirlichen Zahl schreiben.

Beweis. Indem wir (3.3) mit a7~ ! multiplizieren erhalten wir

(an0)" 4+ ay_1(an)" V4 ay-ay_o(ana)" 24 - +a"2aq (ayn) +a"Lag.

Folglich ist a,a als Nullstelle des normierten ganzzahligen Polynoms
X"+ a, 1 X"V 4 aga, o X4 a2 X + al ey € Z[X]

ganz. ]

151 Andernfalls gébe es ein Polynom R #
0 mit deg R < deg P und
X" +a, 1 X" V4 dag=P-Q+R

Auswerten bei a ergibe R(x) = 0
im Widerspruch zur Minimalitidt von
MinPolg («).
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Zu guter Letzt bendtigen wir noch die Tatsache, dass Summen und
Produkte (ganzer) algebraischer Zahlen wieder (ganze) algebraische
Zahlen sind:

Lemma 3.2.6. Fiir «, B € C gelten:

(a) Sind w, B algebraische Zahlen, so sind auch « - B und o +  algebraische
Zahlen. Falls « nicht Null ist, so ist auch % algebruisch.[16]

(b) Sind w, B ganze algebraische Zahlen, so sind auch « - p und a + B ganze
algebraische Zahlen.['7]

Beweis. Wir verwenden dieses Resultat ohne Beweis. Die Teilaussage
(a) wird in der Vorlesung Algebra gezeigt. Interessierte Leser*innen
seien fiir einen Beweis der Aussage (b) auf Satz 16.8 des Buches Ele-
mentare und Algebraische Zahlentheoriel'8] verwiesen. O

Ein Hauch von Galoistheorie

Zundchst erinnern wir an den folgenden Satz:

Satz 3.2.7 (Hauptsatz der Algebra). Jedes Polynom Q € C[X] vom Grad
n > 1 zerfillt iiber C vollstindig in Polynome ersten Grades, d.h.

Q=c(X—u1)...(X—uay)
mit c,uq,...,&, € C.

Insbesondere besitzt jedes komplexe Polynom vom Grad n > 1 ge-
nau 7 Nullstellen, wenn man diese mit Vielfachheit zihlt. Nun wissen
wir, dass es zu jeder algebraischen Zahl « ein eindeutiges normiertes
Polynom in Q[X] minimalen Grades gibt, das « als Nullstelle hat, nim-
lich das Minimalpolynom von «. Doch auch die weiteren Nullstellen
des Minimalpolynoms spielen in der Algebra eine wichtige Rolle.

Definition 3.2.8. Sei « € C eine algebraische Zahl vom Grad n. Die
Nullstellen aj,...,a,; des Minimalpolynoms MinPolg(«) heilen die
Konjugierten von « (iiber Q).

Wir erldutern dies anhand eines Beispiels.

Beispiel 3.2.9. Wir haben bereits gesehen, dass P = X2 + % das Mini-
malpolynom zu % ist. Das Polynom P zerféllt tiber C wie folgt

1 i i
2, 4 _ _ ! r
e g=(x-3) (x+5)-

Somit sind #; = 5 und &y = —5 die Konjugierten zu 5.

Il Dies zeigt, dass die Teilmenge Q von
C mit den Verkniifpungen + und - ein
Unterkorper ist.

171 Dies zeigt, dass die ganzen algebrai-
schen Zahlen einen Unterring von C
bilden. Diese Tatsache spielt in der al-
gebraischen Zahlentheorie eine wichtige
Rolle.

[18] Stefan Miiller-Stach and Jens Piont-
kowski. Elementare und algebraische Zah-
lentheorie. Vieweg + Teubner, Wiesbaden,
2011. ISBN 978-3-8348-1256-8
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Wir betrachten nun den Polynomring Q[Xj, ..., X,] in n Variablen
tiber Q. Die Elemente dieses Rings sind formale Summen der Form

i] i .
2 ail/---/inxl tte X}’ln mit ail,...,in € Q/
(ilz---/in)e]Ng
wobei hochstens endlich viele Koeffizienten 4;,, ; von Null verschie-
den sind.

Definition 3.2.10. Ein Polynom Q € Q[Xjy, ..., X, heifit symmetrisches
Polynom in n Variablen, wenn fiir jede Permutation ¢ € S, aus der
symmetrischen Gruppe S, die Gleichung

Q(Xy,..., Xn) = Q(Xg(l), .., Xa(n))
gilt.

Die symmetrischen Polynome sind also genau diejenigen Polyno-
me, die sich nicht &ndern wenn wir die Variablen beliebig miteinander
vertauschen.

Beispiel 3.2.11. Das Polynom P = X? + X7 € Q[Xj, X] ist ein sym-
metrisches Polynom in 2 Variablen. Allerdings ist das Polynom Q =
X% + X € Q[Xj, X3| kein symmetrisches Polynom in 2 Variablen, da
fir die Permutation

o= (37)

das Polynom
Q(Xa(l)/XU(Z)) = X% + Xy,

nicht mit Q tibereinstimmt.

Analog zu Polynomen in einer Variable konnen wir auch ein Poly-
nom Q € Q[Xy, ..., X,] in mehreren Variablen an komplexen Zahlen
«1,...,0&, auswerten. Die Auswertung des Polynoms

_ i i :
Q = Z ailwinXl . Xn", mit Ay, in €Q,
(i1,0rin) ENE

bei aq,...,a, ist definiert als

Qag, ..., an) = Z ﬂil,...,i,,“?-u“if“

(i1,--in) ENE

Der folgende Satz kann mit Methoden der Galoistheoriel'9! bewiesen
werden:

Satz 3.2.12. Ist P € Q[X] ein Polynom vom Grad n mit Nullstellen ay, ..., a, €

Cund Q € Q[Xj, ..., Xy ein symmetrisches Polynom in n Variablen, dann
qilt
Qaq,...,an) €Q.

91 Fiir Details zur Galoistheorie méch-
te ich auf die Vorlesung Algebra ver-
weisen. Falls Sie diese Vorlesung noch
nicht gehort haben, finden Sie am En-
de dieser Vorlesung einen kleinen Vor-
geschmack auf das, was Sie dort erwar-
ten wird. Insbesondere werden wir dort
Satz 3.2.12 aus Standardsdtzen der Ga-
loistheorie ableiten.
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Falls die Zahlen w; fiir 1 < i < n zusditzlich ganze algebraische Zahlen sind
und Q ganze Zahlen als Koeffizienten hat, so gilt sogar

Qlag, ...,

Beweis. Dieser Satz kann mit Methoden der Galoistheorie bewiesen

ny) € Z.

werden. Dies werden wir im Ausblick im Anschluss an Satz 3.2.16
naher erklaren. O

Transzendenz von 7t - Der Satz von Lindemann!2°)

Satz 3.2.13 (Lindemann, 1882). Die Zahl 7t ist transzendent.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Widerspruch. Angenommen
7t ware algebraisch. Dann wire nach Lemma 3.2.6 auch die Zahl im
algebraisch[>!]. Wir bezeichnen dann mit 7 den Grad der ganzen al-
gebraischen Zahl « := i7r und mit « = &4, ..., &, die Konjugierten zu
«. Sei N der fithrende Koeffizient des ganzzahligen Minimalpolynoms
von « = irt. Die Zahlen Nu;, ..., Nay, sind, nach Lemma 3.2.5, ganze
algebraische Zahlen. Die Eulersche Formel

et = = 1
impliziert
(I4e*1)-(14€"2)---(14€")=0.
Multiplizieren wir dieses Produkt aus, so erhalten wir
(1 + €‘x1) . (1 + 60(2) . (1 + elxn) — Z eelﬂll-‘rn.-‘reﬂan. (34)
(e1,-..€n)€{0,1}"
Wir definieren nun das Polynom
P:= 11 (X — (e1Nag + - - - + €4 Nay))
(€1,-...€n)€{0,1}"
und zeigen zunichst die folgende

Voriiberlequng:1221 Die Koeffizienten des Polynoms P liegen in Z.
Beweis der Voriiberlegung: Wir betrachten das Hilfpolynom

P=  JI  (X—(e1Xi+  +euXa)) € QX Xy, Xl
(€1,-€n)€{0,1}"

und bemerken, dass dieses Polynom P ergibt, wenn wir Najy, ..., Nay
fiir die Variablen Xj, ..., X, einsetzen, d.h.

P =P(X,Nay,...,Nay).

Indem wir das Polynom P ausmultiplizieren und die Terme nach Po-
tenzen von X sortieren, erhalten wir
~ 2n .
P=Y AX
i=0

fiir gewisse A; € Z[Xq,..., Xy).

1201 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-

EIn diesem konkreten Fall kann man
das aber auch ganz direkt sehen: Falls

MinPolQ(rc) = X" +,1n71x"*1 + - 4ag,
so setzen wir
b= a? —2a; 15, Fir0<i<n-—1,

wobei wir a, = 1 und a_; = 0 setzen.
Dann ist it eine Nullstelle des Polynoms

X2 4 by 1 X2 by X2 A b

22l Wir verwenden hier bewusst die
Bezeichnung , Voriiberlegung“statt ,Be-
hauptung”, um die Analogie zum Her-
miteschen Satz zu unterstreichen. Im
Hermiteschen Satz ist die Ganzzah-
ligkeit des betrachteten Hilfspolynoms
Q klar. In diesem Beweis bendtigen
wir hingegen eine kleine ,Voriiberle-
gung” um die Ganzzahligkiet der Koef-
fizienten einzusehen.


https://mediathek2.uni-regensburg.de/playthis/5ed646e993c3f6.72009099
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Insbesondere sehen wir, dass

2" ‘
P=P(X,Nay,...,Nay) = Y Ai(Nay,...,Nay)X'.
i=0
Um zu zeigen, dass die Koeffizienten des Polynoms P ganze Zahlen
sind, reicht es nach Satz 3.2.12 also zu zeigen, dass fiir jede Permu-
tation ¢ in der symmetrischen Gruppe S, und jedes 0 < i < 2" die
Gleichung

Ai(Nﬂél, ey NDCn) = Ai(NIX(T(l), ey Nﬂég(n))
gilt. Allerdings haben wir fiir jedes ¢ € S, die Gleichungskette

2" .
Y Ai(Na,...,Nay)X'
i=0

= JI (X-N(am+ - +emn))
(elr---ren)E{O,l}”

= H (X — N(elaa(l) +oot ena(r(n)))
(€1,-...€n)€{0,1}7"
2" .
= 2 Ai(N‘x(r(l)/ e ,Nag(n))Xl.
i=0

Ein Koeffizientenvergleich beider Seiten zeigt nun
Ai(Nﬁtl, ey N(Xn) = Ai(Nﬂca(l)r ey N“a(n))

und somit P € Z[X]. Dies beweist die Voriiberlegung.

Wir schreiben B, ..., B fiir die von Null verschiedenen Nullstellen
von P, d.h.

p=x¥m ~ﬁ(x - Bi).
i=1

Da P ganzzahlige Koeffizienten hat gilt auch
m
[1(x=pi) € Z[X]. (3:5)

i=1

Fiir eine hinreichend grofie Primzahl p betrachten wir nun das Poly-

Q:= XP*ﬁ(X - Bi)P.
i=1

Nach (3.5) hat auch dieses Polynom ganzzahlige Koeffizienten. Wir
definieren nun

[ 1 (%,Q(NX)) SR (%,Q(NX)) .

1231 Wie die Notation Q bereits andeutet,
spielt dieses Polynom nun die Rolle des
Hilfspolynoms Q im Hermiteschen Be-
weis. Man beachte die Ahnlichkeit zum
Polynom im Hermiteschen Beweis. Auch
dieses Polynom hat eine (p — 1)-fache
Nullstelle in Null, wihrend alle anderen
Nullstellen mindestens Ordnung p ha-
ben.
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Von hier an geht der Beweis komplett analog zum Hermiteschen Be-
weis. Wir teilen den Beweis wieder in zwei Behauptungen. Im ersten
Schritt leiten wir aus unserer Annahme, dass 7t algebraisch ist, eine
untere Schranke fiir | ab. Im zweiten Schritt verwenden wir analyti-
sche Methoden um die Linearkombination der Integrale von oben zu
beschridnken. Wenn wir p grofd genug wihlen widersprechen sich die
beiden Abschitzungen.

Behauptung 1: Fiir jede hinreichend grofie Primzahl p gilt
(=Dt <|Jl.

Beweis der Behauptung 1: Indem wir alle Terme in (3.4) mit Exponenten
Null zusammenfassen erhalten wir

(2" —m) +eP/N 4. ePn/N =, (3.6)

Nun liefert Lemma 3.1.5, in Anbetracht von degQ = (m+1)p —1 und
(QINX))) = NIQU)(NX), die Gleichung

(m+1)p—1 m (m+1)p—1 1

= Y N QW (0) Zeﬁk/N Z ZNJQ(J (Be)

j=0 k=1 j=
(m+1)p—1 (m+1)p—1 m

W om) Y NIQU(0) - 2 L NQU(
j=0

Da Q eine mindestens/24] p-fache Nullstelle in By fiir jedes k und eine 24 Es kénnte p; = B, fiir i # j gelten.
(p — 1)-fache Nullstelle in 0 hat, verschwinden einige Summanden in
der obigen Gleichung, und wir erhalten

(m+1)p—1 o (m+1)p—1 » o
J=-@-m Y NQUO- Y Y NQU(.
j=p-1 j=r k=1
Die Zahlen B4, ..., B sind alle von der Form

€1Nwa; +...€,Nay,

und damit ganzzahlige Linearkombinationen der ganzen algebraischen
Zahlen Nay,...,Nay,. Nach Lemma 3.2.6 sind B1,...,Bm also selbst
ganze algebraische Zahlen. Die Polynome ].l!Q(j ) haben nach Lemma
3.1.2 ganzzahlige Koeffizienten. Die Summe

]1 Q(Xy) € Z[Xy,. .., Xu]

I M§

stellt offensichtlich ein symmetrisches Polynom dar. Wir folgern aus
Satz 3.2.12, dass

Ly Qi ez
I k=
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Fiir j > p erhalten wir also

m
Z (Be) € p'z.
Nach Lemma 3.1.2 gilt fiir j > p — 1 ebenso

QU(0) € (p—1)'Z.

Wir fassen unsere bisherigen Ergebnisse zu | wie folgt zusammen:

(m+1)p-1 o p—1 m o
J=—("—m) N]Q(”(O)* Z Y NQU(BK). (G7)
j=p-1 T j=p k=l

e(p-1'1Z —_——

ep'Z

Insbesondere ist | eine durch (p — 1)! teilbare ganze Zahl. Wir zeigen
nun, dass | ungleich Null ist, indem wir | # 0 mod p zeigen. Da
alle Summanden in der zweiten Summe in (3.7) durch p teilbar sind,
erhalten wir

J=—(2"—m)NP1QP=D(0) mod p.
Durch Ausmultiplizieren von Q = XP~1(X — B1)P... (X — Bm)? sehen
wir, dass
QUVI(0) = (p = DN(=1)""(B1--. )" € Z.

Insbesondere zeigt diese Gleichung, dass | fiir jede hinreichend grofSe
Primzahl p nicht durch p teilbar ist. Somit ist | eine von Null verschie-
dene durch (p — 1)! teilbare ganze Zahl und die Behauptung folgt.

Behauptung 2: Es gilt
|J| < ACP

mit zwei von p unabhingigen positiven reellen Zahlen A und C.
Beweis der Behauptung 2: Wir schidtzen zundchst jedes einzelne Integral

(o)1

mit Hilfe von Lemma 3.1.4 ab. Mit der von p unabhéngigen Konstan-
ten[25]

eﬁk/N1 %) Q(Brx)dx

C:= max [B||Bxx — Pal ... |Bxx — Pul
x€[0,1]
erhalten wir fiir jedes x € [0,1] die Abschitzung

IBQ(Bx)| = 13| | B} (Bix = B1)" ... (Bix — )" | < €.

Wir konnen also jedes einzelne der Wegintegrale wie folgt abschétzen

[ (§-a0)| <

eﬁk/N

251 Das Maximum existiert, da eine steti-
ge Funktion auf einem kompakten Inter-
vall ihr Maximum annimmt.
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Somit erhalten wir mit A := % )eﬁl/N’ + -+ ‘eﬁm/N‘ die Abschit-
zung

1< ‘1 <€\},Q(NX))‘+ ot ’1 (ﬁNm,Q(NX)N < ACY.

Da die positiven Konstanten A und C nicht von p abhéngen, folgt die
zweite Behauptung.

Kombinieren wir die beiden obigen Behauptungen, so erhalten wir die
Ungleichungskette
(p-Dr <]l < AC

Da (p —1)! fiir p — oo starker wichst als C? fiihrt diese Ungleichung
fur jede hinreichend grofle Primzahl p zu einem Widerspruch. O

Ausblick und offene Fragen

Wie oben bereits bemerkt, kann man den Satz 3.2.12 mit Methoden
der Galoistheorie beweisen. Falls Sie bereits die Vorlesung Algebra ge-
hort haben, dann kénnen Sie diesen Abschnitt getrost tiberspringen.
Ich mochte Thnen hier einen kleinen Vorgeschmack auf die Themen
der Galoistheorie geben.[26] Wir beschrinken uns der Einfachheit hal-
ber auf den Grundkorper Q und betrachten nur Teilkérper von C. Es
ist nicht schwer zu sehen, dass jeder Teilkorper K von C bereits die
rationalen Zahlen enthélt. Zu einem gegebenen Teilkorper K C C be-
trachten wir nun die Menge aller Kérperisomorphismen, welche auf
Q die Identitat induzieren[?7]

Gal(K/Q) := {(p: K= K:¢(a)=uafirallea € Q} .
Korperisomorphismen lassen sich durch Komposition verkniipfen:
¢, € Gal(K/Q) = ¢poyp € Gal(K/Q).

Die Menge der Korperisomorphismen bildet also zusammen mit der
Verkniipfung o eine Gruppe mit der Identitit als neutralem Element.
Die Gruppe Gal(K/Q) nennen wir Galoisgruppe von K tiber Q.

Beispiel 3.2.14. Die komplexe Konjugation induziert auf Q(i) einen
Korperisomorphismus

c:Q>i) = Q(i), a—a

Tatsdchlich kann man zeigen, dass die Identitdtsabbildung und o die
einzigen zwei Korperisomorphismen auf Q(i) sind. Es gilt also

Gal(Q(i)/Q) = {idQ(l-),a}.

1201 Fiir den weiteren Verlauf der Vorle-
sung spielen diese Resultate eher eine
untergeordnete Rolle.

[271 Tatsdchlich kann man leicht sehen,
dass jeder Korperisomorphismus eines
Korpers, der Q enthilt, auf Q die Iden-
titdt ist. Man kann allerdings die Ga-
loisgruppe auch fiir beliebige Korperer-
weiterungen K C L definieren, dann ist
es wirklich notwendig, diese Bedingung
zusitzlich zu fordern.



62 DR. JOHANNES SPRANG

Wir nennen K C C algebraisch, wenn jedes « € K algebraisch
ist. Wir nennen eine algebraische Korpererweiterung K von Q normal,
wenn K zu jedem a € K auch bereits alle Konjugierten enthilt. Das fol-
gende Lemma zeigt insbesondere, dass jedes Element der Galoisgrup-
pe diese Konjugierten vertauscht. Das Studium dieser Permutationen
ist der zentrale Gegenstand der Galoistheorie.

Lemma 3.2.15. Sei K C C eine algebraische Erweiterung und P € Q[X] ein
Polynom mit Nullstelle « € K. Dann ist auch ¢(«) fiir jedes ¢ € Gal(K/Q)
eine Nullstelle von P.

Beweis. Wir schreiben
P=a, X"+ - +mX+ag€ Q[X}
Es gilt
P(p(a)) = ang(a)" + -+ a19(a) +ag
= g(apa”™ + - +aja +ag) = ¢(0) = 0.

Hier haben wir sowohl verwendet, dass ¢ ein Kérperhomomorphis-
mus ist, als auch die Eigenschaft, dass ¢(a) = a fiira € Q. O

Im Rahmen der Galoistheorie zeigt man unter anderem das folgen-
de Resultat.

Satz 3.2.16. Sei K eine normale Erweiterung von Q und « € K ein beliebiges
Element. Falls ¢(«) = w« fiir alle ¢ € Gal(K/Q) gilt, so ist « bereits in Q
enthalten.

Wir verwenden diesen Satz nun um Satz 3.2.12 zu zeigen:

Beweis. Seien ay,...,a, die Nullstellen eines Polynoms P € Q[X] und
Q € Q[Xy, ..., Xy] ein symmetrisches Polynom. Wir mochten zeigen,
dass dann Q(«a;,...,a,) rational ist. Nach Satz 3.2.16 reicht es zu zei-
gen, dass fiir jedes ¢ € Gal(K/Q) die Gleichung

¢(Q(“1,- . 'ra”)) = Q(“l/' "/“1’!)

gilt. Sei also ¢ € Gal(K/Q) gegeben. Nach Lemma 3.2.15 vertauscht
¢ die Nullstellen &, ..., &, von P. Da ¢ bijektiv ist und nach Lemma
3.2.15 Nullstellen auf Nullstellen abbildet, gibt[zs] es also eine Permu-
tation o € S, mit ¢(a;) = a,(;). Wir rechnen nun

P(Qar, - an)) =

18] Diese Permutation ist im Allgemei-
nen nicht eindeutig, da a; = a; fir i # j
sein konnte. Fiir uns ist allerdings nur
die Existenz wichtig.
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Hierbei haben wir in der ersten Gleichung benutzt, dass ¢ ein Kor-
perhomomorphismus ist, welcher die Identitdt auf Q induziert. Die
zweite Gleichung folgt aus ¢(«;) = &y, und die dritte Gleichung ver-
wendet die Symmetrie des Polynoms Q. Das zeigt die erste Aussage
von Satz 3.2.12. Die zweite Behauptung tiber die Ganzheit folgt nun
leicht: Da Summen und Produkte ganzer algebraischer Zahlen ganz
sind, ist Q(ay,...,a,) eine ganze algebraische Zahl, falls Q ganzzah-
lige Koeffizienten hat und «;,...,a, ganze algebraische Zahlen sind.
Somit liegt Q(ayq, ..., a,) einerseits in Q und ist andererseits eine gan-
ze algebraische Zahl. Da die Menge der ganzen algebraischen Zahlen

in Q gerade Z ist, folgt Q(ay,...,a,) € Z, siehe Beispiel 3.2.3. O

Die Quadratur des Kreises

Wirl29] haben bereits besprochen, dass die Entdeckung der Irratio-
nalitdt durch Samos von Metapont das mathematische Weltbild der
griechischen Antike erschiitterte. Nachdem dadurch klar war, dass es
mehr Zahlen als nur die ganzen Zahlen und deren Verhiltnisse gibt,
hofften die Griechen, dass man wenigstens alle Zahlen als Langen geo-
metrischer Konstruktionen mit Zirkel und Lineal erhalten kann. Dies
fuhrte auf die drei klassischen Konstruktionsprobleme der antiken Ma-
thematik.

¢ Die Quadratur des Kreises,
¢ die Dreiteilung eines gegebenen Winkels,

e die Verdoppelung des Wiirfels.

Das Problem der Quadratur des Kreises gehort sicherlich zu den popu-
larsten [3°] Problemen der Mathematik: Dabei geht es um die Frage, ob
man zu einem gegebenen Kreis nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal ein
Quadrat mit gleichem Flicheninhalt konstruieren kann 371, Im Jahre
1882 gelang Lindemann mit dem Beweis der Transzendenz von 7t der
Durchbruch. Er konnte die Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises
zeigen. In der heutigen Vorlesung wollen wir zundchst die Algebrai-
zitat aller mit Zirkel und Lineal konstruierbarer Zahlen beweisen. Als
Anwendung zeigen wir dann die Unmoglichkeit der Quadratur des
Kreises.

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Wir prézisieren zunéchst, was iiberhaupt mit einer Konstruktion durch
Zirkel und Lineal gemeint ist: Wir starten mit zwei Punkten in der
Ebene. Als Modell der Ebene wiahlen wir im Folgenden R? mit dem

1291 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-

13l Das Thema der Quadratur des Krei-
ses wurde auch héufig in Kunst und Mu-
sik aufgegriffen:

. FREUNDESKREIS
SR -

QUADRATUR S KREISES

B1Das Problem ist also dquiva-
lent dazu, zu einer gegebenen
Strecke der Linge 1 eine Strecke
der Linge +/ zu konstruieren.
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euklidischen Skalarprodukt

() RExR? > R, < A

% " > = X1Y1 + X2VY>2.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir durch Drehung
und Skalierung der Ebene annehmen, dass

0 1

und

0 0
die beiden anfangs gegebenen Punkte sind. Ausgehend von diesen
beiden Punkten konnen wir nun iterativ Geraden, Kreise und weitere
Punkte konstruieren, wobei wir uns an die folgenden Regeln halten:

e Wir diirfen eine Gerade AB durch zwei bereits konstruierte Punkte
A und B legen.

e Wir diirfen einen Kreis K(A, r) um einen bereits konstruierten Punkt
A mit Radius r ziehen. Der Radius r des Kreises muss dabei der Ab-
stand zweier bereits konstruierter Punkte sein.

e Ein Punkt gilt als konstruiert, wenn er als Schnittpunkt eines Krei-
ses mit einer Geraden, zweier verschiedener Kreise, oder zweier ver-
schiedener Geraden auftritt.

Eine reelle Zahl « heif3t dabei konstruierbar, wenn der Punkt

%
0

konstruierbar ist.[32]

Beispiel 3.3.1. Ausgehend von den Punkten

1

0
P(): 0 undP1: 0

konnen wir im ersten Konstruktionsschritt genau drei Konstruktionen
ausfiihren:

¢ Wir kénnen die Gerade ¢ = PyPy, also die x-Achse, konstruieren.

e Wir konnen einen Kreis mit Radius 1 um Py ziehen.

e Wir konnen einen Kreis mit Radius 1 um P; ziehen.

Indem wir den Kreis K(P;,1) mit der x-Achse schneiden erhalten!33]
wir den ,neuen” Punkt
2

P:
27 o

b2 Die klassische euklidische Geometrie
kennt keine Koordinatensysteme. Auch
die negativen Zahlen traten in der an-
tiken Mathematik eher indirekt auf. Es
wire wohl nidher am antiken Mathema-
tikverstindnis, eine Zahl als konstruier-
bar zu bezeichnen, wenn diese als Ver-
hiltnis der Langen zweier konstruierba-
rer Strecken auftritt. Offensichtlich er-
hilt man auf diese Wiese nur positive
reelle Zahlen. Allerdings ist der Unter-
schied nicht wesentlich: Man erhilt mit
dieser Definition bis auf das Vorzeichen
exakt die gleiche Menge an konstruier-
baren Zahlen.

Ein Grund auch negative Zahlen zu
zulassen ist, dass man dann zeigen kann,
dass die Menge der konstruierbaren
Zahlen einen Korper bilden. Wir werden
dies im Ubungsbetrieb sehen.

[331
i

o
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Der Schnitt des Kreises K(P,,1) mit der x-Achse gibt

P (g)

Auf diese Art konnen wir alle ganzen Zahlen konstruieren. Natiirlich
bekommen wir auch leicht Punkte aufSerhalb der x-Achse oder Punkte
mit nicht nur rationalen Koordinaten. Zum Beispiel liefert K(Py,1) N

K(P;,1) die Punkte
1 1
2\+v3)°

Aus der Schule ist bekannt, dass sich Geraden in der Ebene durch
lineare Gleichungen beschreiben lassen, und dass Kreise (neben Ellip-
sen und Hyperbeln) als Nullstellenmengen polynomialer Gleichungen
zweiten Grades auftreten. Da konstruierbare Punkte nun gerade die
Schnittpunkte dieser geometischen Objekte sind, ist es wenig {iberra-
schend, dass die folgende Proposition gilt:

Proposition 3.3.2. Jede konstruierbare Zahl ist algebraisch.

Beweis. Fiir den Rest des Beweises nennen wir einen Punkt A € R2
algebraisch, wenn dieser algebraische Koordinaten hat, d.h.

A€ (QNR)2

Um die Proposition zu zeigen wiirde es reichen die Algebraizitit aller
konstruierbaren Punkte auf der x-Achse zu zeigen. Wir zeigen etwas
allgemeiner, dass jeder konstruierbare Punkt algebraisch ist. Da un-
sere Startpunkte algebraisch sind und alle Punkte durch sukzessives
Schneiden bereits konstruierter Kreise und Geraden entstehen, reicht
es also die folgende Behauptung zu zeigen:

Behauptung: Es seien

a1 b] C1 dl ey 2
A= ,B= ,C= ,D= NR
algebraische Punkte und r,v’" € Q NR~q positive reelle algebraische Zahlen.
Dann gilt:
(a) Falls die Geraden § = AB und h = CD wverschieden sind, gilt
gNh C (QNR)2
(b) Fiir die Gerade § = AB und den Kreis K = K(C, r) gilt
gNKC (QNR)2
(c) Falls die Kreise K = K(A,r) und K' = K(B, 1) verschieden sind, gilt

KNK' C (QNR)2
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Beweis der Behauptung: In jedem der drei Félle erhalten wir die Koor- B4l Skizze zu (a):
dinaten durch Losung linearer Gleichungssysteme und polynomieller
Gleichungen vom Grad < 2 mit algebraischen Koeffizienten. Daraus
folgt dann die Algebraizitidt der Schnittpunkte, genauer :

(a):34] Falls die Richtungsvektoren

by —aq di—c1 2
, e R
(bz — [lz) <d2 —C2

linear abhéngig sind, so sind die Geraden g und h parallel und es gibt

keinen Schnittpunkt. Andernfalls hat das Gleichungssystem

) L di—c) _ [m 4t by —aq
() dz*Cz ap bZ*QZ

eine eindeutige Losung35! (s, t) = (s, to) in (Q NR)2. Der eindeutige 65l Wir bemerken an dieser Stelle, dass

Schnittpunkt der Geraden g und / ist dann gegeben durch QN ein Korper ist, siche Lemma 3.2.6.
Die Eindeutigkeit folgt dann aus der Li-

J nearen Algebra.
C —C
S:= 1]+ S0 R

(8)) dz —C

Da alle Zahlen c1, c3,d1, da, so algebraische reelle Zahlen sind, hat auch

S algebraische reelle Koordinaten und (a) folgt.

(b):136] Bl Skizze zu (b):
Der Kreis K(C, r) lasst sich beschreiben als

K(Cr) = { <x1> ER*: (11 — 1)+ (a—2)* = r2}

X2
und die Gerade g = AB ldsst sich parametrisieren durch

a by —ay
= t teR;.

Somit ist die Menge der Schnittpunkte gegeben durch

{ (111 +t(b1 —111)) :mitf € R

ay +t(by — ap)

sodass (a1 + t(by —a1) — c1)? + (a2 + t(by — ap) — c2)% = 1’2}. (3-8)

Eine reelle Zahl t € R erfiillt (a; + t(by —aq) —c1)? + (az + t(by — a2) —

c2)? = r? genau dann, wenn ¢ Nullstelle des Polynoms

((b1 — a1)* + (b — a2)*) X*
+2((a1 —c1) (b1 — 1) + (a2 — ©2) (b2 — 32)) X
+ (a1 =)+ (a2 —c)? =7
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ist. Da dieses Polynom algebraische Koeffizienten hat, sind alle Losun-
gen der Gleichung

(a1 +t(b1 —a1) —c1)* + (a2 + H(bp — a2) — c2)* =712

algebraisch. Die Formel (3.8) zeigt, dass alle Schnittpunkte in (Q NR)?
liegen.

(c):137] Falls die Schnittmenge leer ist, so ist nichts zu zeigen. Sei also
S = (s1,52) € K(A,r)NK(B, ") ein Schnittpunkt. Dann ist (X1, X5) =
(s1,52) eine Losung des Gleichungssystems

(X1 —m)*+ (Xo—a)* —r* =0
(X1 =b1)*+ (Xo—b)* = (r)* =0.

Durch Subtrahieren der beiden Gleichungen sehen wir, dass S auf der
Geraden

= (1) ewe

x1(—2a1 +2b1) +x0(—2ap +2by) + a2 +a5 —1* — b2 — b3+ ()2 = 0}

liegt. Da diese Geradengleichung algebraische Koeffizienten hat, ldsst
sich g schreiben als ¢ = CD fiir geeignete Punkte C,D € (Q NR)2.
Somit folgt S € ¢ N K. Aus (b) erhalten wir nun S € (Q NR)? wie
gewdiinscht.

O

Die Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises
Satz 3.3.3. Die Quadratur des Kreises ist unmoglich.

Beweis. Angenommen man konnte zu einem gegeben Kreis mit Zirkel
und Lineal ein Quadrat konstruieren, welches denselben Flichenin-
halt besitzt wie der Kreis. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen,
dass der Radius des Kreises 1 ist. Damit wire die Zahl /7t als Sei-
tenlinge des Quadrats konstruierbar[38]. Nach Proposition 3.3.2 wire
\/7t algebraisch. Mit /7t wire nach Lemma 3.2.6 auch /7t - /7T = 7
algebraisch, im Widerspruch zum Satz von Lindemann. O

Ausblick

Im Ubungsbetrieb werden wir sehen, dass die konstruierbaren Zahlen
einen Korper bilden und dass der Grad einer konstruierbaren Zahl
stets eine Zweierpotenz istl39]. Dies hat interessante Konsequenzen
und erlaubt es die Unlosbarkeit der beiden anderen klassischen Kon-
struktionsprobleme der antiken Mathematik zu zeigen.

1371 Skizze zu (c):

38 Hatten wir das Quadrat mit Seiten-
lange /7t konstruiert, dann kénnten wir

einen Kreis mit Radius /7t um (8)

mit der x-Achse schneiden und erhielten
den Punkt
JT
(-

Also ist die Losbarkeit der Quadratur
des Kreises wirklich dquivalent zur Kon-
struierbarkeit von /7 im Sinne der obi-
gen Definition.

B9 Der wesentliche Punkt ist hierbei,
dass wir in jedem Konstruktionsschritt
die Koordinaten des neuen Punkts erhal-
ten, indem wir eine polynomielle Glei-
chung vom Grad < 2 losen.
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Die Verdoppelung des Wiirfels ist dquivalent zur Konstruierbarkeit
von v/2. Da der Grad von +/2 allerdings keine Zweierpotenz ist, folgt
die Unmoglichkeit der Verdoppelung des Wiirfels.

Ahnlich verhilt es sich bei der Dreiteilung beliebiger Winkel. Zum Bei-
spiel wire die Dreiteilung des Winkels 120 dquivalent zur Konstruier-
barkeit des regelmaBigen 9-Ecks. Allerdings werden wir im Ubungs-
betrieb sehen, dass das regelméfiige 9-Eck nicht konstruierbar ist.

Der Satz von Lindemann—Weierstraf§

Aufbauend auf den Hermiteschen Beweis der Transzendenz von e zeig-
te Lindemann im Jahre 1882 die Transzendenz von 7. Er deutete be-
reits an, dass sein Beweis stirkere Transzendenzaussagen liefert als
nur die Transzendenz von 7t. Im Jahre 1885 fiihrte Weierstraf$ die-
se Ideen ndher aus. Dies fiihrte zu dem Beweis des Satzes, der heute
gewohnlich Satz von Lindemann—Weiersrtaf$ genannt wird.

Separabilitiit von Polynomen!4!
4l Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-
In diesem Kapitel mochten wir uns mit der Frage beschiftigen, wie

man entscheiden kann, ob ein gegebenes Polynom mehrfache Null-
stellen besitzt.

Definition 3.4.1. Ein Polynom P € C[X] heif$t separabel, wenn P in C
keine mehrfachen Nullstellen besitzt.

Wir erinnern daran, dass wir mit P’ die (formale) Ableitung eines
Polynoms bezeichnen. Das folgenden Kriterium erlaubt es uns zu prii-
fen, ob ein gegebenes Polynom P € C[X] separabel ist.

Lemma 3.4.2. Ein Polynom P € C[X] ist genau dann separabel, wenn P’
und P keine gemeinsamen Nullstellen besitzen.

Beweis. Falls « € C eine Nullstelle der Ordnung k > 1 von P ist, so
lasst sich P schreiben als

P=(X-a)Q
fiir ein geeignetes Polynom Q € C[X] mit Q(«a) # 0. Dann gilt
P =k(X —a)f1Q 4+ (X —a)fQ

und somit P’(a) = k(X — a)* | x—s - Q(a). Diese Zahl ist genau dann
Null, wenn k > 2 ist. O

Wir zeigen nun die Separabilitdt des Minimalpolynoms iiber Q.

Korollar 3.4.3. Das Minimalpolynom einer algebraischen Zahl ist separabel.
Insbesondere sind die Konjugierten ay, ..., &, von & paarweise verschieden.
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Beweis. Sei a eine algebraische Zahl vom Grad # mit Minimalpolynom
P := MinPolg («).

Behauptung: P ist auch das Minimalpolynom aller Konjugierten von .
Beweis der Behauptung: Seien 8 eines der Konjugierten von a« und

Q := MinPolg(B).

Durch Polynomdivision sehen wirl4!]
P=Q-Q.

fiir ein geeignetes Polynom Q € Q[X]. Wire deg Q < 1, so hitten wir

und somit wére o Nullstelle eines der Polynome Q oder @ Da beide
Polynome kleineren Grad als P haben, wire das ein Widerspruch. So-
mit gilt deg Q = deg P und da beide Polynome sogar normiert sind
folgt P = Q. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Aus der Behauptung folgt nun, dass P separabel ist. Wire P nicht se-
parabel, so gdbe es ein Konjugiertes f von &, welches eine mehrfache
Nullstelle ist. Nach Lemma 3.4.2 wédre B damit auch Nullstelle des
normierten Polynoms Q := %P’ . Da Q echt kleineren Grad als P hat
widerspricht dies der oben gezeigten Behauptung, dass P das Mini-
malpolynom von § tiber Q ist. O

Algebraische Unabhingigkeit
Die abelsche Gruppe (C, +) wird vermdge der Skalarmultiplikation
QxC—C, (gz2)—q-z

zu einem Q-Vektorraum. Falls a4, . .., &, tiber Q linear abhédngige kom-
plexe Zahlen sind, so gibt es also ay,...,4, € Q, mit a; # 0 fiir min-
destens ein 1 < i < n, sodass

ax) + - +aza, =0.

Wir kénnen das auch wie folgt formulieren. Es gibt ein von Null ver-
schiedenes lineares Polynom

P:ﬂ1X1+"'+aan GQ[X]

mit P(ay,...,a,) = 0. Lineare Abhédngigkeit bedeutet somit eine nicht-
triviale lineare polynomielle Identitét in «q, ..., a;. Der Begriff der al-
gebraischen Abhingigkeit verallgemeinert dies auf beliebige polyno-
mielle Identitdten in n Variablen.

41 Dieses Argument haben wir bereits
ein paar Mal gesehen: Polynomdivision
von P durch Q mit Rest liefert:

P=Q-Q+R mit degR < deg Q.
Es folgt
R(B) = P(B) — Q(B) Q(B) =0.
N
=0 =0

Somit ist R ein Polynom mit strikt klei-
nerem Grad als Q = MinPolg(B) und
Nullstelle ; es folgt R = 0.
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Definition 3.4.4. Die Zahlen «a;,...,a, € C heifien algebraisch abhingig
iiber Q, wenn es ein von Null verschiedenes Polynom P € Q[Xq, ..., X,]
gibt mit
P(a,...,an) =0.

Andernfalls heiffen die Zahlen a4, . .., a;, algebraisch unabhingig. Eine
beliebige Teilmenge S C C heifit algebraisch unabhédngig, wenn jede
endliche Folge paarweise verschiedener Zahlen «;,...,a;, € S algebra-
isch unabhéngig tiber Q ist.

Lemma 3.4.5. Wenn die Zahlen «,...,a, € C algebraisch unabhingig
iiber Q sind, so sind sie insbesondere transzendent.

Beweis. Gibe es ein von Null verschiedenes Polynom
P=a, X"+ - +mX+ag
mit P(«;) = 0, so wére
Q=a,X]"+---+aX;+ay € Q[Xy,..., Xy

ein von Null verschiedenes Polynom in n Variablen mit Q(aq, &y, ..., a,) =
0, im Widerspruch zur algebraischen Unabhéangigkeit. O

Ahnlich zum Dimensionsbegriff aus der linearen Algebra definieren
wir den Transzendenzgrad:

Definition 3.4.6. Der Transzendenzgrad tiber Q eines Unterkorpers K C
C ist die Méchtigkeit einer maximalen tiber Q algebraisch unabhéangi-
gen Teilmenge.[42]

Lineare Unabhiingigkeit der Werte der Exponentialfunktion

Als Vorarbeit fiir die allgemeine Version des Satzes von Lindemann-
Weierstral werden wir zundchst das folgende (scheinbar) schwiéchere
Resultat zeigen.

Proposition 3.4.7. Fiir paarweise verschiedene algebraische Zahlen B, .. ., Bn
sind die Zahlen eP1,. .., ePr linear unabhingig iiber Q.

Beweis. Da Teilmengen einer iiber Q linear unabhéngigen Menge wie-
der linear unabhéngig sind, diirfen wir die Menge {f1,...,B:} ohne
Einschrankung durch weitere Elemente ergdnzen. Wir diirfen also an-
nehmen, dass die Menge

{ﬁlv--rﬁn}

zu jedem B; auch alle Konjugierten enthilt.

142l Ahnlich wie beim Dimensionsbegriff
der linearen Algebra zeigt man, dass
zwei maximale algebraisch unabhingige
Teilmengen die gleiche Kardinalitit ha-
ben.
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Sei N € NN eine nattirliche Zahl, sodass Ny, ..., NB, allesamt gan-
ze algebraische Zahlen sind, sieche Lemma 3.2.5. Angenommen die
Zahlen eP1, ..., ePr wiren linear abhingig tiber Q. Dann wirel43]

bleﬁl 4ot bpePr =0 (3.9)

mit by, ..., b, € Z und b; # 0 fiir mindestens ein i. Wir bezeichnen mit
K die kleinste Korpererweiterung tiber Q, welche die Zahlen 84, . .., B
enthilt. Wir erinnern daran, dass

Gal(K/Q) := {go: K= K:ga) =afirallea € Q}.

Indem wir das folgende Produkt ausmultplizieren und geeignet nach
Exponentialtermen sortieren erhalten wir

H (blefP(ﬂl) 4+t bne§0(15n)) = Elggl 4+ _|_’[;megm'
peGal(K/Q)

eine Linearkombination byef! + - - - + by,ePr mit den folgenden Eigen-
schaften:

. 51 #OundEkEZfﬁrlgkgm.
e Fiiralle ¢ € Gal(K/Q) gilt bye?BD) + . 4 B,e?Br) = 0.

e Die Menge {B1,...,Bm} enthilt zu jedem Element f; auch alle Kon-
jugierten.

e Die Zahlen N - By fiir 1 < k < m sind ganze algebraische Zahlen.

Wir betrachten nun fiir eine hinreichend grofie Primzahl p die Zahl

=Y BI(Br Q)
k=1

m
Q= N" (X — )P T[(X - Bi)? € KIX]

i=2
Wir werden im Folgenden sehen, dass die Zahl I zwar eine ganze alge-
braische Zahl im Korper K ist, im Allgemeinen wird diese allerdings
nicht notwendigerweise schon in Z liegen. Deswegen benotigen wir
die folgende Konstruktion. Wir setzen | := [T,ccal(k/q) #(I). Wie be-
reits in den Beweisen von Hermite und Lindemann méchten wir nun
eine untere und eine obere Schranke fiir |J| herleiten.l44] Die untere
Schranke ist wieder algebraischer Natur, wahrend die obere Schranke
durch analytische Abschédtzung der beteiligten Integrale gezeigt wird.

Behauptung 1: Die Zahl 1 liegt in K, deshalb ist

=TI o)

peGal(K/Q)

431 Zunachst finden wir by,...,b, € Q
mit b; # 0 fiir mindestens ein i und

bieft 4 -+ byePr = 0.

Nach Multiplikation mit dem Hauptnen-
ner der rationalen Zahlen by, ..., b, kon-
nen wir allerdings annehmen, dass die
Zahlen by, ..., b, ganzzahlig sind.

144 Die Beweise der Behauptungen sind
wieder dhnlich zu den jeweiligen Bewei-
sen in den Sitzen von Hermite und Lin-
demann, nur etwas technischer. Es reicht
vollkommen, wenn Sie die Beweise nur
tiberfliegen.
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wohldefiniert. Wenn wir die Primzahl p hinreichen grof wihlen, so gilt |J| >
(p—1)L

Beweis der Behauptung 1: Wir iiberlegen uns zunéchst, dass I in K liegt.
Unter Verwendung von Lemma 3.1.5 und in Anbetracht der Gleichung
(3.9) erhalten wir

mompd
I=-Y Y 5,09 (8.
=1 =0

Da die Nullstelle B; von Q die Ordnung p — 1 hat und alle anderen
Nullstellen die Ordnung p haben, sind einige Summanden in der obi-
gen Summe Null und wir erhalten

- ~ m mp—1l
I[=-0Q" V) - ¥ 509 (By). (3-10)
k=1 j=p

Da alle Zahlen B in K liegen und Q Koeffizienten in K hat folgt
I € K. Insbesondere macht es Sinn einen Kérperautomorphismus ¢ €
Gal(K/Q) auf I an zu wenden. Wir zeigen nun, dass | eine durch
(p — 1)! teilbare von Null verschiedene ganze Zahl ist. Wir betrach-
ten zundchst die Zahl I. Wir werden gleich sehen, dass diese Zahl das
(p — 1)!-fache einer ganzen algebraischen Zahl aus dem Korper K ist.
Wir bezeichnen im Folgenden die Menge der ganzen Zahlen in K mit
Ok. Da ganze algebraische Zahlen abgeschlossen unter Addition und
Multiplikation sind, siehe Lemma 3.2.6, ist Ok sogar ein Unterring des
Korpers K.

Wir méchten nun zeigen, dass QU)(By) fiir j > 0und 1 < k < m
das j!-fache einer ganzen algebraischen Zahl ist, d.h.

QU (By) € 1Ok
Wir konnen Q auch schreiben als
Q= P(NX)
mit "
P— N(x— NB)P T T(X - NBoP.
i=2
Wir erinnern, dass die Zahlen N Bl,. ..,N ,Em, und somit auch die Ko-
effizienten des Polynoms P, ganze algebraische Zahlen sind. Da die

j-fache Ableitung jedes Monoms durch j! teilbar ist, folgern wir wie
im Beweis des Lemmas 3.1.2, dass

QW (By) = N/PU)(NBy) € jlOk. (3.11)

Indem wir die Gleichungen (3.10) und (3.11) kombinieren, sehen wir,
dass I das (p — 1)! fache einer ganzen algebraischen Zahl a € Ok ist,
d.h.

I=(p—-1)!"a.
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Aus Lemma 3.2.15 folgt, dass mit I auch ¢(I) fiir jedes ¢ € Gal(K/Q)
wieder ganz ist. Wir erhalten also, dass auch | das (p — 1)!-fache ei-
ner ganzen algebraischen Zahl ist. Andererseits gilt fiir jedes ¢ €
Gal(K/Q) die Gleichung

p(J) =y ( Il ¢(z))
9€Gal(K/Q)
= JI

peGal(K/Q)

Wop)() =[]

peGal(K/Q)

und wir folgern aus Satz 3.2.16, dass | rational ist, d.h. | € Q. Insge-
samt ist | eine durch (p — 1)! teilbare ganze algebraische Zahl in Q
und wir erhalten | € (p — 1)!Z.

Die Gleichungen (3.10) und (3.11) zeigen[45]

I=-50Q¥Y(B1) mod pOx.

Dies erlaubt es uns nun | modulo p zu berechnen:

J= JI o= TJI o-0Q%P V()

p€Gal(K/Q) p€Gal(K/Q)
=11¢ ((—El(P —1)IN?) - TT(NB: - Ngj)”) mod pOk. (3.12)
9 i=2

Die von Null verschiedene Zahl

K:=T]¢ (ﬁ(Nﬁl - NE;-))
[

j=2

ist einerseits als Produkt ganzer algebraischer Zahlen ganz, anderer-
seits liegt sie nach Satz 3.2.16 in Q. Es folgt also K € Z. Nach (3.12)
erhalten wir die folgende Kongruenz in Z

= (~hi(p — DINP) SR,

Fiir jede Primzahl p, die keine der Zahlen K, El und N teilt, gilt ] # 0
mod p. Fiir hinreichend grofies p ist | also nicht durch p teilbar und
somit | # 0. Als durch (p — 1)! teilbare von Null verschiedene ganze
Zahl hat ] mindestens Absolutbetrag (p —1)!.

Behauptung 2: Es gilt
JI < ACY
mit zwei von p unabhdngigen positiven reellen Zahlen A und C.

Beweis der Behauptung 2: Fiir ¢ € Gal(K/Q) erhalten wir unter Verwen-
dung von Lemma 3.1.5 die Gleichung[46]

m mp—1

ep(I)=¢ <— Y ) EkQ(j)(Bk)> = i5k1(¢(gk)/Q(¢)),
=1 =0 =1

sl Die Notation 2 = b mod pOx heifit,
dass die Differenz a — b das p fache einer
ganzen algebraischen Zahl aus p ist.

41 Tn der zweiten Gleichung verwenden
wir neben Lemma 3.1.5 zusétzlich, dass

Elg¢(gl) + .. +En1€¢(5m) =0.

Diese Stelle ist der Grund, wieso wir
nicht mit der urspriinglichen Linear-
kombination

b16ﬁ1+"'+b1€'81

arbeiten, sondern diese durch die Line-
arkombination

Eﬂ‘ﬂgl) 4+ +Eme¢(ﬁrn>

ersetzen.
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wobei
m

QW) = N"™ (X — ¢(B1))" ' TT(X — 9(B:))".

i=2
Nun kénnen wir wie in den Sdtzen von Hermite und Lindemann jedes
einzelne Integral fiir ¢ € Gal(K/Q) und 1 < k < n mit positiven
Konstanten Ay , und Cy , wie folgt abschétzen:

|§0(I(.Bk/ Q))' < Aszﬂclf,(p’

wobei die Konstanten Ak,(p und Ck,(p nur von k und ,El/ eeey, Bm abhin-
gen. Indem wir

m

C= H max |Cy | und A = H Z |Ek||Ak,¢|
peGal(k/Q) 1=k=m peGal(K/Q) k=1

setzen, erhalten wir die Behauptung.
Fiir hinreichend grofles p ergeben die Behauptungen 1 und 2 den
Widerspruch
(p=DI<|]] < ACP.

Der Satz von Lindemann—Weierstraf347)

Im vorigen Abschnitt haben wir die lineare Unabhéngigkeit von

tiber Q gezeigt. Daraus folgern wir nun den Satz von Lindemann-
Weierstraf3:

Satz 3.4.8 (Lindemann-Weierstraf3). Falls ay,...,a, € C algebraische
Zahlen sind, die linear unabhingig iiber Q sind, so sind e*1, ..., e*" algebra-
isch unabhingig iiber Q.

Beweis. Seienaq,...,a, komplexe algebraische Zahlen, sodass e*1, . .., e%"

algebraisch abhéngig tiber Q sind. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass die
Zahlen ay, ..., &, dann linear abhéngig tiber Q sind. Da e*1, ..., e* al-
gebraisch abhingig sind, gibt es ein von Null verschiedenes Polynom

Q= 2 Ay, in Xil . Xi"

(il,...,in ) GNS

mit Q(e",...,e*) = 0. Wegen der Multplikativitdt der Exponential-
funktion konnen wir diese Gleichung auch schreiben als:

Yo AT =0,
(il,...,in)ENg

471Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-
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Aus Proposition 3.4.7 folgt, dass nicht alle Exponenten iy + - - - + i,y
verschieden sein konnen. Es gibt also (iy,...,ix) # (ji,...,ju) € Nj
mit

ey + iy = j1ag + A+ .

Nun folgt aus der Gleichung

(il —j1)0é1 + -+ (in —jn)acn =0

die lineare Abhingigkeit der Zahlen a7, ..., a; tiber Q. O
Korollar 3.4.9 (Hermite-Lindemann). Fiir « € Q \ {0} ist e* stets tran-
szendent.

Beweis. Das ist der Spezialfall n = 1 in Satz 3.4.8. O

Korollar 3.4.10. Fiir a € Q)\ {0,1} ist log a transzendent.

Beweis. Das ist die Negation der Aussage des vorigen Korollars. [

Wir erhalten auch die Satze von Lindemann und Hermite als Spezi-
alfélle:

Korollar 3.4.11 (Hermite). e ist transzendent.
Beweis. Setze a =1 in Korollar 3.4.9. O
Korollar 3.4.12 (Lindemann). 7t ist transzendent.
Beweis. Waére 7t algebraisch, so auch i7r. Wegen
e =1

erhielten wir einen Widerspruch zu Korollar 3.4.9. O

Ausblick und offene Fragen

Der Satz von Lindemann-Weierstraf3 liefert uns sehr starke Transzen-
denzaussagen {iiber die Werte der Exponentialfunktion. Dennoch gibt
es noch viel zu erforschen. Wir mochten zum Abschluss dieses Kapi-
tels auf die Vermutung von Schanuel eingehen. Fiir komplexe Zahlen
aq,...,0, bezeichnen wir mit Q(ay,...,a,) den kleinsten Teilkorper
von C, welcher a7, ...,«;, enthilt.

Vermutung (Schanuel). Fiir komplexe Zahlen oy, ...,a, € C, die linear
unabhingig iiber Q sind, ist der Transzendenzgrad des Korpers

Qaq, ..., an,e", ..., e")

mindestens n.
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Die Vermutung von Schanuel besagt also, dass es in dem Korper

Qaq, ..., apn,e", ..., e")

mindestens 7 algebraisch unabhingige Elemente gibt. Somit impliziert
der Satz von Lindemann-Weierstraff diese Vermutung, falls ay, ..., ay
algebraische komplexe Zahlen sind. Auch der Spezialfall n = 1 folgt
aus dem Satz von Lindemann-Weierstraf3. Eine weitere Konsequenz
der Vermutung von Schanuel, fiir #1 = 1,4y = i7r, wére die algebrai-
sche Unabhidngigkeit von e und 7. Insbesondere wiirde daraus die
Transzendenz der Zahlen e 4 7 und e - 7r folgen: Wére e + 7 bzw. e - 7t
algebraisch, so wiren

Q1:X1—|—X2—(6+7T)bZW. D =X1Xp—e-m

von Null verschiedene Polynome mit algebraischen Koeffizienten und
Qi1(e, 1) = 0 bzw. Qz(e, 1) = 0.Das stiinde im Widerspruch zur alge-
braischen Unabhéngigkeit von ¢ und 7.

Zum Schlufs mochten wir auch noch den Satz von Gelfond-Schneider
erwdhnen:

Satz (Gelfond-Schneider). Fiir algebraische Zahlen «, p mit &« % 0,1 und
B & Q ist aP transzendent.

Indem man im Satz von Gelfond-Schneider die Zahlen
a=e"=—1und g = —iV163
wiahlt, erhdlt man die Transzendenz der Ramanujan-Konstante

eV 163

Auf den ersten Blick sieht diese Zahl unscheinbar aus, allerdings liegt
diese Zahl erstaunlich nahe an einer ganzen Zahl:

V16 — 262537412640768743,999999999999250072597...

Dass dies mehr als nur ein kurioser Zufall ist, werden wir in den Ubun-
gen genauer beleuchten.
r



B Zcta-Werte

Die Riemannsche Zeta-Funktion ist eine der bedeutendsten Funktio-
nen der Zahlentheorie. In diesem Abschnitt werden wir uns mit der
Frage nach den Werten der Riemannschen Zeta-Funktion an den na-
turlichen Zahlen beschiftigen.

Die Eulersche Formel

Die Urspriinge des Studiums spezieller Werte der Riemannschen Zeta-
Funktion geht zurtick ins 17-te Jahrhundert. Im Jahre 1644 warf der
italienische Mathematiker Pietro Mengoli die Frage nach dem Wert

der Reihe
1
2 il
n=1 nZ

auf. Anfangs beschiftigten sich hauptsachlich Mathematiker der Stadt
Basel mit der Losung dieses Problems, worauf dieses unter dem Na-
men Baseler Problem bekannt wurde. Der Durchbruch gelang schlief3-
lich Leonhard Euler im Jahre 1735. Er zeigte nicht nur die Formel

i 1

P
n=1 n 6
sondern konnte auch die Werte der Reihen

i 1

2k

fur alle natiirlichen Zahlen k explizit angeben. In diesem Abschnitt
werden wir diese Eulerschen Formeln beweisen.

Die Riemannsche Zeta-Funktion!!!

11 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Video:
Die Riemannsche Zeta-Funktion ist fir s € C mit Re(s) > 1 wie folgt

definiert:
> 1
{(s) = Z P
n=1

Der Vollstandigkeit halber halten wir die absolute Konvergenz der de-

finierenden Reihe fest.
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Lemma 4.1.1. Fiir s € C mit Re(s) > 1 konvergiert die Reihe
21
ns

Gls) =

n=1

absolut.

Beweis. Firn € N und s € C giltl?l

7Re(s)| . | 7iIm(s)| _ nfRe(s).

n"%| =|n n =
=1

Daher reicht es die Aussage fiir s € R zu zeigen. Fiir s € Ry ist die

Funktion

[1,00) > R, x> x°

streng monoton fallend. Somit folgt die Konvergenz, nach dem Integral-
Kriterium, aus der Konvergenz des Integrals

o0 1
“Sdx = .
/1 X s—1

Analytische Funktionen

Sei K = R oder K = C und f: U — K eine stetige Funktion auf einer
offenen Teilmenge U C K. Wir nennen f analytisch in xg € U, wenn es
eine Potenzreihe

Y aux — x)" (41)
n=0

gibt, die auf einer Umgebung von x; punktweise gegen f(x) konver-
giert. Eine Potenzreihe (4.1), welche f lokal bei xy darstellt, heifit Po-
tenzreihenentwicklung von f bei xg. Wir nennen f analytisch, wenn f
in jedem Punkt aus U analytisch ist. Im Folgenden erinnern wir an die
grundlegenden Eigenschaften analytischer Funktionen aus der Analy-
sis:

Proposition 4.1.2 (Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung). Ist

fruU—K

analytisch in xo mit einer Potenzreihenentwicklung

[e9)

flx) = Z an(x — xo)", (4.2)

n=0
so ist (4.2) die Taylor-Entwicklung der Funktion f in xq. Insbesondere zeigt
dies, dass die Potenzreihenentwicklung (4.2) eindeutig ist und dass die Koef-
fizienten dieser Potenzreihenentwicklung durch die Formel

F1 (x0)

ay = |
n:

gegeben sind.

12l Fiir reelle Zahlen x und y mit x > 0
gilt stets

‘xiyl _ ‘eiylogx|

= |cos(ylogx) +isin(ylogx)| = 1.
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Beweis. Siehe Vorlesung Analysis, oder §14.2 in Konigsbergerl3], , Ana-
lysis 1”. O

Proposition 4.1.3. Sind f,g: U — K analytisch in xq mit

[e9)

FO) =Y an(x—x0)", (@) =Y bulx - x0)",

n=0 n=0

so ist auch f - g analytisch!4l mit Potenzreihenentwicklung

(f - 8)(x) =} cnlx — xo)"
n=0
und ¢y = Y j_oakby_x. Falls f keine Nullstelle auf U besitzt, so ist auch ]17

analytisch in x.

Beweis. Beweis siehe Vorlesung Analysis, oder §14.2 in Kénigsberger!5!,

,Analysis I”. O]

Bernoulli-Zahlen

Die Bernoulli-Zahlen spielen eine entscheidende Rolle in der Euler-
schen Formel fiir die Werte der Riemannschen Zeta-Funktion an den
geraden natiirlichen Zahlen. Wir definieren die Bernoulli-Zahlen mit-
hilfe der Taylor-Entwicklung der Funktion .

Definition 4.1.4. Die Bernoulli-Zahlen (B;),>o sind definiert als die
Taylor-Koeffizienten!®! der Funktion

ad x"
; o (4.3)

an der Stelle x = 0.[7]

Proposition 4.1.5. Die Bernoulli-Zahlen etfiillen die Gleichungen By = 1

und fiirn > 1
n—1 n
) (k) By = 0.

k=0
Beweis. Indem wir die Gleichung (4.3) mit e* — 1 multiplizieren, erhal-

) ooni 00 ijrl ooni

g - () (505)
_ (v ¥ o X
_x<];)(j+1)!> (i_ZOBli!) (4-4)

Die rechte Seite der Gleichung (4.4) ist nach Proposition 4.1.3 analy-

ten wir

tisch in x = 0 mit Reihenentwicklung

© N Bn o n—1
—e 1Y e = L L (B 69

nzOk:O n=1 k=0

BIK. Konigsberger. Analysis. 1.
Springer-Lehrbuch. [Springer Textbook].
Springer-Verlag, Berlin, 1995. ISBN
3-540-52006-6

4 Da auch Summen und Differenzen
analytischer Funktionen offensichtlich
analytisch sind, folgt hieraus, dass die
analytischen Funktionen auf U einen
Ring bilden.

51K, Konigsberger. Analysis. 1.
Springer-Lehrbuch. [Springer Textbook].
Springer-Verlag, Berlin, 1995. ISBN
3-540-52006-6

“IDie Funktion z5:R — R ist
als Kehrwert der analytischen Funktion

[71 Eine Potenzreihe der Form
[ee) xn
f= Z an—+
n=0 n

wird héufig eine exponentiell erzeugen-
de Funktion der Folge (4,),>0 genannt.
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Durch Koeffizientenvergleich[8] in (4.5) erhalten wir fiir n = 1

und fiirn > 1

Proposition 4.1.5 liefert also die Gleichungen:

1= B,
0= By+2B;

0 = By + 3B + 3B,

0 = By +4B; + 6B, + 4B;

0 = By +5B; + 10B, + 10B; + 5By

Diese Gleichungen erlauben es uns, die Bernoulli-Zahlen rekursiv zu

berechnen:
By=1
PR
By = %(Bo +3By) = 2
B3 = i(Bo +4B; +6B;) =
By = é(Bo +5B; + 10B, + 10B3) = %

Insbesondere folgt daraus die Rationalitdt der Bernoulli-Zahlen:
Korollar 4.1.6. Alle Bernoulli-Zahlen sind rational.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus By = 1 und der Rekursionsglei-
i <n + 1)

Wir bemerken noch, dass bis auf B; alle ungeraden Bernoulli-Zahlen

chung

O

verschwindenl9!:

Proposition 4.1.7. By, =0 fiirn > 1.

Bl In (4.5) steht auf der linken und rech-
ten Seite jeweils eine Potenzreihenent-
wicklungen der analytischen Funktion
x + x. Nach Proposition 4.1.2 sind
die Koeffizienten beider Potenzreihen-
entwicklungen gleich.

b Tatsdchlich  sind  alle  {ibrigen
Bernoulli-Zahlen ungleich Null,
wie wir aus der Positivitdt der geraden
Zeta-Werte gleich sehen werden.
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Beweis. Wegen

2

X X
g :Bo—Fle—FBzE—F...

ist die Behauptung dquivalent dazu, dass

X —

X
ex—l_le

eine gerade Funktion ist. Allerdings haben wir

x x x
ex—l_le:ex—1+§

_ 2x+x(e*—1)
o 2(e¥ —1)
_x(e*+1)
C2(er —1)

und somit nach Erweiterung des letzten Bruchs mit e~*/2

x /2 4 e=%/2
—Bix=s o (4.6)

er—1

X

Die folgende direkte Rechnung zeigt schliellich, dass g(x) := # —

Bix eine gerade Funktion ist:

_xefx/z_._ex/z xex/Z_._efx/Z
§(=X) = o i = 5 ez = 8.

Somit ist die Behauptung By, 1 = 0 fiir n > 1 gezeigt. O

Die Rechnungen im Beweis der Proposition 4.1.7 zeigen die folgen-
de Formel fiir die Taylor-Entwicklung bei x = 0 des Kotangens!*°l:
cos x l,eix +e ¥
sinx el¥ —e7i¥

Korollar 4.1.8. Die Funktion x — x cot x, definiert auf (—rt, 7v), besitzt an
der Stelle x = 0 die Taylor-Entwicklung!*]

00 Y x2n
tx = —4)" By ———.
x cot x n;()( )" Boy, )i
Beweis. In (4.6) haben wir fiir die Funktion g(x) := %5 — Byx die
Formel

- xe¥/2 4 em/2
8 =5 m

gezeigt. Daher gilt fiir x € (—m/2,71/2) die Gleichung

e teix :
xcotx = ix——— = g(2ix).
elx — e—lX

ol Wir erinnern an dieser Stelle an die
Definition von Sinus und Kosinus fiir
komplexe Argumente:

EJx _ e—ix eix + e—ix

sin(x) := — cos(x) := 5

(1! Die Funktion x ~— $% hat in (-7, 77)
keine Nullstellen und ist in x = 0 analy-
tisch. Somit ist

sinx) !
X — xcotx = cosx-
X

eine wohldefinierte stetige Funktion auf
(—m, 7). Nach Proposition 4.1.3 ist x —
x cot x analytisch in x = 0.
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Andererseits besitzt die analytische Funktion g an der Stelle x = 0 die
Potenzreihenentwicklung

x 2n
g(x) =y 1 Bix = Z Bon 75— (2n)!

eX

Somit erhalten wir fiir x — g(2ix) die Potenzreihenentwicklung bei

x=0
2n

"= D B

Wir haben insgesamt also die Potenzreihenentwicklung

[e9)
2
¢(2ix) 2 BZn ix)?

oo 2n

X
_ A
xcotx = nE:O( 4)"By, 2!

an der Stelle x = 0 gefunden. Nach Proposition 4.1.2 ist diese Reihe
notwendigerweise die Taylor-Entwicklung. O

Die Eulersche Formel 2]

Wir méchten nun die auf Euler zuriickgehende Formel fiir {(2k) mit
k € IN beweisen. Dafiir benétigen wir noch die , Partialbruchentwick-
lung des Kotangens”.

Proposition 4.1.9. Fiir x € (—7t, 1) gilt

2
X
xCOtle—sz‘im.

Beweis. Wir zeigen diese Reihenentwicklung auf Ubungsblatt 11. [

Satz 4.1.10 (Euler, 1735). Fiir n > 1 gilt die Formell3]

1)2n
{(2n) = —%an.

Beweis. Fiir x € (—m, ) starten wir mit der Partialbruchentwicklung
des Kotangens

- x
xcotx =1-2 Z m
k=1
Nun entwickeln wir jeden Summanden mit Hilfe der geometrischen

Reihe,
2 2 00 2
(B

X
a2 — 2

und erhalten!4]

21 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-

1131 Selbstverstandlich kénnte man diese
Formel auch in der Form

n—1 (27-[)2”

C(an) = (1) S B

schreiben. Man konnte, sollte man aber
nicht. Sie erinnern sich sicherlich noch
an den Merkspruch

,Trenne nie 27ti, denn es tut
ihm weh.”

aus Threr Grundschulzeit ;-). Nein, Spafs
beiseite, aber tatsdchlich zeigt die Eu-
lersche Formel einen einfachen Spezial-
fall einer tiefliegenden Vermutung der
arithmetischen Geometrie — der Deligne
Vermutung. Im Falle der Riemannschen
Zeta-Funktion besagt diese Vermutung
im Wesentlichen, dass (2n) ein rationa-
les Vielfaches der Periode (277i)?" ist.

4l Wir diirfen hier im zweiten Schritt
wegen absoluter Konvergenz die Rei-
henfolge der Summation vertauschen.


https://mediathek2.uni-regensburg.de/playthis/5efb6a76daefc3.47862907
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2n

xcotx—l—Zi i (%)

k=1n=1
00 0 2n (o) 2
23 L =12k T 49
n=1k=1 1
={(2n)

Andererseits haben wir in Korollar 4.1.8 die Taylorentwicklung des
Kotangens mit den Bernoulli-Zahlen in Verbindung gebracht

00 x2n

xcotx = 7;)(—4)”B2n 2n)t (4.8)

Durch Koefﬁzientenvergleich[15] der beiden Reihen (4.7) und (4.8) er-
halten wir fiir jede natiirliche Zahl n die Gleichung

1
p— —_— — n [
Umstellen dieser Gleichung liefert nun wie gewtinscht
o (2m)™
¢(2n) = 2 (2n)! By

O

Damit wir nicht vergessen, dass wir uns hier in einem Skript zur
transzendenten Zahlentheorie befinden, bemerken wir an dieser Stel-
le, dass die Eulersche Formel zusammen mit Lindemanns Beweis die
Transzendenz aller Werte der Riemannschen Zeta-Funktion an gera-
den natiirlichen Zahlen zeigt:

Korollar 4.1.11. Fiir n > 1 ist {(2n) transzendent.

Beweis. Wegen
=1
-y =
- 2
k=1 e=r
ist {(2n) eine strikt positive reelle Zahl und somit nicht Null. Aus der
Transzendenz von 7 folgt die Transzendenz von 72" und damit auch

die Transzendenz aller von Null verschiedener rationaler Vielfachen
von 72", O

Ausblick und offene Fragen

In diesem Abschnitt haben wir nur die notigsten Eigenschaften der
Riemannschen Zeta-Funktion eingefiihrt. Es ist nicht schwer zu zeigen,
dass die Riemannsche Zeta-Funktion fiir s € C mit Re(s) > 1 eine

Produktentwicklung[°]

(o) = [T =TT (1494 p 2 0.)

peP - p pelP

1

151 Wieder haben wir zwei Potenzreihen-
entwicklungen an der Stelle x = 0 einer
analytischen Funktion. Aus Proposition
4.1.2 folgt, dass die Koeffizienten der Po-
tenzreihen tibereinstimmen.

61 Fiir Details verweisen wir auf
Ubungsblatt 12.
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besitzt. Wenn wir an dieser Stelle mal kurz die Frage nach der Konver-
genz ausblenden, dann folgt diese Produktentwicklung indem wir die
rechte Seite ausmultiplizieren und beachten, dass sich jede natiirliche
Zahl n eindeutig in der Form
n= H p’xl’
pelP

mit &, € No und &), = 0 fiir fast alle p € P schreiben ldsst. Im We-
sentlichen encodiert die Produktdarstellung also die eindeutige Prim-
faktorzerlegung der ganzen Zahlen. Die Tatsache, dass die Reihe
y L

n=1 n
fur s — 1 divergiert, zeigt gemeinsam mit der Produktformel, dass es
unendlich viele Primzahlen gibt: Gadbe es nur endlich viele Primzahlen,
so wiirde der Grenzwert

1
s—1 pl;) 1—p—s

1

1
pep 1=+

fiir s — 1 existieren, denn es ist ein endliches Produkt. Tatsdchlich
gibt es einen viel tieferen Zusammenhang zwischen der Verteilung der
Primzahlen und der Riemannschen Zeta-Funktion. Dazu miissen wir
allerdings etwas ausholen: Wir haben die Riemannsche Zeta-Funktion
bisher nur fiir s € C mit Re(s) > 1 definiert. Allerdings ldsst sich
zeigen, dass sich die Riemannsche Zeta-Funktion auf eindeutige Weise
zu einer komplex differenzierbaren Funktion

g:C\{1} —»C

fortsetzen lasst. Man kann zeigen, dass die Riemannsche Zeta-Funktion
auf der Halbebene
{s € C:Re(s) > 1}

keine Nullstellen besitzt. Diese Tatsache liefert nun erstaunliche Aus-
sagen tiber die Verteilung der Primzahlen:[*7]

Satz 4.1.12. [Primzahlsatz] Fiir x € R schreiben wir
m(x):=H{peP:p<x}
fiir die Anzahl der Primzahlen < x. Dann gilt

lim (%)

X—00

=1

log x

Beweis. Wir werden den Primzahlsatz hier aus Zeitgriinden nicht be-
weisen konnen['8l. Interessierte Leser*innen verweisen wir auf Ka-
pitel 7 §3 im Buch , Einfithrung in die Zahlentheorie” von P. Bund-
schuh!9], O

171 Obwohl wir den Primzahlsatz in die-
ser Vorlesung nicht beweisen werden,
wird er uns im Laufe dieses Skripts noch
einmal begegnen.

181 Allerdings werden wir im Ubungs-
betrieb untere und obere Schranken fiir
% herleiten.

Togx

91 P. Bundschuh. Einfithrung in die Zah-
lentheorie. Springer-Lehrbuch. [Springer
Textbook]. Springer-Verlag, Berlin, se-

cond edition, 1992. ISBN 3-540-55178-6
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X
log x
Primzahlen < x gibt. Nun fiel Riemann auf, dass man eine starke Ver-

viele

Der Primzahlsatz besagt also, dass es asymptotisch etwa

besserung des Primzahlsatzes erhalten wiirde, wenn man eine starkere
Aussage tiber die nullstellenfreien Regionen der Riemannschen Zeta-
Funktion zeigen konnte. Dies fithrte ihn auf die beriihmte

Vermutung (Riemannsche Vermutung). Alle Nullstellen der Riemann-
schen Zeta-Funktion auf dem kritischen Streifen

{s€C:0<Re(s) <1}
befinden sich auf der Geraden {s € C : Re(s) = 1 }.

Wir mochten noch kurz erkldren, wie der kritische Streifen zu sei-
nem Namen kommt: Man kann zeigen, dass die Riemannsche Zeta-
Funktion eine wunderschone Symmetrie besitzt. Die Riemannsche Zeta-
Funktion erfiillt fiir alle s € C \ {1} die Funktionalgleichung

s/2r (%) g(s) =192 <12_S) 7(1—s),

mit der Gamma-Funktion I'(s) := [~ #*~!e~'dt. Diese Funktionalglei-
chung setzt die Werte der Riemannschen Zeta-Funktion fiir s € C mit
Re(s) > 1 mit den Werten Re(s) < 0 in Beziehung. Da wir wissen,
dass es keine Nullstellen mit Re(s) > 1 gibt, kennen wir dank der
Funktionalgleichung auch alle Nullstellen mit Re(s) < 0. Der einzi-
ge Streifen, auf dem wir die Nullstellen nicht verstehen ist somit der
Streifen 0 < Re(s) < 1. Dies erklirt die Bezeichnung kritischer Streifen.

Zuletzt mochte ich noch kurz auf die Werte der Riemannschen Zeta-
Funktion an den negativen ganzen Zahlen eingehen. Dank der Funk-

tionalgleichung folgern wir aus dem Eulerschen Satz[2°] Bl Details dazu werden wir auf dem
Ubungsblatt 11 sehen.
By
1—-n)=——.
{1—n) ==

Bitte nehmen Sie sich ein paar Sekunden Zeit um iiber diese Formel
zu staunen:

* Im Gegensatz zur Eulerschen Formel gilt diese Formel fiir alle ne-
gativen ganzen Zahlen.

* Der Grund, wieso uns die Funktionalgleichung dennoch nur etwas
tiber die geraden positiven Zahlen sagt, ist, dass die Vorfaktoren
der Funktionalgleichung an den geraden negativen Werten einen
Pol haben.

¢ Die Formel an den negativen Werten ist viel einfacher!

¢ Wir haben den Definitionsbereich der Riemannsche Zeta-Funktion
durch einen komplizierten analytischen Fortsetzungsprozess von
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{s € C : Re(s) > 1} auf die punktierte komplexe Ebene C \ {1}
erweitert. Auf den ersten Blick wiirde man nun beim Auswerten
der Riemannschen Zeta-Funktion an den negativen ganzen Zah-
len jeden Wert erwarten, aber sicherlich keinen rationalen. Umso
erstaunlicher ist es, dass sogar alle Werte an negativen ganzen Zah-
len rational sind.[2"]

A proof that Euler missed

Die Eulersche Formel

(27i)?"

{(2n) = _mBZn-

wirft unmittelbar die Frage nach den Werten der Riemannschen Zeta-
Funktion an den ungeraden natiirlichen Zahlen auf. Diese Frage ist
ungemein schwieriger. Zwar geht man davon aus, dass jede der Zahlen

¢(3),2(5), -

transzendent ist, aber bisher konnte die Transzendenz fiir keine einzi-
ge der Zahlen

{2n+1) furn>1

nachgewiesen werden. Apérys Beweis der Irrationalitit von (3) im
Jahre 1979 war eine mathematische Sensation. So wird zum Besipiel
dem beriihmten Mathematiker Carl Ludwig Siegel das folgende Zitat
zu Apérys Beweis zugeschrieben:

,Man kann diesen Beweis nur wie einen Kristall vor sich her tragen.”

Noch erstaunlicher ist, dass Apérys Beweis ziemlich elementar ist. Das
folgende Zitat des Mathematikers van der Poorten bringt das schon
auf den Punkt:

A proof that Euler missed...”
Bis heute ist {(3) die einzige der Zahlen
(2n+1) furn>1

fur welche die Irrationalitdt bewiesen wurde. In dieser Vorlesung moch-
ten wir uns mit einem Beweis des Satzes von Apéry beschiftigen, der
auf Frits Beukers zuriick geht.

Abschitzung fiir kgV(1,...,n)
In den folgenden Irrationalitdtsbeweisen werden die Zahlen

dy :=kgV(1,...,n)

11 Ein noch groBeres Wunder ist, dass
diese Zahlen auch noch schéne Kon-
gruenzen erfiillen, wenn man sie modu-
lo Primzahlpotenzen betrachtet. Und ein
noch noch noch viel groieres Wunder
ist, dass die negativen Zeta-Werte tieflie-
gende arithmetische Informationen ent-
halten. Die Tatsache, dass der Ring

Z[X]/(X690+X659++X2+X+1)

kein Hauptidealring ist, ldsst sich in ge-
wisser Weise durch {(—11) = ;3255 er-
klaren. Aber das wiirde an dieser Stelle
viel zu weit fithren.
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eine wesentliche Rolle spielen. Insbesondere bendtigen wir eine Aus-
sage tiber das Wachstum der Zahlenfolge (d,),>1. Die folgende Ab-
schatzung kann man aus dem Primzahlsatz, Satz 4.1.12, folgern.

Proposition 4.2.1. Fiir alle hinreichend grofien natiirlichen Zahlen n gilt2?]
d, < 3"

Beweis. Siehe Aufgabe 2 auf Blatt 11. O

Der Satz von Apéry!?3]

Die Idee des Satzes von Apéry ist leicht erklart. Wir konstruieren zwei
Folgen (A;),>0 und (B,),>0 ganzer Zahlen mit der Eigenschaft(24]

0 < |An+ BxC(3)| — 0 fiir n — oo.
Wire ((3) = ¢ eine rationale Zahl, so wire
([bAy + aBu|)n=0

eine von Null verschiedene Folge ganzer Zahlen, die gegen Null kon-
vergiert — ein Widerspruch.

Fiir die Konstruktion der Zahlenfolgen (A ),>o und (By),>0 beno-
tigen wir das folgende Lemma:

Proposition 4.2.2. Fiir v,s € INg betrachten wir das Integral
bt log(xy)
L= ——=—Lx"y dxdy.
1 /0 /0 1—xy Xy axay

(a) Fiirr > s gilt125]
I € Z.

Hierbei erinnern wir an die Definition d, = kgV(1,...,7).

(b) Fiir r = s haben wir
"1
M:zam—zf.
k=1

Insbesondere gilt d21,, € Z + [ (3)Z.

Beweis. Durch partielle Integration sehen wir fiir kK > 0, dass

1 1
/ log(x)x"dx = lim/ log(x)x"*dx (4-9)
0 e—0Je
_ # lim [xr+k+l log(x)]l _ /1 1 L g
r+k+4+1e-0 ¢ Je x

-1
 (r+k+1)%

122 Tatsichlich kann man sogar zeigen,
dass

gilt.

231 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-
deo:

24 Wir konnen die folgende Gleichung
auch wie folgt interpretieren: Die Folge
(%) rationaler Zahlen approximieren
{(3) sehr gut. Die Idee Irrationalitit oder
Transzendenz reeller Zahlen durch ratio-
nale Approximationen zu zeigen kennen
wir bereits aus den ersten Kapiteln der

Vorlesung.

[25 Wir bemerken an dieser Stelle, dass
I;s = I, somit konnen wir zur Berech-
nung von Ir; ohne Einschrankung stets
r > s annehmen.
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Unter Verwendung der Gleichungskette (4.9) und der geometrischen
Reihe erhalten wir nun

Is = / /  log(ay) 'y dxdy
- 7/ (Z/ log(xy)xr+kys+kdx> dy
0o \/=/o
1 [ e 1 1
= —/O Zlog(y)y”k/0 X"y dy+ys+k/0 log(x)x"Fdx
S+klogy ys+k
__Z/ <r+k+1 (r+k+1)?2 ay.-

Indem wir nun (4.9) auf das erste der beiden Integrale anwenden, er-

halten wir

[e9)

; _2( 1 N 1
T EN+HkFD)(s+k+1)2 T (r+k+1)2

(s+k+l)> - (410

a) Fiir r > s konnen wir die Terme auf der rechte Seite von (4.10) wie
folgt umformen

1 1
kD +h+12  r+hk+12G6+k+1)

1 1 1
C (r+k+1D)(s+k+1) (s+k+1+r+k+1)
1 (r+k+1)—(s+k+1) 1o, 1
S r—s (r+k+1)(s+k+1) \s+k+1 r+k+1

1 1 L
T r—s\s+k+1 r+k+1 s+k+1 r+k+1

1 1 1
T r=s <(s+k+1)2 a (r+k+1)2>'

Setzen wir dies in Gleichung (4.10) ein, so erhalten wir

b3 ( 11 )_ 1 fis 1
P Er—s \(s+k+1)2 (r+k+1)?2)  r—s/= (s+k?

Fir1l <k <r—sists+kinder Menge {1,...,r} enthalten. Somit ist
kgV(1,...,r) ein Vielfaches von s + k, also

1
[ ——Y A

FGrkeE S
Da auch 1 < r —s < r gilt, erhalten wir ebenfalls

ih——cz.

r—s
Insgesamt also
d2

A1 drris LS eZ
TS T Y 4 (s +k)? '
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(b) Fiir r = s konnen wir (4.10) schreiben als

I”_ZZ< r+k+1) )

Da k3 stets ein Teiler von 43 ist, folgt auch die Behauptung iiber die
Ganzzahligkeit der Linearkombination. O

Fir n € N definieren wir das Polynom Q, := X"(1 — X)" und
setzen

P, := l' 7(111)'
n!

Wir bemerken, dass P, ein Polynom vom Grad n ist. Nach Lemma
3.1.2 hat dieses Polynom ganzzahlige Koeffizienten.

Korollar 4.2.3. Es existieren Folgen ganzer Zahlen (Ay)yen und (By)neN
mit der Eigenschaft

3 [ log(xy) _
dn/o /0 PPy = A+ B (3).

Beweis. Wir definieren die ganzen Zahlen a4, fiir 0 < r,s < n indem
wir das Polynom P, (X)P,(Y) € Z[X, Y] ausmutliplizieren:

n n
Py (X)Py(Y) = 2 Z ars X"Y5.
r=0s=0
Wir definieren nun

By:=d>-2-(agp+ajy+-+any)

und

< ) Zarslrs>—22a,rzk3.

0<s<r<n

Wir bemerken, dass A, und B, ganze Zahlen sind. Aus Proposition
4.2.2 folgt:

B [ [ BB p, (i = 4, + BG ).

Wir konnen nun die Irrationalitdt von {(3) beweisen:

Satz 4.2.4 (Apéry). Die Zahl {(3) ist irrational.
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Beweis. Wir haben bereits fiir jedes n € IN ganze Zahlen A, und B,
mit der Eigenschaft

Ll log(x
dz/o /0 - 1g—(xyy) Py (x)Py(y)dxdx = Ap + Bn(3)
konstuiert. Wir mochten nun zeigen, dass
0 < |An+ Bxl(3)| = 0 mit n — oo

gilt. Um das Integral abzuschétzen, ist folgende Umformung niitzlich:

Behauptung: Es gilt

I e A W N e

mit Qn(x) = x"(1 —x)".

Beweis der Behauptung: Wir erinnern zundchst an

_ 1 m)
Pr= Qi

Da Qj, jeweils eine Nullstelle der Ordnung # bei 0 und 1 hat gilt
Q0 =@’ (1) =0

fiir 0 < k < n — 1. Wir bemerken zunichst fiir x, y € [0, 1] die Integral-

formell26] IMan bemerke, dass ,M eine
Stammfunktion fiir - ist und setze
L Py(x)P log(x 1-az
n( ) n(y) dz = — g( y)Pn( )P (y) a=1-—xy.

Jo 1—(1—xy)z 1—xy

Unter Verwendung dieser Formel erhalten wir durch wiederholte par-
tielle Integration beziiglich der Variablen x, dass

[ -5 p sty
:///01_1_ ey vz

B /// e Qn <>)dxdydz

o ) e

. (n—2)
=l /0 /O /O Pn(y)z(yz)zmdxdydz

l 1 1 1 | " Qn(x)
:m/o /0 /0 Pu(y)n!(yz) (17(17xy)z)n+1dxdydz
o . On(x)
=[] w2 T ey
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Fiir jedes x,y € [0,1] definiert die Abbildung
L 1—z
1—(1—xy)z

einen selbstinversen Diffeomorphismus(?7] [0,1] = [0, 1]. Entsprechend
fihrt die Variablensubstitution

X =u
y =0
1—w
=
1-(1—uv)w

im Integranden der obigen Formel zu

Py(y)(yz)" 1- (1(22(;/))2);#1

o e v ey
= P,(v)0 ((1_(1_uv)W)) (1—(%»“1
1= (1-wo)w)

= Pa(0) (1= )" (1 — w)"———

Die obige Variablensubstitution ergibt somit

_log(xy)
/ / - xy Py (x) Py (y)dxdy

1271 Ein Diffeomorphismus ist eine stetig
differenzierbare bijektive Abbildung, de-
ren Inverses wieder stetig differnzierbar
ist.

:/O /0 /O Pa(0)(1 — )" (1 — oy L= (L= 40)) u dudvdw

w (- (1-uw)wp
_ 0 . Do)
_(/0 /0 /o (1—1/1) (177/0) mdﬂdvdw,

wobei der Term m aus der Transformationsformel kommt.

Abermalige n-fache partielle Integration beziiglich v fiihrt schliefslich
zur gewiinschten Formel:

P, (v)
/ / / 1 — Ll 1 - ) mdﬂdvdﬂ)
n n n n 1
:/o /0 /0 (uow)" (1 —u)"(1 - w)"(1 - ) i a 7uv)w)n+1dudvdw
SIS .
= [ [ | QuQu(@)Quw) T T gy o

Dies zeigt die Behauptung.

Wir mochten nun eine Abschédtzung fiir das Integral

/ / / 1—uv )(n+3d“’7lvdw (4.11)




92 DR. JOHANNES SPRANG

zeigen. Da der Integrand auf dem Inneren des Wiirfels [0,1]3 strikt

/ / / 1—uv)Qn)(”+)1

Andererseits zeigt eine einfache Kurvendiskusion die Abschidtzung

positiv ist, gilt

u(l—u)o(1—ov)w(l —w) <(Va-

1)* fiir0 < <1.
(1w ) fir 0 < u,v,w <

Wir erhalten fiir das Integral (4.11) also die obere Schranke

/ / / 1 — MU)Q")(n)l dudvdw

_1 /// = 1_ ))dudvdw

— (V2-1) // 108(19) 1114 — (V2 — 14127 (3).

1—uv

Mit Korollar 4.2.3 und der obigen Behauptung erhalten wir somit
0 < |Ay + BnZ(3)] < d3(vV2—1)42¢(3).

Aus Proposition 4.2.1 folgt wegen 3% (v2 —1)* ~ 0,79 < 1 nun,

dass die rechte Seite fiir n — co gegen 0 konvergiert. Ware {(3) = ¢

rational, so wére
0 < |bAy; + Bya| — 0 fiir n — co

eine von Null verschiedene gegen Null konvergente Folge ganzer Zah-
len — ein Widerspruch. O

Ausblick und offene Fragen

Die Perioden-Vermutung von Grothendieck, eine tiefliegende offene
Vermutung der algebraischen Geometrie, impliziert, dass die Zahlen

27i,7(3),2(5),...,0(2n+1),...

algebraisch unabhéngig tiber Q sind. Tatsdchlich ist bisher fiir keine
konkrete ungerade nattirliche Zahl 2n 41 > 3, die Irrationalitdt von
{(2n+1) gezeigt. Erstaunlicherweise konnte Wadim Zudilin beweisen,
dass mindestens eine der Zahlen

2(5),4(7),£(9),¢(11)

irrational sein muss. An dieser Stelle mochten wir auch erwihnen,
dass die Irrationalitdt der Catalanschen Konstante

G= Z 2n+1

bisher noch unbewiesen ist.
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[rrationalitiit unendlich vieler ungerader Zeta-Werte

Wir haben bereits eine geschlossene Formel fiir {(2n) bewiesen, die
auf Euler zurtickgeht. Die Frage nach der Natur der ungeraden Werte
{(2n 4 1) der Riemannschen Zeta-Funktion ist ungemein schwerer.
Der Satz von Apéry zeigt, dass ((3) irrational ist. Tatsdchlich ist
{(3) der einzige explizite Wert der Riemannschen Zeta-Funktion an
einer ungeraden nattirlichen Zahl, dessen Irrationalitdt wir beweisen
konnen. Umso verbliiffender ist es, dass wir dennoch beweisen kon-
nen, dass es unendlich viele irrationale Zeta-Werte gibt. Dieses Resul-
tat wurde erstmals von Rivoal und Ball-Rivoal im Jahre 2001 gezeigt.

Satz (Rivoal, Ball-Rivoal, 2001). Fiir jedes € > 0 gibt es eine Zahl sy € IN
mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle ungeraden Zahlen s € IN, s > sg gilt

dimg(Q +(3)Q+(5)Q+ - +{(s)Q) > (11—::1)0:;55

Insbesondere sind mindestens % der Zahlen

€(3),8(5),...,¢(s)
irrational.

Insbesondere zeigt dieser Satz, dass es unendlich viele irrationale

Zeta-Werte gibt. Allerdings wichst die untere Schranke fiir die Min-
(1—€)logs
1+log2
gemeinsamen Arbeit mit Stéphane Fischler und Wadim Zudilin konn-

destanzahl an ungeraden Zeta-Werten sehr schwach. In einer

ten wir diese untere Grenze wesentlich verschirfen:

Satz (Fischler-S.-Zudilin, 2018). Fiir jedes € > 0 gibt es eine Zahl sy € IN
mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle ungeraden Zahlen s € IN, s > s sind

mindestens ons
2(175)1‘);13025
der Zahlen
€(3),4(5),---,4(s)
irrational.

Aufbauend auf den Ideen aus dieser Veroffentlichung konnten neu-
lich Li Lai und Pin Yu die untere Schranke weiter verbessern:

Satz (Lai-Yu, 2019). Fiir jedes € > 0 gibt es eine Zahl sy € IN mit der
folgenden Eigenschaft: Fiir alle ungeraden Zahlen s € IN, s > sq sind min-

destens
5
—e), ] ——, ~1,1925...
(co —€) log s o

der Zahlen

irrational.
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Das Ziel der letzten beiden Vorlesungen ist es einen elementaren
Beweis fiir die Existenz unendlich vieler irrationaler Zeta-Werte der
Form {(2n 4 1) zu présentieren.

VW8 Dic Hurwitzsche Zeta-Funktion

Fir s € C mit Re(s) > 1 und & € R betrachten wir die folgende
Verallgemeinerung der Riemannschen Zeta-Funktion:

ad 1
l(s,a) == Eom.

Die Funktion (s, «) wird Hurwitzsche Zeta-Funktion genannt. Man be-
merke, dass {(s,1) = {(s). Die absolute Konvergenz weist man wie im
Falle der Riemannschen Zeta-Funktion nach. Die folgende Gleichung
wird im Laufe des Beweises eine wichtige Rolle spielen:

Lemma 4.3.1. Fiird € N und s € C mit Re(s) > 1 gilt, dass
: ]
ye(sd)=eee
j=1

Beweis. Das folgt sofort aus der folgenden Rechnung:
d ; d oo
Le(d) £ ot
= d Do (ntj/d)
a° 21

:ggf (dn +j)s @ %:dsg(s)'

m=1

Hierbei haben wir im vorletzten Schritt verwendet, dass dn + j fiir
n € Noundje€ {1,...,d} alle natiirlichen Zahlen genau einmal durch-
lauft. O

VEWA  (lberblick iiber den Beweis

In der heutigen Vorlesung mochten wir die Struktur des Beweises er-
kldren. Als Input bendtigen wir dazu die folgende Proposition tiber die
Konstruktion von Linearformen in Hurwitzschen Zeta-Werten und de-
ren Eigenschaften. Fiir natiirliche Zahlen s und D betrachten wir die
Folge rationaler Funktionen (R, ),cN, die durch

H3Dn< —n +]/D)
]: (X +j)s+1

R, := D3Dnn!5+l—3D (4‘12)

definiert ist.

Proposition 4.3.2 (Linearformen in Hurwitzschen Zeta-Werten). Ange-
nommen s ist ungerade, D ist gerade und es gilt die Ungleichung s > 3D,
dann gelten fiir die in (4.12) definierten rationalen Funktionen die folgenden
Eigenschaften:
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(a) Fiirn € N und jedes j € {1,..., D} konvergiert die Reihe

Tnj: Z Ry(m+j/D)

m=1

absolut und es gilt

Tnj = po;j +030(3,j/D) +p50(5,j/D) + - -+ psl(s,j/ D)

mit geeigneten rationalen Zahlen pq; und p;. Fiir 3 < i < s hiingen die
rationalen Zahlen p; nicht von j abl28l,

(b) Fiirn e Nund1 <i<sgilt
&g ez und d5po; € Z.
Hier erinnern wir an d, = kgV(1,...,n).
(c) Fiirj,j’ € {1,...,D} gilt

o
0 < lim |rnj|1/” <376 upd  lim L =1.
n—oo = n—00 T,

Beweis. Wir werden die Beweise der Aussagen dieser Proposition im
néchsten Abschnitt skizzieren. O

Wir werden nun unter Voraussetzung der obigen Behauptungen die
Existenz unendlich vieler irrationaler Zeta-Werte zeigen. Der Beweis
basiert auf dem folgenden einfachen Irrationalitatskriterium:

Lemma 4.3.3. Seien ay,...,an reelle Zahlen und (l,),enN eine Folge von
Null verschiedener Linearkombinationen

I, = agn)ocl +-- 4+ a%’)aN € IR?QO
mit ganzzahligen Koeffizienten a§">, . ,ag\’;) € Z. Falls
lim [, =0,
n—oo
dann ist mindestens eine der Zahlen a1, . .., ay irrational.

Beweis. Angenommen alle Zahlen a4, ..., a wéren rational, dann gé-
beesein M € N mit Ma; € Z firi=1,...,N. Somit wire

(m)

(Mln)ne]N = (ﬂgn)Mﬂq +etay M“N)nelN

eine Folge von Null verschiedener ganzer Zahlen, die gegen Null kon-
vergiert - ein Widerspruch. O

Satz 4.3.4. Unendlich viele der Zahlen
2(3),¢(5),...,02n+1),...

sind irrational.

1281 Selbstverstindlich hingen die Koef-
fizienten pg; und p; auch von n, D
und s ab. Der Leserlichkeit halber, un-
terdriicken wir diese Abhédngigkeiten in
der Notation.
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Beweis. Angenommen, es gibe nur endlich viele irrationale Zeta-Werte
an ungeraden nattirlichen Zahlen, sagen wir

(i), -, C(im)

mit 3 =i < --- < i. Wir setzen ip := 1 und wéhlen eine gerade
Zahl D mit genau m + 1 Teilern, zum Beispiel D = 2. Seien dy, . .., on
die Teiler von D. Proposition 4.3.2 (a) liefert uns fiir eine hinreichend
grofle Zahl ungerade natiirliche Zahl s jedes j € {1,..., D} Folgen von
Linearformen in Hurwitzschen Zeta-Werten

nj = Po;j + 3;( piC(i,j/ D).
iun_gie?:de

Fiir jede Zahl 0 < r < m setzen wir

or
ln,r = di:-ll E rn,jD/(Sr'
j=1
Man beachte, dass hierbei jede der Zahlen jD /6, eine ganze Zahl aus
der Menge {1,...,D} ist, da J, ein Teiler von D ist. Somit ist njD/é,

wohldefiniert. In Anbetracht von Lemma 4.3.1 erhalten wir

Ly = d5) ZPO,;D/&, + Z Y. pic(i,j/6r)
j=1 3<i<s
i ungerade

=d5t] ZPO,]D/or + Y pidig(i)
j= 3<i<s
i ungerade

Aus Proposition 4.3.2 (b) folgern wir die Ganzzahligkeit der Koeffi-
zienten dieser Linearformen:

by €Z4B)Z+LB)Z+ - +(5)Z.

Andererseits konnen wir auch die Konvergenzgeschwindigkeit der
Folge (Iy,)nen gut kontrollieren. Aus Proposition 4.3.2 (c) folgern wir

. l . o "n,iD /6,
lim S+’Ir = lim Z’Ji/':ér.
n—oo +17’n 1 n—>oo].:1 "

Indem wir Proposition 4.2.1 beachten und nochmals Proposition 4.3.2
(c) anwenden, erhalten wir

y ey 3 —(s+1)
: n __ : S n
0.< Jim sl = fim o A< ()
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Somit konvergiert die Folge (I;)nen fiir n — oo gegen Null und alle
bis auf endliche viele Folgenglieder sind ungleich Null. Da die Koeftfi-
zienten der Linearkombination ganzzahlig sind, konnten wir Lemma
4.3.3 anwenden, um die Irrationalitdt einer der Zahlen

¢(3),2(5),---,¢(s)

zu zeigen. Wir hétten damit allerdings nichts gewonnen, da wir ja be-
reits wissen, dass {(3) irrational ist. Nun kommt der entscheidende
Trick: Wir haben nicht nur eine Folge von Linearkombinationen kon-
struiert, sondern fiir jeden Teiler 6, von D eine solche Folge:

lno =d5t 5 <Z 00,iD /8 + P356C(3) + 05535 (5) + - - - +Ps55§(5)>

j=1

Iy =dyl (Zpo,,ma1 +0367(3) +ps6rG(5) + -+ +ps iC(S))

]

Inm =dy", (Z 00,076, T 03608 (3) + 0563,8(5) + - - + P53, G (S)> :
j=1

Die Koeffizienten der Zeta-Werte in diesen Linearkombinationen sind

sich sehr dhnlich. Tatsachlich unterscheiden sie sich nur um gewisse

Potenzen der Form 4. Indem wir nun geschickt Linearkombinationen

der obigen Linearformen bilden und beachten, dass die Matrix

io iq i

6 o - (SQ’”
10 11 1

R

A= . . € Mm+1,m+l (Q)

i i i

50 S ... O

invertierbar ist29], kénnen wir die Zeta-Werte 291 Siehe Ubungsblatt 13.

¢(in), -, Clim)

aus den Linearformen eliminieren. Wir erldutern das nun genauer: Da
A invertierbar ist, existieren ganze Zahlen (w;),—o,. ,, mit der Eigen-
schaft, dass

m . m .
Z ., = 0 fiir jedesje{1,...,m} und E w6 #0.  (4.13)
r=0 r=0

Wir definieren nun
m
L, = Z Wyly,r
r=0

und konnen [, als Linearkombination von Zeta-Werten schreiben:

m
i .
I = Z Wy Z dn+1PO,]D/f5r + ), df +1Pz (Z wr5r> g().
3<i<s r=0
i ungerade —
=0 fiir i€{i1,....im }
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Per Konstruktion, siehe (4.13), verschwinden fiir i € {iy,..., iy} die
Koeffizienten

m .
CARTID I
r=0
vor {(i). Wir erhalten also

I, € Z+ ) (i) Z.

3<i<s ungerade

i&{i1,.im }
Andererseits gilt
. Lowyl L
C:= lim — = erol T — lim Z wydy £ 0
=00 1y | n—oo df:_ﬂ'n n—oo =

Somit sind alle bis auf endlich viele Terme der Folge I, ungleich Null
und es gilt

Tim (1,17 = Tim |C-d3y - [V < 1.
Nach Lemma 4.3.3 ist mindestens eine der Zahlen

(i) fur i ungerade und i & {i1,...,im}
irrational. Dies widerspricht allerdings der Annahme, dass

(i), -, C(im)

bereits alle irrationalen ungeraden Zeta-Werte sind. Somit muss es un-
endlich viele irrationale Zeta-Werte der Form {(2n + 1) geben. O

Ausblick und offene Fragen

Die Riemannsche Zeta-Funktion ist das einfachste Beispiel einer L-
Funktion. L-Funktionen zu verschiedenen mathematischen Objekten
spielen eine entscheidende Rolle in der Zahlentheorie und enthalten
tiefliegende arithmetische Informationen. Eine relativ einfache Klasse
von L-Funktionen sind die Dirichletschen L-Funktionen. Ein Dirichlet-
Charakter ist ein Gruppenhomomorphismus

x: (Z/NZ)* - C*.

Wir konnen einen Dirichlet-Charakter zu einer Funktion auf Z fortset-
zen, indem wir fuir n € Z definieren

X(nmod N) falls ggT(n,N) =1

x(n) ==
0 sonst.
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Wir nennen den Dirichlet-Charakter gerade, falls x(—1) = 1, andern-
falls nennen wir ihn ungerade. Die Dirichletsche L-Funktion zu einem
Dirichlet-Charakter y ist definiert als

L(s,x) := ,1;1 Xr(l?), fiir s € C mit Re(s) > 1.
Man kann sich nun fragen, was man {iber die Werte der Dirichletschen
L-Funktionen an den nattirlichen Zahlen aussagen kann. Tatsdchlich
kann man zeigen, dass fiir einen geraden Dirichlet-Charakter die Wer-

te
L(x,2n)

2n
algebraisch sind, wahrend fiir einen ungeraden Dirichlet-Charakter

die Werte
L(x,2n+1)
7T2”+1

algebraisch sind. Uber die verbleibenden Werte der Dirichletschen L-
Funktionen ist so gut wie nichts bekannt. Ahnlich zur Riemannschen
Zeta-Funktion kann man zwar zeigen, dass es unter den verbleibenden
Werten stets unendlich viele irrationale geben muss, aber tiber konkre-
te Werte weif man quasi gar nichts. Die Frage nach der Irrationalitat
der Catalanschen Konstante konnen wir nun umformulieren zur Frage
nach der Irrationalitdt des L-Werts

L(X4/ 2)

xa: (Z/4Z)% = {1,3} - C*

und

Linearformen in Hurwitzschen Zeta-Werten

In der letzten Vorlesung haben wir, unter der Annahme gewisser Be-
hauptungen tiber Linearformen in Hurwitzschen Zeta-Werten, bewie-
sen, dass unendlich viele der Zeta-Werte

73),2(5),...,02n+1),...

irrational sind. Der Beweis basiert auf Linearformen in Hurwitzschen
Zeta-Werten und deren analytischen und arithmetischen Eigenschaf-
ten. In der heutigen Vorlesung mochten wir die Konstruktion dieser
Linearformen erklaren und die Beweise der analytischen und arithme-
tischen Eigenschaften skizzieren.
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Partialbruchentwicklung rationaler Funktionen!3°!

In Proposition 4.3.2 (a) haben wir behauptet, dass Reihen der Form

(e}
Tnj= ), Ru(m+j/D)
m=1
Linearformen in Hurwitzschen Zeta-Werten liefern. Um dies zu bewei-
sen, werden wir die Partialbruchentwicklung rationaler Funktionen[31]
benotigen:

Satz 4.4.1 (Partialbruchentwicklung). Seien ay, ..., ay, paarweise verschie-
dene Elemente eines Korpers K C C und iy,...,iy natiirliche Zahlen. Sei
Q= (X —ap)i...(X —ay)™ und P € K[X] mit degP < degQ.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Elemente ay; € K mit 1 < k < m und
1 <i < iy, sodass

iz

=i ( _"‘k

Die Koeffizienten ay ; lassen sich berechnen durch

et (&) (o)

Beweis. Siehe Ubungsblatt 13, Aufgabe 3. O

(4.14)

X:le

Das folgende Resultat wird niitzlich sein, um die arithmetischen
Eigenschaften der Linearformen, siehe Proposition 4.3.2 (b), zu studie-
ren:

kw paarweise ver-
,im € IN. Wir

Lemma 4.4.2. Seien n, m natiirliche Zahlen und kq, . . .,
schiedene Elemente aus der Menge {0,...,n} sowie iy, ...

betrachten nun die Partialbruchentwicklung

1
H]mzl(XJfkj)

—ZZ

j=1i=1 X+k)

Dann gilt fiir die Koeffizienten der Partialbruchentwicklung, dass
dy(lzzlzl ia)_ibj,i cZ,

wobei wir an d, = kgV(1,...,n) erinnern.

Beweis. Fiir m = 1 ist die Behauptung trivialerweise erfiillt, wir diirfen
also ohne Einschrankung m > 2 annehmen. Aufgrund der Symmetrie
reicht es aufierdem die Formel fiir j = 1 zu zeigen. Nach (4.14) berech-
net sich der Koeffizient b; ; wie folgt unter Verwendung der Leibniz-
Regell3?]

BBl Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-
deo:

fromdTel Felnktion ist ein Quoti-
ent zweier Polynome

B2l Wir verwenden hier die allgemeine
Leibniz-Formel fiir die n-fache Ablei-
tung eines m-fachen Produkts uy - - - ty:

E(ul---um)(”)
- ¥ Lm0y,

... ]
et =n ni: M2

Diese Formel kann man induktiv aus der
Produktregel fiir Ableitungen folgern.


https://mediathek2.uni-regensburg.de/playthis/5f16be41f08991.17993436
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() (0 )

Al (ﬁm )

= IIZ ( > (X + ko)
Ip,.. lm>0 o= D‘
Lt Ly =iy —i X=—k

X=—k

X=—k,

lz,...,lmZO a=2
Iyt ot Ly =ig —i

Wir bemerken, dass k - € Z. Wegen
m m m
Z(ia+la) =i —i+ Ziﬂ‘ = Zi“ —i
a=2 a=2

folgt die Behauptung. O

Die Stirlingsche Formel

Die Stirlingsche Formel beschiftigt sich mit dem asymptotischen Wachs-
tum der Folge (n!),cN. Wir werden etwas allgemeiner das Wachstum
der Gamma-Funktion I': Ryg — R,

):/ #le7tdt, x>0
0

fiir x — oo studieren. Wir haben bereits auf Ubungsblatt 11 mit Hilfe
von partieller Integration die Formel

I'(x+1)=xl(x)

gezeigt und daraus I'(n) = (n —1)! fiir n € IN gefolgert. Dies gibt
den Bezug zu Fakultdten. Wir nennen zwei Funktionen f,g: Ryo — R
asymptotisch dquivalent und schreiben f ~ ¢ fiir x — oo, falls

)
Mg

Die folgende Proposition studiert das asymptotische Wachstum der

Gamma-Funktion:

Proposition 4.4.3 (Stirlingsche Formel, schwache Version). Fiir alle x >

0 gilt
xxflelfx < r(x) < xxelfx‘
Insbesondere haben wirl33! 133 Man kann diese Aussage stark ver-
x bessern. Mit etwas mehr Aufwand kann
r(x)l/x ~ = fiir x — co. man zum Beispiel
e

I(x) ~ \/?(%)X fiir x — oo

zeigen. Aber auch diese stirkere Aussa-
ge lasst sich noch weiter verbessern.
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Beweis. Wir definieren 1 (x) := %logl"(x) = 2 ynd zeigen zu-

néchst die folgende Behauptung;:
Behauptung: Fiir alle x > 0 gilt
1
log x — p < ¢(x) < logx. (4.15)

Beweis der Behauptung: Aus T'(x +1) = xI'(x) folgt einerseits durch
Logarithmieren

logT'(x+1) —logI'(x) = log x. (4.16)

und durch Ableiten 1

P(x+1) =yp(x) + e
Nach dem Zwischenwertsatz folgt aus (4.16) die Existenz eines Ele-
ments ¢ € (x,x + 1) mit

logT'(x+1) —logT'(x) = ¢({).

Da 1p wachsend ist, gilt

P(x) < 9P(&) =log(x) < p(x+1) = p(x) + %

und die Behauptung ist bewiesen.

Indem wir (4.15) von 1 bis x integrieren und

X
/ (1)t = logT'(x)
N
beachten, erhalten wir
(x—1)logx —x+1<logI'(x) < xlogx —x+ 1.

Die Aussage der Proposition folgt hieraus durch anwenden der Expo-
nentialfunktion. O

Wenn wir uns in Proposition 4.4.3 auf Werte der Gamma-Funktion
an natiirlichen Zahlen beschrianken, erhalten wir:

Korollar 4.4.4. Es gilt [34]
Vnl ~ g fiir n — oo.

Linearformen in Hurwitzschen Zeta-Werten und ihre Eigenschaften

Das Ziel des folgenden Abschnitts ist es den Beweis der Proposition
4.3.2 zu skizzieren. Wir erinnern zunéchst an die Definition der ratio-
nalen Funktionen R, fiir natiirliche Zahlen n, D und s, siehe (4.12):

15 (X —n+j/D)
(X + )5t

er . D3D"n'5+l_3D

B34 Streng genommen haben wir nur u ~
v bisher nur fiir Funktionen u,v: Rsg —
R definiert. Fiir Folgen (a,)yen und
(bp)nen definieren wir analog a, ~ by
fiir n — oo, falls

lim 2% — 1.
n
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Im Folgenden werden wir stets annehmen, dass D gerade und s un-
gerade ist und s > 3D gilt. Die Annahme s > 3D impliziert, dass der
Grad des Zihlers von R, kleiner ist als der Grad des Nenners. Des
Weiteren bemerken wir, dass jede der Zahlen j = 0,—1,..., —n eine
einfache Nullstelle des Produkts im Zahler ist. Somit besitzt R, nur
Pole der Ordnung s in j = 0, —1,..., —n. Nach Satz 4.4.1 hat R, somit
eine eindeutige Partialbruchentwicklung der Form

Ry = Z Z ﬁ (4.17)

Als erstes werden wir Teilaussage (a) aus Proposition 4.3.2 bewei-
sen. Genauer zeigen wir die folgende etwas prézisere Aussage, welche
Proposition 4.3.2 (a) impliziert.

Lemma 4.4.5. Fiir n € N und jedes j € {1,..., D} konvergiert die Reihe
Fji= ), Ra(m+j/D)
m=1

absolut und es gilt

Tnj = Po,j + 3;( pi¢(i,j/ D).
iun_gle@zsde

Hierbei sind die Koeffizienten p; fiir 3 < i <'s gegeben durch

n
pi = Z A
k=0

Der nullte Koeffizient liisst sich fiir j € {1,..., D} durch die Formel
- a,i
Poj =~ Z EZ (I+j/D)

beschreiben.[35]

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass R, (X + j/D) keine Pole in den
natiirlichen Zahlen besitzt. Fiir k hinreichend grof gilt R,,(k+j/D) >
0, somit folgt aus Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 13 die absolute Konver-
genz der Reihe 1, ;.

Nun zeigen wir, dass sich Tnj als Linearkombination von Hurwitz-
schen Zeta-Werten schreiben ldsst. Unter Verwendung der Partialbru-
chentwicklung

ki
R, = el
" k;m:l (X + k)t

135 Wir weisen nochmal explizit darauf
hin, dass die Koeffizienten p; fiir 3 <i <
s nicht von j abhéngen.
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erhalten wir:

ETEOIS 3 T

m=1 m=1i=1k=0 (m +k+ )i

oo

Mit Blick auf die Partialbruchentwicklung von R, sehen wir nun, dass

n

Y g = J}Lr{}o xR, (x) =0,
k=0

und der Term ((i,j/D) fir i = 1 verschwindet in der obigen For-
mell3¢], Wir erhalten

rji= Y Ra(m+L) =po;+ ¥ 0id(ij/D)
m=1 2<i<s
mit

n
Pi = Z ki
k=0

fir3<i<s,und

¥ g i
100,]_ ;ZZ(Z—F]/D)I

Es verbleibt nur noch das Verschwinden der Koeffizienten p; fiir
gerade Indizes i zu zeigen: Wir erinnern daran, dass wir am Anfang
des Kapitels die Zahlen D und s so gewéhlt haben, dass s ungerade
und D gerade ist. Eine direkte Rechnung zeigt nun

Ru(—X — 1) = —Ru(X).

Indem wir in dieser Gleichung auf beiden Seiten die Partialbruchent-
wicklung von R, anwenden, sehen wir

Da die Partialbruchentwicklung einer rationalen Funktion eindeutig
ist, folgt
i = —p_ji(—1)".

13 Vielleicht haben Sie gemerkt, dass ich
an dieser Stelle gemogelt habe, denn fiir
s = 1 hat die Funktion s — {(s,j/D)
einen Pol. Man kann das obige Argu-
ment prédzise machen, wenn man die
obige Rechnung zunéchst fiir die Reihe

21 Ry (m+ %)zm

mit |z| < 1 durchfiihrt und dann z gegen
1 laufen lasst.
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Setzen wir diese Gleichung in die definierende Gleichung der Koeffi-
zienten p; ein, so erhalten wir fiir gerade Indizes i:

n

n
= Z ki = 2 —n—k,i = —Pi-
k=0

k=0
Hieraus folgt, dass p; fiir gerade Indizes verschwindet, und die Aus-
sage der Proposition ist gezeigt. O

Im néchsten Schritt studieren wir die arithmetischen Eigenschaften
der Koeffizienten der in Lemma 4.4.5 konstruierten Linearformen r,, ;.
Das folgende Lemma beweist die Aussage (b) in Proposition 4.3.2.

Lemma 4.4.6. Fiirn € Nund1 <i <s gilt
& ez (4.18)
und
d; 100 € Z. (4.19)
Beweis. Fiir jede Zahl a € %Z definieren wir
" (X+at )
—o(X+7)

FKX = Di’l

und betrachten die zugehorige Partialbruchentwicklung

n

A
Fo=) —%.
= Xtk

In Anbetracht von (4.14) kénnen wir die Koeffizienten A, explizit

berechnen und erhalten

<—1VAM~—<Z)H?1QXZ_k)+D

(iy(Ple—brtm) ifa—k >0,
=40 if ot <a—k<0,
()" (HCEIT) e —k <

Die Partialbruchentwicklung der rationalen Funktion

n!

Gi=——+—7—
—o(X+7)

ist gegeben durch

L (D)
o= LS

und hat deshalb ebenfalls ganzzahlige Koeffizienten. Wir betrachten
nun die Partialbruchentwicklung der rationalen Funktion

3D-1 n s bk
i

s+1-3D —
¢ TIF %%—E%, (X +k)

105
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Indem wir dieses Produkt ausmultiplizieren, die Formeln fiir die Par-
tialbruchentwicklungen von F, und G anwenden, und Lemma 4.4.2
verwenden, sehen wir

AR
Indem wir R, als
Ry(t) = (X —n) GSH173D 3ﬁ1F - (4.20)
—y D
schreiben und die Formel
X—n_ . k+n
X+k X+k

beachten, erhalten wir
ds,fl’iak’i e”Z.
Nun folgt die (4.18) aus

n

s+1—i . s+1—i
dn ;i = Z dn ak,i.

k=0
Der Beweis der Ganzzahligkeitsaussage (4.19) ist dhnlich, wir verwei-
sen auf Lemma 2 in Fischler-S.—Zudilin[37]. O B71S, Fischler, J. Sprang, and W. Zudi-
lin. Many odd zeta values are irrational.
Letztendlich betrachten wir die Asymptotik der Folgen r,, ;: Compositio Mathematica, 155(5):938-952,

2019. DOI: 10.1112/S0010437X1900722X

Lemma 4.4.7. Fiir jede hinreichend grofie ungerade ganze Zahl s und j,j' €
{1,...,D} gilt

G+ ynd  lim Tnj

n—oo ¥

0 < lim |r,;|/" <37
n—oo

i
n,y

Beweis. Wir bemerken zunichst, dass die Summanden R, (m + j/D)
fir 1 < m < n in der Reihe

Tnj = Y, Ru(m+j/D)
m=1

verschwinden, da dies Nullstellen von R, sind. Fiirj € {1,...,D} und
k > 0, definieren wir
i+0
1126 (k+ '5)
[T +k+ £+ £)+

ckj = Ry (n +k+ %) — p3Dn ,y1s+1-3D

sodass sich
Tnj = ) R (m+5) =)k,
m=1 k=0
als Reihe strikt positiver Terme schreiben ldsst. Als nédchstes betrachten
wir die Quotienten

Ckr1j < D k+3n+j+D€) ( k+n+ 4 )S“
Ckj o k+ B ) Nkt 214+ 4/

(4.21)
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Fiir eine positive reelle Zahl x setzen wir k = |xn]. Dann konvergiert
der Quotient % fiir n — oo und jedes j gegen f(x), wobei
g

fio - (827 (52) ™

X x+2

Wir betrachten nun die logarithmische Ableitung von f und erhalten

f(x) D D s+1 s+1 ax* 4+ bx + ¢

flx)  x+3 x x+1 x+2 x(x+D)(x+2)(x+3)

mita = s+1-3D > 0und ¢ = —6D < 0. Somit hat die Ableitung
f'(x) genau eine Nullstelle x; in den positiven reellen Zahlen. Dies
zeigt, dass die Funktion f(x) auf dem Intervall (0,x;] fallt und auf
[x1, +00) wiachst. Wegen lim, o+ f(x) = 400 und limy ;1o f(x) = 1
folgern wir, dass es eine eindeutige positive reelle Zahl xy gibt mit

f(xg) = 1. Bevor wir fortfahren mochten wir erkldren, was die obige
Ck+1,
Ck,j

Rechnung fiir die Folge fiir hinreichend groies n und k = |xn|

bedeutet. Falls n hinreichend grofs ist, wird der Quotient % gut
durch den Wert f(x) beschrieben. Die Existenz einer eindeutigeﬁ reel-
len Zahl xp mit f(xp) = 1 bedeutet dann, dass fiir k = |xon | die Werte
ck+1,; und cx,; etwa gleich grof8 sind.

Im ersten Schritt zeigt man fiir € > 0 und jede hinreichend grofle

Zahl n die Ungleichungskette

(1—e)ry; < Y Chj < T (4.22)
(xo—e)n<k<(xo+e)n

Der Beweis dieser Ungleichungskette ist elementar, aber langlich. Wir

verweisen auf Lemma 3 in Fischler-S.—Zudilin[38]. Die Ungleichung 1¥1S. Fischler, J. Sprang, and W. Zudi-
lin. Many odd zeta values are irrational.

Compositio Mathematica, 155(5):938-952,
manden rund um den Index xpn kommen. Insbesondere folgt 2019. DOT: 10.1112/50010437X1900722X

(4.22) zeigt, dass fast alle Beitrdge der Reihe r,; von wenigen Sum-

. N/n 1 \1/n
Jim (ry,j) ™" = lim (cg ), 5)

mit ko(n) := [xon]. Im Folgenden reicht es also die Asymptotik der
Folge (c% (7,’1 ) j) neN genauer zu betrachten. Wir beginnen zunéchst fiir

beliebiges k mit einer Umformung des Folgenglieds c ;:

¢p = D~ 1p1s+1-3D T2 (Dk+1+§)
! . [T g(n+k-+1+j/D)s*+
— D~ lys+1-3D (3Dn+ Dk+j)! T(n+k+j/D)*! .
(Dk+j—1)! T(2n+k+1+j/D)st1

(4-23)

Wir mochten diese Rechnung nun fiir k = ko (1) verwenden um lim;,_, 0 c}(({ (’; Y
zu berechnen. Fiir x € R gilt

T(x) <T(x+j/D) <T(x+1),
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und somit unter Verwendung der Stirlingschen Formel

n+ko(n) > 4z
e 7

{/r0r ko) /D) ~ i o o)t~

fiir n — oo. Ahnlich berechnen wir

1 e 24xp
YT(2n+ko(n) +1+;/D) ~ (Zn + ko(n))

sowie

3Dn + Dko(n))3D+Dx°

(/(3Dn+Dk0(n)+j)!~< .

und

{/ (Dko(m) +j— 1)t ~ (D"O”)D

e

fir n — oo. Setzen wir nun alles in (4.23) ein, so erhalten wir

Un (n)5+1*3D <3Dn—|—Dk0(n)>3D+Dx° < e )on

“ko(mj "~ e . Dko(n)
n+ko(n) (s+1)(xo+1) e (s+1)(x0+2)
x [ — =02 _°
( e ) (2” + ko("))
((XO + 3)D)(x0+3)D (x() + 1)(s+1)(x0+1)
- (xoD)*oD (xg 4 2)(s+D)(x0+2)
= 8(x0)f(x0)™ = g(x0), (4-24)

x+3\D x4+ 151 x +3)30(x +1)st!
)" ()" und g(x) = ppEHT(x+1)

flx) = ( x x+2 (x +2)2(+1)

Die Ungleichung g(xg) < 3~*1) zeigt man durch eine direkte Rech-

nung, fiir Details verweisen wir auf Lemma 3 in Fischler-S.-Zudilin[39].

Wir mochten diese Ungleichung wenigstens heuristisch erklaren: Mit
Hilfe der Kurvendiskussion der Funktion f am Anfang des Beweises
sieht man leicht, dass xq beliebig klein wird, wenn wir s hinreichend
grofd wahlen. Setzen wir nun einen hinreichend kleinen Wert x( in g
ein, so erhalten wir einen Wert der Gréfienordnung

1

g(x0) = g(0) = (3D)3Dm-

Fir festes D und hinreichend groles s konnen wir also g(0) durch
4~(+1) abschitzen. Indem man dieses heuristische Argument prizise
macht, erhilt man einen Beweis fiir g(xo) < 3~ 1),

Mit dhnlichen Argumenten wie oben lasst sich der Grenzwert
T'n,j

lim — =1
n—o0 1"”’]'/

191G, Fischler, J. Sprang, and W. Zudi-
lin. Many odd zeta values are irrational.
Compositio Mathematica, 155(5):938-952,
2019. DOI: 10.1112/50010437X1900722X
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zeigen. Fiir Details verweisen wir auf Lemma 3 in Fischler-S.~Zudilin[4°],

O

Indem wir die Resultate dieses Abschnitts zusammenfassen erhal-
ten wir einen Beweis fiir Proposition 4.3.2.

Beweis von Proposition 4.3.2. (a) folgt aus Lemma 4.4.5. Lemma 4.4.6
zeigt (b) und die Aussage von (c) wurde in Lemma 4.4.7 bewiesen. [

Dies schliefit den Beweis des Satzes 4.3.4 und damit das letzte Ka-
pitel dieser Vorlesung ab.

Riickblick und Ausblick!4]

Vielen herzlichen Dank, dass Sie sich auf diesen Streifzug durch die
Transzendente Zahlentheorie eingelassen haben. Ich hoffe Ihnen hat
die Vorlesung genauso viel Spafi gemacht wie mir! Wir haben die-

Teil I: Teil 111
Diophantische Zeta-Werte
Approximation

& o <
QE’JZ@ %}9 R 5 @‘@
& (3
Antike _l_ 4843w _l_ 20.h-beude >
&
\py\o“”y xﬂ'}‘s}
Q“\V,o*a @‘fm
& [

se Vorlesung mit der Geschichte der Entdeckung der Irrationalitit aus
dem 5. Jahrhundert vor Christus begonnen und sind im letzten Kapitel
der Vorlesung bei Themen der aktuellen Forschung angelangt. Nattir-
lich konnten wir in dieser Vorlesung nur einen Bruchteil der Themen
der Transzendenten Zahlentheorie anschneiden. Falls nun Ihr Interes-
se an transzendenten Zahlen geweckt ist, kann ich Ihnen nur warms-
tens das Seminar ,, Transzendente Zahlen und Modulformen”, welches
Lukas Prader im Wintersemester 2020/2021 betreuen wird, empfeh-
lenl42l. Bei dieser Gelegenheit méchte ich nochmal Lukas fiir alle Un-
terstiitzung rund um diese Vorlesung und vor allem beim Ubungsbe-
trieb danken. Ohne ihn wire diese Vorlesung sicherlich nicht so ge-
worden, wie sie es ist.

l4olS, Fischler, J. Sprang, and W. Zudi-
lin. Many odd zeta values are irrational.
Compositio Mathematica, 155(5):938-952,
2019. DOIL: 10.1112/50010437X1900722X

411 Zu diesem Abschnitt gibt es ein Vi-

4l Gje finden die Seminarbeschreibung
hier.
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