
Q.59 Teilchen im konstanten magnetischen Feld (F 2018.1)

(a) Wegen A1 = 0, A2 = B0x, A3 = 0 gelten offenbar[
pa, Ab(r)

]
= 0 (falls a 6= 1 und b 6= 2),[

p1, A2(r)
]

= −i~B0

[
∂x, x

]
= −i~B0.

(b) Vereinfachung von H:

H =
1

2m

[
p2x +

(
py − qB0 x

)2
+ p2z

]
.

Da also H (zwar von x, aber) nicht von y oder z abhängt, so folgt

[H, py] = [H, pz] = 0
(

aber [H, px] 6= 0
)
.

(c) Mit dem Ansatz ψ(x, y, z) = χ(x) eip0y/~ finden wir

p2xψ = −~2 χ′′(x) eip0y/~,(
py − qB0 x

)2
ψ =

(
p0 − qB0 x

)2
ψ,

p2zψ = 0,

Somit folgt aus der stationären SGl

Hψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z)

eine 1D SGl für die Funktion χ(x),

− ~2

2m
χ′′(x) +

(qB0)
2

2m

(
x − p0

qB0

)2
χ(x) = Eχ(x).

Dies ist die SGl eines 1D harmonischen Oszillators mit Frequenz

ωB =
qB0

m

(und Gleichgewichtslage x0 = p0
qB0

). Die möglichen Eigenwerte sind

En =
(
n+ 1

2

)
~ωB (n = 0, 1, 2, ...),

die sog. Landau-Niveaus.

1



Q.60 Gebundene Zustände im endlich tiefen Potentialtopf (F 2018.2)

(a) Anwendung von H auf die gegebene Wellenfunktion (2) ergibt

[
− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
φ±(x) =


−~2κ2

2m(
~2k2
2m
− V0

)
−~2κ2

2m

φ±(x) = Eφ±(x).

Folglich besteht zwischen E, k und κ der Zusammenhang

E = −~2κ2

2m
=

~2k2

2m
− V0.

(b) Anschlußbedingungen bei x = a: Stetigkeit von (i) φ±(x) und von (ii) φ′±(x),

(i): β
(
eika ± e−ika

)
= α,

(ii): βik
(
eika ∓ e−ika

)
= −κα.

Da φ+(x) gerade und φ−(x) ungerade sind, so sind die entsprechenden Bedingungen
bei x = −a hiermit bereits automatisch erfüllt.

(c) Einsetzen von (i) in (ii) ergibt

ik
(
eika ∓ e−ika

)
= −κ

(
eika ± e−ika

)
,

eika ∓ e−ika

eika ± e−ika
=
−κ
ik
,

±i
[

tan(ka)
]±1

= i
κ

k
= i

√
k20 − k2
k2

,

also die gewünschte Beziehung: tan(ka) = ±(
k20−k2
k2

)±1/2.

(d) Für die Zustände gerader Parität (oberes VZ, n = 1, 3, 5, ...) lautet diese Beziehung

(ka) tan(ka) =
√

(k0a)2 − (ka)2.

Die Lösungen kn = 1
~

√
2m(En − V0), mit n = 1, 3, 5, ... findet man aus der Skizze:

kn = k0xn, mit den x-Koordinaten xn der Schnittpunkte von Gf (rot) mit Gg (blau).

Die Funktionen f(x) = x tan(k0a x) (rot)
und g(x) =

√
1− x2 (blau),

der Variable x = ka
k0a

,
hier dargestellt für den Fall k0a = 9.
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Q. 65 Unschärferelation (H 2019.1)

(a) Im Fall A = x und B = p2 gilt

[A,B] = [x, p2] = p[x, p] + [x, p]p = 2i~p ⇒ ∆x ·∆p2 ≥ ~
∣∣〈p〉∣∣.

(b) Der Operator A0 = A−〈A〉ψ ist für jede gegebene Wellenfunktion ψ(x) hermitesch,
da A hermitesch ist und folglich 〈A〉ψ reell und damit ebenfalls hermitesch ist.

〈A0〉 =
〈
A− 〈A〉

〉
= 〈A〉 −

〈
〈A〉
〉

= 0,

〈A2
0〉 =

〈(
A− 〈A〉

)2〉
=
〈
A2 − 2〈A〉A+ 〈A〉2

〉
= 〈A2〉 − 〈A〉2 = (∆A)2.

(c) Da A0 und B0 hermitesch sind und γ ∈ R, so gilt

〈χ|χ〉 = 〈ψ|(A0 + iγB0)
†(A0 + iγB0)|ψ〉

= 〈ψ|(A0 − iγB0)(A0 + iγB0)|ψ〉
= 〈ψ|A2

0 + iγ[A0, B0] + γ2B2
0 |ψ〉 = 〈A2

0〉+ iγ〈[A,B]〉+ γ2〈B2
0〉,

wobei wir im letzten Schritt [A0, B0] = [A,B] benutzt haben.1

Bem.: Der Kommutator hermitescher Operatoren A,B ist anti-hermitesch,

[A,B] = iC,

mit einem weiteren hermiteschen Operator C. Daher ist 〈[A,B]〉 rein imaginär

〈[A,B]〉 = i〈C〉, 〈C〉 ∈ R.

(d) Die Funktion f(γ) = 〈χ|χ〉 hat Df = R und Wf ⊆ R+
0 . Es gilt also f(γ) ≥ 0.

Der minimierende Wert γ = γ0 ist gegeben durch f ′(γ0) = 0,

i〈[A,B]〉+ 2γ0〈B2
0〉 = 0 ⇒ γ0 = −〈i[A,B]〉

2〈B2
0〉
∈ R.

Wegen f(γ0) ≥ 0 gilt also

〈A2
0〉+ iγ0〈[A,B]〉+ γ20〈B2

0〉 ≥ 0,

〈A2
0〉 −

〈i[A,B]〉2

2〈B2
0〉

+
〈i[A,B]〉2

4〈B2
0〉

≥ 0,

〈A2
0〉 ≥

〈i[A,B]〉2

4〈B2
0〉

,

〈A2
0〉〈B2

0〉 ≥
〈i[A,B]〉2

4
.

Zieht man hier auf beiden Seiten die Wurzel, so erhält man genau die angegebene
Unschärfereolation.

1In Gl. (2) der Angabe ist statt 〈B0〉2 wohl 〈B2
0〉 gemeint, denn 〈B0〉 = 0.
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Q. 66 Wasserstoffatom in zwei Dimensionen (H 2019.2)

Vorbem.: α = 1
4πε0

e2

~c ≈
1

137
ist die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante.

(a) Es muß für alle φ ∈ [0, 2π) gelten ψ(r, φ+ 2π) = ψ(r, φ), also

µ ∈ Z = {0,±1,±2, ...}.

(b) Nach der angegebenen stationären SGl muß für ψ0(r, φ) = N0 exp(− ν0
aB
r) gelten

(
Ĥ − E0

)
ψ0(r, φ) = N0

[
− ~2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

)
− α~c

r
− E0

]
e−ν0r/aB

= N0

[
− ~2

2m

(
ν20
a2B
− ν0
raB

)
− α~c

r
− E0

]
e−ν0r/aB = 0.

Wegen 1
aB

= mcα
~ impliziert dies[
−mc

2α2

2
ν20 − E0 +

1

r

(
α~c

2
ν0 − α~c

)]
= 0,

also (mit der Ruhenergie mc2 = 0.511 MeV des Elektrons):

ν0 = 2, E0 = −2α2mc2 = −54.5 eV.

• Mit κ = 2ν0
aB

= 4
aB

lautet die Normierungs-Bedingung

1 =

∫
d2r|ψ0|2 = N2

0

∫ ∞
0

dr

∫ 2π

0

rdφ e−κr = N2
0

2π

κ2

∫ ∞
0

duu e−u = N2
0

2π

κ2
,

sodaß N0 = κ√
2π

= 4√
2π aB

.

(c) Für ψ1(r, φ) = N1 r exp(iφ− ν1
aB
r) berechnen wir zuerst die Ableitungen

1

r

∂

∂r

ψ1(r, φ)

N1

=
1

r

(
1 − ν1

aB
r

)
exp

(
iφ− ν1

aB
r
)
,

∂2

∂r2
ψ1(r, φ)

N1

= − ν1
aB

(
2 − ν1

aB
r

)
exp

(
iφ− ν1

aB
r
)
,

1

r2
∂2

∂φ2

ψ1(r, φ)

N1

= − 1

r2
r exp

(
iφ− ν1

aB
r
)
.

Mit der SGl folgt also die Bedingung

0 = − ~2

2m

[
− ν1
aB

(
2− ν1

aB
r

)
+

1

r

(
1− ν1

aB
r

)
− 1

r

]
− r

(
α~c
r

+ E1

)
= − ~2

2m

[
−3

ν1
aB

+

(
ν1
aB

)2

r

]
−
(
α~c + E1r

)
.

Wegen 1
aB

= mcα
~ impliziert dies

ν1 =
2

3
, E1 = −2

9
α2mc2 = −6.05 eV.

• Mit λ = 2ν1
aB

= 4
3aB

lautet die Normierungs-Bedingung

1 =

∫
d2r|ψ1|2 = N2

1

∫ ∞
0

dr

∫ 2π

0

rdφ r2e−λr = N2
1

2π

λ4

∫ ∞
0

duu3 e−u = N2
1

12π

λ4
,

sodaß N1 = λ2

2
√
3π

= 8
9
√
3π a2B

.
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(d) Das Betragsquadrat des Matrixelements 〈ψ0|r|ψ1〉 ist gegeben durch∣∣∣〈ψ0|r|ψ1〉
∣∣∣2 =

∣∣∣∣( 〈ψ0|x|ψ1〉
〈ψ0|y|ψ1〉

)∣∣∣∣2 =
∣∣∣〈ψ0|x|ψ1〉

∣∣∣2 +
∣∣∣〈ψ0|y|ψ1〉

∣∣∣2.
Im Einzelnen findet man

〈ψ0|x|ψ1〉 = N∗0N1

∫ ∞
0

dr

∫ 2π

0

r dφ exp(− ν0
aB
r)
(
r cosφ

)
r eiφ exp(− ν1

aB
r)

= N∗0N1

∫ 2π

0

dφ cosφ eiφ
∫ ∞
0

dr r3 exp(−ν0+ν1
aB

r)

= N∗0N1

∫ 2π

0

dφ cos2 φ︸ ︷︷ ︸
π

(
aB

ν0 + ν1

)4 ∫ ∞
0

duu3 e−u︸ ︷︷ ︸
3!

=
4√

2π aB
· 8

9
√

3π a2B
· π · a4B

(2 + 2
3
)4
· 6

=
27

64
√

6
aB,

〈ψ0|y|ψ1〉 = N∗0N1

∫ ∞
0

dr

∫ 2π

0

r dφ exp(− ν0
aB
r)
(
r sinφ

)
r eiφ exp(− ν1

aB
r)

= i
27

64
√

6
aB.

Damit ergibt sich ∣∣∣〈ψ0|r|ψ1〉
∣∣∣2 = 2

(
27

64
√

6
aB

)2

=
35

212
a2B.
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