Q.59 Teilchen im konstanten magnetischen Feld (F 2018.1)
(a) Wegen A; =0, Ay = Box, A5 = 0 gelten offenbar

[P, Ap(r)] = 0 (falls @ # 1 und b # 2),
[pl, AQ(I')} = —1hB(] [ar; ZL’}

(b) Vereinfachung von H:
L, 2 2
i = 2m [px + <py B qBOm) * pz]

Da also H (zwar von x, aber) nicht von y oder z abhéngt, so folgt
[H,p,] = [H,p.] =0 <aber [H,p.] # ())_

(c) Mit dem Ansatz (x,y, 2) = x(x) eP¥/" finden wir

pi _ —h2 X”(SU) eipoy/h’
9 2
(py — qBy 9€> Y = <p0 — qBy $> 1,
pY = 0,

Somit folgt aus der stationaren SGI

Hi(x,y,2) = EY(x,y,2)

eine 1D SGI fiir die Funktion x(z),

I ey + WL By,

2m 2m qBy

~—

= Ex(z).

Dies ist die SGI eines 1D harmonischen Oszillators mit Frequenz

qBo
m

wp =
(und Gleichgewichtslage xy = q%o). Die moglichen Eigenwerte sind
E, = (n+3)hwg (n=0,1,2,...),

die sog. Landau-Niveaus.



Q.60 Gebundene Zustinde im endlich tiefen Potentialtopf (F 2018.2)

(a) Anwendung von H auf die gegebene Wellenfunktion (2) ergibt

i

R 22
g V@) 0s0) =8 (52 W) boslo) = Bosto)

_ R%k2

2m

Folglich besteht zwischen E, k und s der Zusammenhang

h2K? h2k?
2m 2m 0

b) Anschlulbedingungen bei = a: Stetigkeit von (i) ¢+(x) und von (ii) ¢/ (z),
-
(1> ﬁ(eikaiefika) = a,
(ii): Bik(e* Fe ™) = —ka.

Da ¢, (z) gerade und ¢_(x) ungerade sind, so sind die entsprechenden Bedingungen
bei x = —a hiermit bereits automatisch erfiillt.

(c) Einsetzen von (i) in (ii) ergibt

ik (elk‘a ¥ e—lkza) — —/{(e‘ka + e—lka)’
eika ¥ e—ika —K
oika - oika ik’

kz_kQ
i tan(ka)] " = 1T = iy

also die gewiinschte Beziehung: tan(ka) = j:(kgk;f)ﬂ/?.

(d) Fiir die Zusténde gerader Paritét (oberes VZ, n = 1,3,5,...) lautet diese Beziehung

(ka) tan(ka) = +/(koa)? — (ka)2.

Die Loésungen k, = %N/Zm(En — V), mit n = 1,3, 5, ... findet man aus der Skizze:
k,, = koxy, mit den z-Koordinaten x,, der Schnittpunkte von G (rot) mit G, (blau).

Die Funktionen f(x) = ztan(koa x) (rot)
und g(x) = /1 — 22 (blau),

der Variable x = k%,

hier dargestellt fiir den Fall kga = 9.




Q. 65 Unschéarferelation (H 2019.1)

(a) Im Fall A=z und B = p? gilt

[A,B] = [z,p°] = ple,p] + [z, plp = 2ihp = Az-Ap* > K|(p)|.

(b) Der Operator Ay = A— (A), ist fiir jede gegebene Wellenfunktion ¢(x) hermitesch,
da A hermitesch ist und folglich (A), reell und damit ebenfalls hermitesch ist.

(do) = (A=(A)) = (4) = () =0,
(A = ((A-)) = (2 -2)a147) = (4% - (4 = (247

(c) Da Ag und By hermitesch sind und v € R, so gilt

(XIx) = (@[(Ag+ivBo) (Ao +ivBo)|¢)
= (¥|(Ay — ivBy) (Ao +ivBo)|¢¥)
= (W|A] +iv[Ao, Bo] +V*Bily) = (A) +iv([A, B]) +*(B),

wobei wir im letzten Schritt [Ag, Bo] = [A, B] benutzt haben.!
Bem.: Der Kommutator hermitescher Operatoren A, B ist anti-hermitesch,

[A, B] = iC,
mit einem weiteren hermiteschen Operator C. Daher ist ([A, B]) rein imaginér

(A, B)) =1iC), (C)eR.

(d) Die Funktion f(y) = (x|x) hat D; = R und W; C R{. Es gilt also f(v) > 0.
Der minimierende Wert v = 7 ist gegeben durch f’(vyy) = 0,

([A,B]) +27(Bg) = 0 = v = —% € R.
Wegen f(7o) > 0 gilt also
() + nollA B +§B) > .
- A
wy > W
iy > WAEE

Zieht man hier auf beiden Seiten die Wurzel, so erhalt man genau die angegebene
Unschéarfereolation.

In GL (2) der Angabe ist statt (Bg)? wohl (B3) gemeint, denn (Bg) = 0.
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Q. 66 Wasserstoffatom in zwei Dimensionen (H 2019.2)

2 . . .
Vorbem.: a = 47360 Z—c ~ % ist die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante.

(a) Es muf fiir alle ¢ € [0,27) gelten ¢(r, ¢ + 2m) = ¥(r, ¢), also
pezZ = {0+1,+2 .}

(b) Nach der angegebenen stationdren SGl muf fiir - 1o(r, ¢) = No exp(—¢2r)  gelten

2 2
(= Eo)vo(r,6) = Ny {—ﬁ— ( o ;1 a) _ ahe EO] —

or?2  ror T
h? 2 h
B B r
Wegen é = "2 impliziert dies
mcla? 1 [ ahe
|:— 5 Vg—EO + ;(TVQ—CYFLC)} = 0,

also (mit der Ruhenergie mc? = 0.511 MeV  des Elektrons):
vy = 2, Ey = —2a*mc® = —54.5¢€V.

e Mit Kk = —; = % lautet die Normierungs-Bedingung
00 2 00
2 2
1= /d%woy? - Ng/ dr/ rdpe ™ = N2 —Z/ dune™ = N3 =,
0 0 K= Jo K
4
sodafl Ny = W oo

(c) Fir  4i(r,¢) = Nirexp(ip — 2r)  berechnen wir zuerst die Ableitungen

19 (re) _ 1 (1 - ”—r) exp (ip — 2r),

ror N; r ap

P (1o .
e Car L)
L& (r¢) "

7‘2 89252 N1
Mit der SGI folgt also die Bedingung

h? 1 1 h
0 = __[_ﬂ(z_ﬂr)+ (1_&)__] _T(E%)
2m ag ag T ag T T
2

h2
= —0 [—3ﬂ (ﬂ> | — (ahc + Elr).
2m ag ag
Wegen % = == impliziert dies
2 2
= 3’ FE = —§oz2mc = —6.05¢eV.
. 2
o Mit A = Bl = 3a lautet die Normierungs-Bedingung
“ar 2 127
1—/d2r|@/)1|2 N2/ dr/ rdgrie " = N? /\4/ duude™ = N} — BYR
_ _ _ 8
sodaBl N; = 2\/37 = e



(d) Das Betragsquadrat des Matrixelements (wg|r|i);) ist gegeben durch

[(wolrlwn)|

Rt

Im Einzelnen findet man

(ol z|t1)

{¢olylin)

Damit ergibt sich

[olrn)

00 2m
NSNl/ dr/ rd¢ exp(—22r) (7" cos gb) re' exp(—
0 0

27 00
NS‘Nl/ do Cos¢ei¢/ drr? exp(—%r)
0 0

4 roo
N{;Nl/ d¢ cos qb( ) / duu’e™
0 V0+V1 0
—_— —_——

m 3!
4 8 ah 6
. . ﬂ' . .
Vorag 9V3rmak (24 2)°

927
646 T

N*Nl/ dr/ rd¢ exp(—2r) (7" sinqﬁ) re' exp(—

1 .
64\/6 B

2 27 2 3,
= 2 maB = ﬁaB.

= [twolaln)| + [twolytn)]
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