4. November 2019

Staatsexamen Theoretische Physik (Elektrodynamik): Aufgaben 2018

F 2018:

E.59

E.60

H 2018:

E.61

E.62

Achtung: E.62 fehlt (war identisch mit E.59 7).



E. 59 Fallender Ring im Magnetfeld eines Kreisstroms (F 2018)
Es soll das Magnetfeld von stromdurchflossenen Leitern im Vakuum untersucht werden.
Zunachst werde ein in z-Richtung liegender, unendlich langer und unendlich diinner ge-

radliniger Leiter betrachtet, in dem ein Strom [ in positiver z-Richtung fliefle.

(a) Begriinden Sie unter Verwendung der Symmetrien des Problems und mit Hilfe des
Ampere’schen Gesetzes, dass sich die magnetische Induktion in Zylinderkoordinaten
(0,9,%) in der Form B = B(p) €, ausdriicken lésst. Verwenden Sie den Satz von

Stokes, um die radiale Abhéngigkeit B(o) zu berechnen. (7 Punkte)
(b) Verifizieren Sie das Ergebnis aus Teilaufgabe a mit Hilfe des Gesetzes von Biot-
Savart I [ dix(F_z
B = el [EXS)
Aw J, |F—5?
wobei die Integration entlang des Leiters £ erfolgt.
Hinweis: [~ dx (1+ 2?) 7 =9 (5 Punkte)

Nun werde ein in der (x, y)-Ebene liegender, am Ursprung zentrierter kreisformiger Draht-
ring mit Radius R und vernachlassigbar kleinem Drahtquerschnitt betrachtet, der von
einem Strom / im mathematisch positiven Sinn durchflossen werde. Es soll die in einem
zweiten Drahtring induzierte Spannung berechnet werden, wenn dieser Drahtring entlang
der z-Achse im Gravitationsfeld fallt.

(¢) Berechnen Sie zunéchst die magnetische Induktion B(p = 0, z) auf der z-Achse fiir
den ersten stromdurchflossenen Drahtring mit Radius R.

Zur Kontrolle: |B(o=0,z)| ~ (R%+ 22)73/2. (6 Punkte)

(d) Es werde nun ein zweiter kleiner kreisformiger Drahtring so am Ursprung zentriert
positioniert, dass die Normale der Kreisfliche in z-Richtung zeigt. Dessen Kreis-
fliche A sei so klein, dass das Magnetfeld iiber die gesamte Flache als konstant
angenommen werden kann. Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der im zweiten
Ring induzierten Spannung, wenn dieser Ring zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus der Ruhe
losgelassen wird und dann aufgrund der Erdbeschleunigung —ge’, beschleunigt fallt.
Das durch den fallenden Drahtring erzeugte Magnetfeld kann dabei aufler Betracht
bleiben. Zu welchem Zeitpunkt ist die induzierte Spannung maximal? (7 Punkte)



E. 60 Feynman’sches Zylinder-Problem (F 2018)

Ein diinner und in z-Richtung unendlich ausgedehnter Draht besitzt eine Linienladungs-
dichte —A und wird von einem Zylindermantel mit Radius ¢ = a so umgeben, dass die
Symmetrieachse des Zylinders mit dem Draht zusammenfallt. Der Zylinder kann frei um
die z-Achse rotieren und hat pro Liangeneinheit ein Tréagheitsmoment /. Auf dem Zylinder
befindet sich eine uniforme Oberflichenladungsdichte ¢ = \/2ma. Weiterhin existiert eine

(externe) homogene magnetische Induktion in z-Richtung, B = Byé.. Der Zylinder und
der Draht befinden sich in Vakuum.

(a) Berechnen Sie das elektrische Feld zwischen Zylinder und Draht. (5 Punkte)

(b) Berechnen Sie das elektrische Feld fiir r > a. (3 Punkte)

Die Impulsdichte p(Z) eines elektromagnetischen Feldes im Vakuum ist durch

—

(&) = o E(7) x B(7)

gegeben.

(c) Zeigen Sie, dass der Drehimpuls pro Langeneinheit des Systems durch
L = I\Bya®e,

gegeben ist. (6 Punkte)

Das externe Magnetfeld wird nun sehr langsam auf null reduziert. Im Endzustand rotiert
der Zylinder mit einer Winkelfrequenz w.

(d) Berechnen Sie aus der Drehimpulserhaltung des gesamten Systems die magnetische
Induktion im Endzustand, und driicken Sie das Resultat durch die Winkelfrequenz
w und die Ladungsdichte \ aus. (4 Punkte)

Hinweis: Die Oberflachenstromdichte K des rotierenden Zylinders is durch

—

K = awoéy
gegeben und erzeugt eine magnetische Induktion analog zu dem einer Zylinderspule.

(e) Berechnen Sie die Winkelfrequenz w, und driicken Sie das Resultat durch das Trég-
heitsmoment 7, die magnetische Induktion By der Anfangssituation, den Radius a
und die Ladungsdichte A aus. Wie verhalt sich das Magnetfeld im Endzustand,
wenn [ gegen Null geht, und wie kann dieses Verhalten physikalisch erklart werden?
(7 Punkte)



E. 61 Rotierender elektrisch geladener langer Hohlzylinder (H 2018)

Ein unendlich langer, unendlich diinner Hohlzylinder vom Radius R sei homogen geladen
mit der elektrischen Flachenladungsdichte oy. Der Zylinder rotiere mit der Winkelge-
schwindigkeit & = we,, um seine Symmetrieachse, sodass die Flachenstromdichte K =
oowR €, ist.

Verwenden Sie im Folgenden Zylinderkoordinaten (r, ¢, z).

(a) Was kann man aufgrund der Symmetrie des Problems iiber das Magnetfeld H (7)
und iiber das magnetische Vektorpotential A(7) sagen? (Begriindungen!)

Hinweis: Die Laplace-Gleichung fiir das Vektorpotential ist AA = —jj. (4 Punkte)

(b) Bestimmen Sie das Magnetfeld innerhalb und aulerhalb des Zylinders mit dem Satz
von Stokes. Das Magnetfeld verschwinde in groflem Abstand von der Zylinderachse.

(8 Punkte)

(¢) Bestimmen Sie das Vektorpotential A(7) innerhalb und auBerhalb des Zylinders mit
dem Satz von Stokes. Das Vektorpotential verschwinde auf der Zylinderachse.

(9 Punkte)

(d) Skizzieren Sie die Abstandsabhéngigkeiten der Betrdge von Magnetfeld und Vektor-
potential.
(4 Punkte)



Losungen



E. 59 Fallender Ring im Magnetfeld eines Kreisstroms (F 2018)

(a) Im gegebenen Fall, mit J(r) = Id(z)d(y)e,, wird die gegebene Form fiir B(r)
nahegelegt durch das Ampere’sche Gesetz,

oE
VxB = pod (+ €ofto E) : (1)

Somit liefert der Satz von Stokes (X: Kreisscheibe L zur z-Achse mit Radius p)
2rp B(p) = j{ dr-B(r) = /dA- [V x B(r)]
ox by
— o [ dAI6) = gl ©)
bj

also B(p) = ’;Lﬂ[%

(b) Der Leiter £ ist hier die z-Achse, mit s = ze, und ds = e, dz,

0 T
0 | x Y
B(r) = Mol [T e xr=ze) M_OI/OOdZ' ! el
Ar ) _ o r — z'e.|? AT J_ o [x2+y2+(z—z’)2}3/2

(7Y o _
_ Hof T / dU[a:Q—i—yZ—l—uQ} 3/27
47 0 _

(e 9]

wobei wir 2/ — 2z = u substituiert haben. Mit 2% + y? = p? und u = pv folgt weiter

{7\ 1 -
B(r) = % x / pdv;[l—i—vﬂ 3/2,

O —0o0

{7\ It
_ Bl _2.2:'ML_%‘ (3)

4dm 0 p 2m p

(c) Jetzt ist £ der erste Drahtring (mit Radius R),
Rcos¢ —Rsin ¢
s(¢) = Rsing |, ds = +Rcos¢ | do. (4)
0 0

Fiir einen beliebigen Punkt r = (0,0, 2)T auf der z-Achse folgt also

—Rsin ¢ 0 Rcos ¢
+Rcos¢p | X 0 | —| Rsinog
I [* 0 z 0
B(r) = 2 / do —
47 J, [R? + 2] /
Rzcos ¢
Rzsin ¢
T 2 RQ I R2
= ML d 3/2 — Ho 3/2 €. (5>
a7 /o [R2+22} 2 [324_22}
B(2)



d) Nach dem Faradayschen Gesetz V x E = —2B ¢ilt
Yy ot S

d d
|Una(t)| = ]{ dr - E(r,t)‘ = ‘——/ dA - B(r,t)‘ = A —B(z(t))‘ . (6)
o5 dt Jy dt
Nun ist z(¢) = —3gt?, also |(t)| = gt, und wir erhalten
3 _
Una(t)| = A ‘B’(z(t)) z'(t)‘ = A '—i,uOIRQz[RQ + 2% o2 gt
z=—1gt2
3 g2t4 —5/2
— A IR R 4 I8
1 Mo R?g [R + 1 }
— (R + 0" = f(t). (7)
Die Bedingung f’(t) = 0 fiihrt auf eine in #* lineare Gleichung, mit Losung
3R 12R? 12\ |R
t4 = = = t = — —. 8
7b 7 g? ( 7 ) g ®)

Zu diesem Zeitpunkt ist die induzierte Spannung maximal.



E. 60 Feynman’sches Zylinder-Problem (F 2018)

(a) Nach dem GauBschen Gesetz ¢, dS - E(r) = Cg—ov herrscht zwischen Zylinder und
Draht das elektrische Feld
-A 1

B) = 5= e, )

(b) AuBerhalb des Zylinders gilt E(r) = 0, da die positive Ladung auf dem Zylinder die
negative Ladung des Drahts, beide pro Langeneinheit, genau neutralisiert.

(¢) Mit B(r) = Bge, gilt zunéchst fiir die Impulsdichte des Feldes im Zylinder

—\B AB
p(r) = ¢ E(r) xB(r) = o 0 pep X e, = 27T0 pe . (10)

Der Drehimpuls pro Léngeneinheit ist also (wir rechnen in der zy-Ebene: r = pe,)

L = /adp/%pdgzﬁrxp(r)

27 (12
= /dp/ pdgbp——epxe¢ = )\BOEeZ (11)

(d) Gesucht: Magnetfeld B; einer Spule; nach Stokes gilt, s. GL. (19) in Aufgabe E.61,

By = ugH; = poowa = ugﬁwa = o ;\—: (12)
(e) Drehimpulserhaltung:
ABoa;:]er)\Bla; = w:$ (13)
Im Grenzfall I — 0 wird w = i—g% und also nach Teil (d)
B = B (14)

Erklarung: In diesem Grenzfall kann der Zylinder keinen Drehimpuls aufnehmen,
sodafl der gesamte Drehimpuls im Feld bleiben muf3.



E. 61 Rotierender elektrisch geladener langer Hohlzylinder (H 2018)

Vorbem.: Es gilt wohlw = we, (Tippfehler 7) und K = oywR ey.

(a)

Nach dem Ampereschen Gesetz kann H = #LOB nur in z-Richtung zeigen,
H(r,¢,2) = H(r)e,. (15)
Somit kénnen wir B =V x A erreichen mit der Wahl

A(r, ¢, z) = A(r) ey. (16)

Fiir das Magnetfeld H = uiOB gilt V x H(r) = j(r), mit dem Satz von Stokes also

ngdI'H(I“) = /FdS- [V xH(r)] = /Fds'j(r)' (17)

Der Symmetrie entsprechend wéahlen wir F' als Rechteck ABC'D in der xz-Ebene,
mit A(r1]0]0), B(r1|0|h), C(r2|0[h), D(r2|0|0), wobei 0 < r; < R < 15 und h > 0.

h[H('f’l) —H(’I”Q)] = hO'()wR. (18)
Da die RS nicht von r; 5 abhéngt und H im Unendlichen verschwinden soll, so folgt

H(T’) = H(] 9<R—T>, H():O'owR. (19)
Fiir das Vektorpotential A gilt V x A = B = poH, mit dem Satz von Stokes also

/ngdl"A‘(r> = /Fds' [V xA(r)] = /Lo/FdS-H(r). (20)

Der Symmetrie entsprechend wahlen wir F' als Kreisscheibe mit Radius » um den
Ursprung in der zy-Ebene,

2 Hy (r <R),
2r A(r) = Mo{ WRQH(; ((r N R)) (21)

also

BrHy (r<R),
a0 = { i, G

2 r

(22)
Die Abbildung zeigt die Funktionen H(r) (rot, in Einheiten von Hy) und A(r) (blau,

in Einheiten von Ay = £ R Hy):
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