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M. 55 Erhaltungsgréfien im Zentralpotential (F 2017)

Betrachtet wird die Bewegung eines punktformigen Korpers der Masse m im Zentralpo-
tential V().

Hinweis: Im Folgenden niitzliche Gleichungen fiir das Skalar- und Kreuzprodukt dreidi-
mensionaler Vektoren sind

(a)
(b)

Ax(bxd)=0b(@-b)—a@b und G- (bxad=(@xbh)-é.
Zeigen Sie, dass der Drehimpuls L um den Ursprung erhalten ist. (3 Punkte)
Bestimmen Sie das allgemeinste Potential V' (r), fiir das zusétzlich der Vektor
A=GxL+V(@r)F mit =7
erhalten ist. Zeigen Sie dazu zunichst in einem Zwischenschritt die Beziehung

LT
r=—".
r

Ein Punkt iiber einer Variablen bezeichnet, wie iiblich, die Ableitung nach der Zeit.

(8 Punkte)
Zeigen Sie, dass weiter gilt:
Lo . 12
A-L=0, A-F:Ew?V(r). (7 Punkte)
Es werde nun das spezielle Potential V' (r) = —a/r mit a > 0 betrachtet, fiir das

der Vektor A erhalten ist. Zeigen Sie unter Verwendung der obigen Gleichungen,
dass der Radius r der Bahnkurve in Kugelkoordinaten (r, 9, ) folgende Gleichung
erfiillt:
r=—2r (1)
1+ecosyp
Hier ist ¢ der Winkel zwischen A und 7. Geben Sie p und € in Abhéngigkeit von
E, L, m und « an. Fiir welche Werte der Parameter p und € beschreibt (1) Kreise
bzw. Hyperbeln?
(7 Punkte)



M. 56 Schwingungsperioden (F 2017)

Zu untersuchen ist die Oszillationsperiode einer Masse m in einem eindimensionalen Po-
tential der Form

Vo(z) = 1ka®® mit k>0undneN

bei gegebener Energie E.

(a)

(b)

Bestimmen Sie die maximalen Werte z,. und Tp.c = Umax der Auslenkung bzw.
der Geschwindigkeit als Funktion der Gesamtenergie E. (5 Punkte)

Bestimmen Sie die Oszillationsperiode durch Integration des Energieerhaltungssatzes.
Dazu ist es geschickt, die dimensionslosen Variablen

£ =10/Tmax und W= I/Upax

einzufiihren. Die Oszillationsperiode T'(n) ist proportional zu einer Potenz p der
Amplitude z.y,
T(n) o a?

max *

(Der Zahlenwert des auftretenden Integrals muss nicht bestimmt werden.) Bestim-
men Sie also die Potenz p als Funktion der Potenz n der Auslenkungsbhangigkeit
in der potentiellen Energie V,,. Driicken Sie z,. durch die Energie F aus, und
bestimmen Sie die Potenz ¢ in T'(n) o< E1.

(10 Punkte)

Zeigen Sie, dass der Zusammenhang von w als Funktion von £ in der (£, w)-Ebene
fiir ein harmonisches Potential V; (x) durch einen Kreis beschrieben wird. (Der Kreis
ist die sog. Trajektorie im sog. Phasenportrait). Geben Sie eine kurze Begriindung
dafiir, in welcher Richtung die Punkte auf dem Kreis mit zunehmender Zeit durch-
laufen werden. Wird mit zunehmender Potenz n des Potentials dieser Kreis nach
auflen oder nach innen deformiert? (10 Punkte)



M. 57 Bewegung im repulsiven 1/r’-Potential (H 2017)

Ein Teilchen der Masse m bewege sich im Zentralpotential U(r) = I'/r?, wobei I > 0 eine
Konstante ist. Gegeben sind der Stofparameter b und die asymptotische Geschwindigkeit
Voo des Massenpunkts fiir Abstand r — oo. Neben der Energie £ = mov? /2 und dem
Drehimpuls L = mbu,, existiert fiir die Bewegung im 1/r?-Potential noch eine weitere
Erhaltungsgrofie, namlich

(a)
(b)

(c)

K=m# - 7—2Et.

Zeigen Sie, dass K eine Konstante der Bewegung ist, dK /dt = 0. (6 Punkte)

Weisen Sie allgemein 7 7 = r7 nach. Welchen Wert hat K, wenn zur Zeit t = 0 der
minimale Abstand r = r,,;, vom Streuzentrum erreicht wird? (3 Punkte)

Zur Zeit t = 0 soll r(0) = ry, sein. Bestimmen Sie mithilfe des Erhaltungssatzes
fiir K den Abstand 7(t) vom Streuzentrum, wobei r(t) durch die beiden Parameter
Tmin UNd V4, ausgedriickt werden soll. (6 Punkte)

Berechnen Sie unter Ausnutzung der Drehimpulserhaltung L = mr?p den Winkel
©(t). Es soll die Anfangsbedingung ¢(0) = 0 gelten. Skizzieren Sie den zeitlichen
Verlauf des Winkels ¢(t). Welchen Wertebereich tiberstreicht ¢(t) fir —oo < t < co?
Geben Sie den Streuwinkel ¥ an. (7 Punkte)
Hinweis: Eine Stammfunktion von 1/(c? + t2) ist ¢ !arctan(t/c).

Tragen Sie in die untenstehende Figur die Asymptoten zur Streubahn, die Grofien b,
rmin und ¥ ein, sowie fiir einen Punkt auf der Bahn die Gréflen r und ¢. (3 Punkte)

bahn-gps-converted-to.pdf




M. 58 Bewegung auf einer Drehscheibe (H 2017)

Eine homogene Vollkugel mit Radius R und Masse m
rolle ohne Schlupf auf einer horizontalen Drehscheibe.

Der

in z-Richtung liegende, zeitlich konstante

Drehvektor der Drehscheibe sei &p. Die Drehung
der Kugel um ihren Schwerpunkt werde durch den
sich zeitlich andernden Drehvektor g beschrieben.
Es sollen die Kreisbahnen der Kugel untersucht wer-

den,

die in einem raumfesten Koordinatensystem

beobachtet werden konnen.

(a)

Zeigen Sie, dass aus der Rollbedingung die Bewegungsgleichung fiir den Kugelschw-
erpunkt ) o .
= (IjD X T — (EK X R

folgt. Hierbei sei 7" der Vektor vom Mittelpunkt der Drehscheibe zum Kugelschw-
erpunkt und R der Vektor vom Schwerpunkt der Kugel zu ihrem Auflagepunkt auf
der Drehscheibe (vgl. Abbildung). (6 Punkte)

Die am Auflagepunkt horizontal auf die Kugel wirkende Kraft fiihrt zu einer zeitlichen
Anderung Jk des Drehvektors der Kugel sowie einer Beschleunigung 7 des Kugelschw-
erpunkts. Leiten Sie durch Elimination der Kraft einen Zusammenhang zwischen e
und 7 her, und zeigen Sie damit, dass sich die Bewegungsgleichung aus der vorigen
Teilaufgabe in die Form ) '

7= AWp X T

bringen lésst. Bestimmen Sie den Vorfaktor A. (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung der vorigen Teilaufgabe in einem raum-
festen Koordinatensystem durch Kreisbewegungen des Kugelschwerpunkts gelost
wird. Leiten Sie einen Zusammenhang zwischen der Drehgeschwindigkeit wp der

Drehscheibe und der Kreisfrequenz wg her, mit der die Kreisbahn durchlaufen wird.
(9 Punkte)

Hinweis: Das Tragheitsmoment der homogenen Vollkugel ist [ = %mRZ.



M. 59 Perle auf rotierendem Draht (F 2018)

Eine Perle der Masse m bewegt sich reibungslos auf einem mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit w um die z-Achse rotierenden Draht. Fiir die Belange dieser Aufgabe spielt die
Ausdehnung der Perle keine Rolle, sie kann als punktférmig angenommen werden. Der
Draht hat die Form einer Parabel, z = ap?/2, wobei ¢ den Abstand vom Ursprung in der
(x,y)-Ebene bezeichnet. Die Schwerkraft ist F, = —mge..

()

Betrachten Sie zunéchst die Situation ohne Draht, d.h. die Bewegung der Perle
unter dem Einfluss der Schwerkraft. Sind die Komponenten von Impuls, Bahn-
drehimpuls oder die Energie der Perle Erhaltungsgrofien? Geben Sie jeweils eine
kurze Begriindung. Stellen Sie weiterhin die Lagrangefunktion in Zylinderkoordi-
naten (o, ¢, z) auf. (5 Punkte)

Geben Sie die Zwangsbedingungen fiir die Bewegung auf dem rotierenden Draht
an, wahlen Sie p als generalisierte Koordinate, und stellen Sie die Lagrangefunktion
L(o, 0) auf. Sind in diesem Fall die Komponenten von Impuls, Bahndrehimpuls oder
die Energie der Perle Erhaltungsgrofien? Geben Sie jeweils eine kurze Begriindung.

(7 Punkte)
Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung.
Kontrolle:
(14 a?0%)p + a*00* + o(ga — w?) = 0. (2)
Losen Sie diese soweit, dass t(p) durch ein Integral gegeben ist. (7 Punkte)

Hinweis: Multiplizieren Sie zundchst die Bewegungsgleichung mit ¢, und zeigen Sie,
dass sich alle Terme als totale Zeitableitung schreiben lassen.

Thre Rechnung aus c) zeigt, dass es zumindest eine Erhaltungsgrofie gibt. Welche
Symmetrie des Systems ist fiir diese Erhaltungsgrofie verantwortlich? (3 Punkte)

Fiir welche Winkelgeschwindigkeit w gibt es zeitunabhéngige Losungen von (2) mit
0 # 07 Beschreiben Sie den physikalischen Grund fiir deren Existenz. (3 Punkte)



M. 60 Bewegung gekoppelter Massenpunkte (F 2018)

Zwei Punktmassen der gleichen Masse m bewegen sich in einer Ebene reibungsfrei auf
einer Vertikalen (Punktmasse 2) bzw. auf einer um 45° nach unten geneigten Geraden
(Punktmasse 1). Die Punktmassen stehen unter dem Einfluss der Schwerkraft und sind
mit einer Hooke’schen Feder (Federkonstante f und ungestreckte Lange [y = 0) verbunden
(sieche Abbildung).

45°

yl ........................ T

2

2

(a) Geben Sie die Zwangsbedingungen fiir die beiden Punktmassen an. (2 Punkte)
(b) Stellen Sie die Lagrangefunktion des Systems in den Variablen (y;, y2) auf. (7 Punkte)

(c) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen ab, und bestimmen Sie die Gleichgewichtslage
(Y1, 93)- (5 Punkte)

(d) Fiihren Sie neue Koordinaten (7, 72) fiir die Auslenkungen aus der Gleichgewichts-
lage ein. Zeigen Sie, dass die gekoppelten Bewegungsgleichungen dann die Form

2mijp + f(2m —m) =0, mijy + f(ne —m) =0
haben. (3 Punkte)

(e) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen und die Eigenvektoren des gekoppelten Systems.
(8 Punkte)



M. 61 Zerfall eines Teilchens (H 2018)

Ein punktformiger Atomkern der Masse M fliege ohne duflere Krafte im Laborsystem
mit der Geschwindigkeit v;. Zusatzlich zu seiner kinetischen Energie hat er eine innere
Energie F;. Plotzlich zerfallt er in zwei einzelne Teilchen mit den Massen my, ms, den
Geschwindigkeiten 7, U35 und den inneren Energien E;q, E;». Im Labor wird die kinetische
Energie T}; des Teilchens mit der Masse m; gemessen; dabei wird eine breite Verteilung
der Messwerte T;; beobachtet.

Im Folgenden seien die Gréflen M, my, mq,v; = || und AE = (E; — E;; — Ejn) gegeben,
und der Zerfall soll mit der klassischen nichtrelativistischen Mechanik untersucht werden.

(a)
(b)

(e)

Welche Gleichungen gibt es fiir die Erhaltungsgrofien im Laborsystem? (3 Punkte)

Das Koordinatensystem S des Schwerpunktes bewegt sich gleichformig mit der
Geschwindigkeit ©v; gegen das Laborsystem. Darin haben die beiden Massen die
Geschwindigkeiten Uy, Uso. Formulieren Sie die Gleichungen fiir die Erhaltungsgrofien
im System S. (3 Punkte)

Zeigen Sie, dass die kinetische Energie T,; des Teilchens mit der Masse m; im
Schwerpunktssystem nur einen einzigen Wert hat, und driicken Sie diesen Wert
durch die gegebenen Groflen aus. (7 Punkte)

Im Labor wird eine Verteilung von Tj; gemessen. Zeigen Sie, dass die Werte von
T, zwischen "3 (v — vs1)? und (v + vs1)? liegen, und berechnen Sie v,; aus den
gegebenen Grofien.

(6 Punkte)

Fiir den Fall v; > v, gibt es einen maximalen Ablenkungswinkel 6,,.x zwischen v

und vj;. Zeigen Sie 0, = arcsin (%1 /2—?, / %) ) (6 Punkte)

Hinweis: Die Geschwindigkeiten transformieren sich mit der Galilei-Transformation v}, =
Usl + 77l



M. 62 Punktteilchen im periodischen Potential (H 2018)

Betrachtet wird die Bewegung eines punktformigen Kérpers der Masse m in einer Dimen-
sion (Koordinate x) im Potential

V(z)=—Vosin*(y/2) ,  y=x/x0,

wobei Vy und x( positive, dimensionsbehaftete Konstanten sind.

()

(b)

Welche Einheiten haben die Konstanten Vy und x9? Bestimmen Sie die Minima und
Maxima des Potentials, und skizzieren Sie das Potential im Bereich 0 < y < 4.
(4 Punkte)

Leiten Sie die Differentialgleichung

[ a
dy  \/2¢+ bsin®(y/2)

(3)

fur die Zeit t(y) als Funktion des Ortes her. Bestimmen Sie Konstanten €, a und b,
und geben Sie die physikalische Bedeutung des Parameters e an. (6 Punkte)

Betrachten Sie den Ansatz
y(t) = 4arctan(e/®) + 4rk kelZ, (4)

wobei t; eine positive, dimensionsbehaftete Konstante ist. Zeigen Sie mit Hilfe der
vorherigen Teilaufgabe, dass die Funktion y(¢) eine Losung der Bewegungsgleichung
darstellt. Bestimmen Sie die zugehorige Energie F.

Hinweis: Betrachten Sie die inverse Funktion ¢(y). (7 Punkte)

Ein Teilchen befinde sich zur Zeit ¢ = 0 an einem Potential-Minimum und habe die
Geschwindigkeit (0) = vg. Zeigen Sie, dass die Losung der Form (4) diese Randbe-
dingungen fiir eine geeignete Wahl des Parameters ¢, beschreiben kann. Erreicht
das Teilchen das nédchste Maximum und, wenn ja, zu welcher Zeit ¢? (8 Punkte)



Losungen

10



M. 55 Erhaltungsgréfien im Zentralpotential (F 2017)

(a) Fiir den Drehimpuls L = r x p gilt nach Produktregel
L =fxp+rxp =0, (5)
—0

da im Zentralpotential die Kraft F = p parallel zum Ortsvektor r ist.

(b) Allgemein gilt zundchst

= %%[r r] = %%rz =T & 7= % (6)
Nun berechnen wir
A = ¥ x L+ V'(r)ir + V(r)i. (7)
Wegen mi =F = —V'(r)* und 7 =% gilt also
A= Vs + v'<r)¥r + V()i
= V'(r)rt + V(r)r
= [V)r + vils, (8)

wobei wir r x (r x f) = (r-¥)r — r*f benutzt haben.
Die Bedingung A = 0 erfordert also
%4 C
vy = Y0 .
r r

(¢c) Da L =r x p sowohl zu v x L als auch zu r senkrecht steht, so gilt

A-L =0 (10)
Des weiteren gilt
2 L? 2
A-r =r-(vxL)+V(r)r = — 4+ V(r)r-. (11)
N’ m
(rxv)-L

(d) Mit A - r = Ar cos ¢ folgt mit dem letzten Ausdruck

L2 L2
A = — 4+ V() e = —ma 12
reoso = Tt Vi O = (12)
Im Ausdruck 7(¢) = 755 gelten also!
L? A 2L2F
p=— € = — =1+ —. (14)
ma a ma

1Zur Formel fiir € : Im Perihel (¢ = 0, mit: r = |r| = rq, |v| = vg) gilt
L = mrgvg, E:Evz—g.
2 To
Elimination von vg liefert eine quadratische Gleichung fiir rg. Im Fall £ > 0 hat diese nur eine Losung
ro > 0; im Fall E < 0 hat sie zwei Losungen o > 0, von denen die gréfiere (Aphel !) auszuschlieflen ist.
In beiden Fallen ergibt dies (im Perihel)

o 2L2F
. 2 . 2 2 — 2
Mit A:nﬁ,o—a folgt hieraus: GEgzrﬁ—a% -1= QHQQE[\F_H l-1=..= 1+2’IfLIOLE'




M. 56 Schwingungsperioden (F 2017)

(a) Mit V,(z) =% ergibt sich wegen E = Zv? + V,(2):

2EN\1/2n [12F
max — ) max — . 15
v < k ) Y m (15)

(b) Energieerhaltung: & = :i:\/ % [E —Vy (m)} TdV liefert die Schwingungsperiode

T, :4/ de :4,/%/ e (16)
o VEE-vi@]  VER ik
Mit der dimensionslosen Variable { = —*— wird daraus
Ty = 4 4] 2% g I L de (17)
n - 5 Lmaxin, n — T
2K 0 \/1— ¢

Mit obigem Ausdruck fir z,,., ergibt dies

m m /2FE\ (1-n)/2n
T, = AL, |22l = a1, /& (-) . 18
k xmax k k ( )

Es gilt also p=1—-n und q:lg—n”.

(¢c) In E = %U2 + Vo(x) setze v = vpaxw und = = Tyaé,
Ew? + B¢ = E & et = L (19)

Dies ist im Fall n = 1 (harmonischer Oszillator) die Gleichung des Einheitskreises.
Wichst € von —1 bis +1, so ist w > 0 und wachst von w = 0 bis w = 1 um dann
wieder nach w = 0 zu sinken: Der Kreis wird also im Uhrzeigersinn durchlaufen.
Die beiden Punkte ({|w) = (0|£1) liegen immer (fiir alle n € N) auf der Trajektorie.
Dasselbe gilt fiir die beiden Punkte (§|w) = (£1]0).

Dagegen folgt fiir Punkte (£ | %\/5) auf der Trajektorie die Bedingung

€ = (%)W” L1 (fiir - o0). (20)

Folglich wird fiir n > 2 der Kreis nach auflen deformiert.

0.5+

Figure 1: Die Trajektorien (£ nach rechts) fiir n =1 (rot), 2 (griin) und 5 (blau).
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M. 57 Bewegung im repulsiven 1/r’-Potential (H 2017)

Geg.: Stoflparameter b und asymptotische Geschwindigkeit v.,. Daraus folgen:

()

E = —uv, L = bmus.
2
Da E = 21?+ U(r) erhalten ist, wobei U(r) =%, so folgt
dK d
—_— = — T —2F ]
dt dt [mr P bt
2r
= m@E’+r-f)—2E = mr-i— — = 0,
r
wobei im letzten Schritt benutzt wurde: mi = —VU(r) = 25X
Allgemein gilt
. 1d Ir-1] 1d , ,
rr=_—rr| = -——r" =7
2dt 2dt
Zur Zeit t = 0 soll gelten: r = ry,, also 7 = 0. Somit folgt
K = K(t=0) = [mm’“ - 2Et] = 0.
t=0
Aus K =mrr—2FEt =0 folgt die DGI
dr 2FEt
r= — = —.
dt mr
Trennung der Variablen, rdr = %t dt, ergibt
1 E 2F
5(7"2 —r3) = E(tQ — 1) = r(t) = AT t+ e 2,
wobei wir 7o = ryi, und tg = 0 gesetzt haben. Teil (e): Ty = /0% + % > b.
Mit F = 22, wird hieraus schlieBlich
Voo T\ 2
t) = Tmin 1 ( = >
r( ) : * Tmin
Da L = mr?¢ erhalten ist, so folgt
h L L (" dt L 1 t
n) = [ at - — - —arctan (=),
o(h) /0 mr(t)? mvgo/g A+ 12 mv2, ¢ arckan
wobel ¢ = ’";“T; Wegen L =muv, b lautet dies
b ot
o(t) = arctan <v )
T'min T'min
Somit iiberstreicht ¢(t) fiir —oo < t < co den Wertebereich ———2 < ¢ <
Streuwinkel:
0 = m—[¢(c0) — p(—00)]
b
= 7r<1 — )
Tmin
Bewegungsbahn in der zy-Ebene:
x(t) ) ( cos o(t) )
rit) = = r(t . .
0= (3 ) = oo

NIE

Tmin

(21)

(22)



Voo t
Tmin

(e) Die geometrische Form der Bahnkurve r(u), mit Kurvenparameter u = 2=t wird

alleine durch r;, und b bestimmt. Ausgedriickt durch £ und L gilt

L L L? 1 r

Die Formel fiir 7, ergibt sich aus der (konstanten) Energie zur Zeit ¢t = 0,

m

E=—
2

i qs(O)r b Ulram) = (L2 1) L (33)

2m Tiin

Bei gegebenen Werten von b und 7,,;, wird diese Kurve fiir verschiedene Werte der
asymptotischen Geschwindigkeit v,, = @/% unterschiedlich schnell durchlaufen.

AY /

1.5} /

Figure 2: Darstellung in einer beliebigen Langeneinheit /.

Rote Kurve: Streubahn im Fall b = 0.6 ¢, rp,;, = 1.0 ¢ mit Asymptoten (gestrichelt).
Der Stoflparameter b = 0.6 ¢ ist der Abstand dieser Asymptoten vom Ursprung (0|0).
Blauer Pfeil: Ortsvektor r(t) zur Zeit t = %4 mit v, = 1.0, Dabei gilt:

r(t) = |r(t)| ist die Lange des blauen Pfeils; h

o(t) ist der Winkel zwischen der z-Achse und dem blauen Pfeil.
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M. 58 Bewegung auf einer Drehscheibe (H2017)

(a)

Wiirde die Kugel nicht rollen (sondern wire im Auflagepunkt auf der Drehscheibe
fixiert), so hétte ihr SchwP die lokale Geschwindigkeit der Drehscheibe, & = &p X r.
Da die Kugel aber rollt, mit zeitlich variierendem WG-Vektor Jg in der xy-Ebene,
so ist vektoriell der Term —Wg x R zu addieren,

f‘ILUDXr—wKXR. (34)
Da die Vektoren &p und R zeitlich konstant sind, so folgt

i = &pxrt — dxg xR. (35)

Mit dem Drehimpuls L = IJk der Kugel (um ihren Schwerpunkt r)
und dem Drehmoment N = R x F der Kraft F (Kraftarm: R) folgt

L = Idx = N =RxF = R x (m#). (36)

Die Vektoridentitdt a x (b x ¢) =b(a-c) — c(a-b) ergibt (mit I = 2mR?)

5 m . _omy.. . . d ..
Gk xR = Z(rxi) xR = T[r(f::{) = R(r;OR)] = SE(37)

Kombination mit dem Resultat von Teilm (a) liefert die Bewegungsgleichung (BGI)

2

N

)- (38)

Als Losung r(t) dieser BGI (fiir den Kugelschwerpunkt) setzen wir eine Kreisbahn
in der xy-Ebene an (Mittelpunkt rp, Radius Rp, Winkelgeschwindigkeit wp),

cos(wpt)
r(t) = rp + Rp | sin(wpt) |. (39)
0
Damit erhalten wir einerseits
cos(wpt)
it = —wiRp | sin(wpt) |, (40)
0
und andererseits
9 9 0 — sin(wpt)
—CUD Xr = = 0 X (A)BRB +COS(wBt)
7 7
Wp 0
9 —wp cos(wpt)
= ?wBRB —wp sin(wpt) | . (41)
0
Vergleich beider Ausdriicke liefert schliefSlich
2
wp = ? wp. (42)
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M. 59 Perle auf rotierendem Draht (F2018)

(a) Da in diesem Fall die gesamte &duflere Kraft die Schwerkraft F, ist, so gilt

0 Y
PEFg:—mg 01, LEN:erg:—mg -
1 0

(43)

Folglich sind P,, P, und L, Erhaltungsgrofien.
Die Energie E ist erhalten, da F,(r) = —V(mg z) ein konservatives Kraftfeld ist.
In Zylinderkoordinaten (p, ¢, z), mit

x p COS ¢
r= 1y | =| psing |, (44)
z z
ergibt sich die Lagrangefunktion
’C(p7¢>z;pa ¢7 Z) = E[p2+p2¢2+22] — mgz. (45)

(b) In Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) lauten die Zwangsbedingungen, ¢ = wt, z = $ p°.

Daher setzen wir

p coswit
r = | psinwt | = s(p,t), (46)
a 2
2P
und erhalten jetzt die Lagrangefunktion
. m . mga
L(p,p) = 5[(1 +a%p?)p® + w2p2] -7 (47)

Durch den Draht sind alle Translations- und Rotationssymmetrien gebrochen, keine
der gegebenen Groflen ist mehr separat erhalten.

doL _ oc.
dtop — op°

im(l —l—oz2p2)p =

(c¢) Bewegungsgleichung

m[a2pp'2 + w{"p} — mgap;

dt
(1+a°0?)p + 200" = o?pp® + (W° —ga)p;
(1+a?p%)p + o?pp* + (9o —w?)p = 0. (48)
Multiplikation mit p ergibt
pp + &2 (p*pp + pp’) + (9a —w?)pp = 0. (49)
Die linke Seite ist eine totale Zeitableitung,
d 1
T 5['2 + o?p’p* + (9o —wz)pﬂ = 0. (50)
Auflosen von (1 + a2p2)p2 + (ga — wQ)pz = C nach p ergibt
dp C + (w? — ga)p?
— =+ : 51
dt \/ 1 + a?p? (51)
Schlieflich erhalten wir durch TdV
p dp'
t =1 + . 2
0 =t + | (52)
1+a2p12
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d) Da £ nicht explizit von der Zeit abhingt, 2 = 0, so ist die Hamiltonfunktion
( &Y o

H=pyp— L = %[(1 +?p?)p* + (9o —w2)p2} = %C (53)
eine Erhaltungsgroe (die hier jedoch nicht gleich der Energie £ =T + V ist).

(e) Bei jeder zeitunabhéngigen Losung gilt p = p = 0, also (ga — w?)p = 0.
Dies ist fiir beliebige p = py erfiillt, wenn gilt

w = 4/ga. (54)

In diesem Fall hat die Resultierende aus Zentripetalkraft F, = —mw?pe, und
Schwerkraft F, = —mge, keine Komponente tangential zum Draht (Skizze!).

M.60 Bewegung gekoppelter Massenpunkte (F2018)

(a) Zwangsbedingungen: x; =1, x9=0.
(b) Lagrangefunktion L =T — V = L(y1,y2; 11, §2):
o= Ma2l 2 a2 p2) o _f 2 2
= S (E I+ +0) — mo(—pn —92) — F| (@ —2)" + (51 — o)
m. . . f
= 5 (20 +5) + maln ) — (207 — 20192+ 13). (55)
- d oL _ AL (, _ :
(c) Bewegungsgleichungen & 7= = 5= (n=1,2):
2mjy = mg — f- 2y —p2),
mijs = mg — [+ (=y1 + ya). (56)
Die Gleichgewichtslagen ergeben sich aus den Bedingungen ij; = ij» = 0,
mg
Yy = 2—F, Yy = 3——. 57
1 f 2 f ( )

(d) Die neuen Koordinaten sind 7, = y; — ¢y und 1, = yo — 49 .

(e) Die gekoppelten Bewegungsgleichungen lauten in Matrixform
. _ ([ / -2 1
i ( Y > 5 < 5 _o >77 (58)
Der Ansatz n(t) = &el“t, mit 7j(t) = —w?n(t), liefert die Eigenwertgleichung

_ 2
< g _;)g — \E )\:—mez. (59)

Die Eigenwerte sind Ay g = —(2 ++2 ), die Eigenfrequenzen also

WAB = %\/2 + /2. (60)

Die zugehorigen Eigenvektoren (willkiirlicher Lénge) sind
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M.61 Zerfall eines Teilchens (H2018)
(a) Impuls- bzw. Energie-Erhaltung:
M 2 /m
MVL = m1vVy1 + MmoVyo, 7V% -+ Ez = Z (TnV%m -+ Ez’n) (62)
Mit AE = E; — (Ey + Ejp) 148t sich die Energie-Erhaltung auch schreiben als
1_2 ma o

M

(b) Im Schwerpunktsystem (5) lauten diese Gleichungen

m m
0 = mvsy + Mavgo, AE = 71v§1 + 72v§2. (64)
(¢) In S gilt
oy oMy 4 ( ml)
- =  AE = 22 (1 4+ ). 65
V2 m2V51 5 Vs + "y (65)

Folglich haben beide Teilchen in S fest gegebene kinetische Energien,

Ts1 = 1 f_z_;, Tsy = AE — Tg1 = 1 —Ai—z—f (66)
(d) Der Ursprung von L bewegt sich in S mit der Geschwindigkeit v = —v,
Vil = Vs1 + Vg (siche Angabe). (67)
Dabher gilt bei gegebenen Betrégen |vg;| und |vy| die (Dreiecks-) Ungleichung,
Varl = vil| < Ivaal < [vsal + vl (68)
Daraus folgt die Behauptung (in der Schreibweise |v| = v),
%(UL —vs1)® < Tpy < %(UL + vs1)*. (69)
Mit dem Resultat von Teil (c) erhélt man
v, = milTS1 - % (m?ATEmQ)‘ (70)
(e) Der Ablenkungswinkel 6 zwischen vy, und vy, = vy 4+ vg; wird maximal, wenn
vgr L vy & Sin(Opax) = Ust _ i M2 ﬂ (71)

VL, v, mq (m1 —i—m2)

(Skizze!).
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M.62 Punktteilchen im periodischen Potential (H2018)

(a) Einheiten: [V;] =1 J (Energie), [zo]=1m (Léinge)
Minima: V(z)=-V, & sin*(})=1 & Y= 5o € {£3, +3, .}
Maxima: V(z)= 0 & sin*(§) =0 & §=3=c{0,+r£2r, ..}
Vi(z) A 2m 4m
T
0 1 1 > y=—

Vo4+—— > _ _ _ _ -

Figure 3: Rot: Das periodische Potential V(z) = —V; sin (2—)

(b) Aus der Erhaltung der Energie E = 24>+ V(z) ergibt sich die DGI

:Jb——: \/mEV (72)

Mit dz = zody folgt

a_ 0 = ¢ (73)
W VJE[E 4 Vosin?(B)] (/26 + bsin®(¥)]
wobei a = +xy, b= % und € = %

(c) Die geg. Funktion y(t) = 4arctan(et/) + Crk (C = 4) hat die Umkehrfunktion

— Crk
t(y) = to In [tan (y—”)] (k€ 7). (74)
Deren Ableitung,
1 1 1 to 1 to 1
t/ = ty- . iy W sy sy
W) =t oy () 1~ 1 sl Jeos() 2 sin (L=CZEY’ (75)
zeigt, daB t(y) Losung der DGI (??) mit € = 0 (also £ = 0) ist, wenn wir setzen

to a m

- = —= =+ —. 76
2 = o\ 21, (76)
Bem.: Man kann sogar (allgemeiner) C' = 2 setzen!
(d) Fiir die geg. Funktion y(t) = 4arctan(e/t) + 47k = %) gilt
y(0) = 4darctan(l) + 47k = © + 4nk,
. 1 1 2
9(0) = = W = (77)

PO Ben(z)
Wegen xz(t) = xoy(t) sind die gegebenen Randbedingung(en) erfiillt durch die Wahl
2x
to = o (78)
Vom Minimum bei y = 7 aus (wir wihlen & = 0) wird das erste Maximum bei y = 27
im Prinzip erreicht, da die Energie £ = 0 des Teilchens dafiir gerade ausreicht.
Bis dahin verstreicht jedoch die Zeit

At = lim {t(y)—t(ﬁ)} =ty lim {ln [tan (%)} - 0} = 00. (79)

y—27—0 y—2m—0
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