1 Vektoranalysis

1.1 Raumliche Vektoren und Skalare

Ein Vektor ist eine Grofle a mit Betrag (inklusive physikalischer Dimension!) und Rich-
tung. Als Beispiel denke man an die Geschwindigkeit v eines Massenpunktes, siehe Gl. (4).
GroBen ohne Richtung (wie etwa Masse m, Temperatur 7', etc.) heiflen dagegen Skalare.

Zur Beschreibung von Vektoren wihlen wir drei paarweise zueinander senkrechte “Ba-
sisrichtungen” e;, e; und e; (oder e,, e,, €,), die in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem
bilden (D, Z und M der rechten Hand!). Bezeichnen wir mit 7; den Winkel zwischen e;
und der Richtung des Vektors a, so ist dessen rdumliche Projektion auf e; gegeben durch

a; = |a| cosy; = acosy; (1=1,2,3). (1)

|a] = a ist der Betrag von a. Jetzt kann a als Spaltenvektor a geschrieben werden,

Ay aq COS Y1
a=|ay |=]| a [|=a| cosy |. (2)
a, as cOS Y3

Wir schreiben statt @ meistens einfach a. Siehe jedoch Abschnitt 1.2! Da e; L e; fiir 7 # j,
so folgt (Satz von Pythagoras!)

al + a3+ a3 = a’, (cos71)? + (cos72)? + (cosy3)? = 1. (3)

Beispiel: Ein Massenpunkt bewege sich gleichférmig mit konstanter Geschwindigkeit
v = 207 in eine Richtung, die 30° gegen e; und 60° gegen e, geneigt ist (v, = /6,
v2 = 7/3) und senkrecht zu ez verlduft (y3 = 7/2). Dann ist sein Geschwindigkeitsvektor

cos(/6) V3 17.32 vy
v=uv| cos(n/3) | =202 : = 1002 | =] v |. (4)
cos(m/2) 0 0 U3

Hier ist v = [v| = 202 der Betrag, und der dimensionslose Einheitsvektor (3v/3, 3,0) ist
die Richtung des Vektors v. v; = 17.37% ist die Geschwindigkeit in 2-Richtung (e;), u.s.w.

Allgemein gilt a = a;e; + ases + aze3, wenn die “Basisrichtungen” mit den folgenden
dimensionslosen Einheitsvektoren identifiziert werden,

1 0 0
e —= 0 s €y — 1 . €3 = 0 . (5)
0 0 1



Die rdumlichen Vektoren bilden einen Vektorraum (iiber dem Korper der reellen Zah-
len). Die Vektoraddition erfolgt komponentenweise, wobei natiirlich nur Vektoren glei-
cher physikalischer Dimension (3, etc.) addiert werden konnen. Wirken etwa auf ein
geladenes Teilchen eine elektrische Kraft F = (F}, F;, F3) und eine magnetische Kraft
G = (G1,G9,G3), so ist die Gesamtkraft gleich K = (F} + G, Fy + Ga, F3 + G3). Fer-
ner lassen sich Vektoren mit Skalaren multiplizieren, etwa die Geschwindigkeit v mit der

Masse m, mv = p = (p1, p2, P3), wobei p; = muv;.

Mit der Festlegung e;-e; = ¢; ; wird fiir rdumliche Vektoren das iibliche Skalarprodukt
“” definiert. Mit a = a;e; + asey + aszes etc. findet man durch Ausmultiplizieren

a-b = (aje; +aser + azes) - (bier + boey + byes)

aq bl
= a1b1 e -€e; +a1b2 e -ey+... = a1b1 + a262 + a3b3 = ag . bg . (6)
Ne—— N——
=1 =0 as bs
Insbesondere folgt fiir die Komponenten a; eines Vektors a
a; = a-e; (221,2,3) (7)

In Gl (6) ist “” bis zum dritten Gleichheitszeichen das Skalarprodukt zwischen Vek-
toren, auf der RS hingegen das Matrizenprodukt. Fiir zwei Matrizen A und B ist dieses
erklart, wenn A ebensoviele (ndmlich n) Spalten wie B Zeilen hat. Dann hat die Matrix
C = A- B in der i-ten Zeile und der k-ten Spalte das Element

(A-B)ix = Zn:Aiijk- (8)

i=1

Cik

Die RS von Gl. (6) ist ein spezieller Fall mit n = 1, wobei anstatt des Spaltenvektors a
eigentlich der Zeilenvektor a’ = (a1, as, a3) stehen miisste.

Wir ergéinzen nun die Basisrichtungen {e;,e,,e3} durch einen beliebig gewé#hlten
Raumpunkt O als Bezugspunkt (“Ursprung”). Dann heifit der Verbindungsvektor von
O zu einem anderen Punkt P der Ortsvektor r von P. Die Komponenten von r,

T=r-e, Y=T"ey, Z=r-e;, (9)

heiflen die kartesischen Koordinaten des Punktes P. Obwohl diese von der Wahl der “Ko-
ordinatenachsen” e;, e; und e; abhéngen, schreiben wir oft einfach r = (z, y, ). Solange
kein Wechsel in ein anderes Koordinatensystem vorgesehen ist (siehe jedoch Abschnitt
1.21), sind Mifverstéindnisse ausgeschlossen. Wir sagen auch einfach “am Ort r” oder
“am Punkt r” statt “am Punkt mit den Koordinaten x =r-e;, y=r-ey, z=r-€3".
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1.2 Réiumliche Drehungen der Koordinatenachsen

Drei Richtungen n;, n, und ns, die durch irgend eine rdumliche Drehung aus e;, e; und e3
hervorgehen, bilden natiirlich ebenso ein orthogonales Rechtssystem. Sie sind ebensogut
als Basisrichtungen geeignet. Als einfaches Beispiel betrachten wir die Drehung um den
Winkel ¢ mit ez als Drehachse,

n; = e;cos ¢+ exsin g, n, = —e; sin @ + e, cos ¢, n; = es. (10)

Damit folgt fiir die Komponenten eines Vektors a = a;e; + agey + asze; (der natiirlich
nicht mitgedreht wird) beziiglich der neuen (gedrehten) Basis {n;, ny, ns}

al a-n; a1 cos ¢ + as sin ¢ c s 0 a;
ay | '=[a-ny | =|—asingp+agscosgp | =|—-s ¢ 0 |-|as], (11)
al a-n; as 0 01 as

mit den Konstanten ¢ := cos ¢ und s := sin ¢. Der Ubergang von den alten Komponenten
a; zu den neuen a; wird also durch eine Drehmatriz D beschrieben,

3
a;=> Dya; < d=D-a (12)
j=1
Wegen a; :=n;-a=mn; 3 ;a;e; =3 ; Dj;a;, wobei Dy; = n; - e;, gilt allgemein

n - 1n;-€ 1n;-e3
Dij =n;- ey, Q = Ng-€; Ny -€9 Iy -€3 (13)
nz-€; nNz-€; n3-e€3

Diese Darstellung zeigt unmittelbar, dal die Umkehrdrehung durch die transponierte Ma-
trix D” (mit DY, = Dj;) beschrieben wird,

D '=DT. (14)

Obwohl also der Vektor a selbst unveréndert bleibt (gedreht werden ja nur die Koor-
dinatenachsen, e; — n;),

/ ! !
a = ai1€; + ageq + azez = aN; + ANy + asng = a, (15)

dndern sich seine Komponenten, ¢ — a'. Bei rdumlichen Drehungen (und anderen Ko-
ordinatentransformationen) mufl daher unterschieden werden zwischen einem Vektor a
selbst und seinen Komponenten a, durch die er in einem bestimmten Koordinatensystem
beschrieben wird. Wird hingegen nicht transformiert, so braucht man zwischen a und g
nicht zu unterscheiden, was wir auch héufig tun werden.
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1.3 Skalare Felder

Bei Vorliegen eines skalaren Feldes wird jedem Raumpunkt P eine reelle (oder ggf. auch
komplexe) Zahl U zugeordnet. Damit ist eine explizite Funktion U(x,y, z) der Punkt-
koordinaten z, y und z definiert. Statt U(x,y, z) schreiben wir meist einfach U(r). Na-
heliegende Beispiele fiir Skalarfelder sind etwa der Luftdruck p oder die Lufttemperatur
T. Im allg. dndert sich der Wert von U(r) mit der Zeit ¢, und zwar an verschiedenen
Orten r unterschiedlich. Dann wird U zu einer Funktion U(z,y, z,t) = U(r,t) von vier
unabhéngigen Variablen.

Beispiel: Eine ebene Schallwelle mit Wellenldnge A, die sich in Richtung eines gegebe-
nen Wellenvektors k (mit |k| = 27/)) ausbreitet, ist gegeben durch das “Druckfeld”

p(r,t) = po + Ap sin(k - v — wt) = py + Ap sin(k1z + koy + k3z — wt), (16)
wobei w = 2me¢/A (e: Schallgeschwindigkeit). py ~ 1013 mbar ist der mittlere Druck und

Ap < po die Druckamplitude. Das Argument des Sinus mufl dimensionslos sein.

Wird eine rdumliche Drehung D betrachtet, so schreiben wir statt U(r) besser U(r).
Da dann die Komponenten r des Ortsvektors r {ibergehen in 7' =D -r (wéhrend r selbst

unverdndert bleibt), mufl das Skalarfeld U(r) in den neuen Koordinaten r’ durch eine
andere Funktion beschrieben werden als in den alten. Sie ist gegeben durch

U,y,2)=U@)=UD" ). (17)

U'(r') mufl bei r' = D - r den gleichen Wert annehmen wie U(r) bei r. (Der Strich bei U’
hat natiirlich nichts mit einer Ableitung zu tun.)

Als einfaches Beispiel diene das Skalarfeld U(r) = xy und die Drehung (11). Wegen

D= QT ergibt sich
0 x cr' — sy’
0 -y |=]|s2"+cey | = =r (18)
1 Z z

Ur') = (e’ —sy) (s2' +cy') = csa + (¢ = s*)a'y' —csy? # 2'y. (19)

VA

IS
S ®» o
S o
SIS

Damit folgt nach Gl. (17)

=T =y

Bei Funktionen mehrerer Variablen wird der Begriff der Ableitung mehrdeutig. Man
definiert daher die partielle Ableitung OU/Ox als gewohnliche Ableitung nach z bei fest-
gehaltenen Werten von y und z (wir beschrinken uns vorerst auf zeitunabhiingige Felder)
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etc. So hat etwa U(r) = zy? + 23 sin(kz) die partiellen Ableitungen

2U(r) = y* + 2*k cos(kx), 2U(r) = 2zy,

9 .
or oy —U(r) = 32" sin(kz). (20)

0z

Man beachte, daf} diese drei Gréflen, ebenso wie U selbst, Funktionen von z, y und z sind.
Es gibt natiirlich auch héhere und gemischte partielle Ableitungen, etwa

82
0xdy

82

dz?

U(r) = —2°k?sin(kx), U(r) = 2y. (21)

Hier steht %U(r) abkiirzend fiir %[%U(r)] = %[(%U(r)], da es auf die Reihenfolge der

Differenziationen nach = bzw. y in der Regel nicht ankommt.

Die Ableitung f'(z) einer gewohnlichen Funktion f(z) ist gleich der Steigung der
Tangente an den Graphen von f an der Stelle z. Dies bedeutet, dal fiir eine kleine
Anderung dz von z der resultierende Zuwachs von f abgeschitzt werden kann durch

f(z+6z) ~ f(z) + f'(z)dz. (22)

Dies ist umso genauer, je kleiner dz ist. Mit anderen Worten: Eine bei = differenzierbare
Funktion f(x) 148t sich in einer hinreichend kleinen Umgebung von z durch eine lineare
Funktion approximieren. Entsprechendes gilt auch fiir Funktionen mehrerer Variablen,

N oU(r) oU(r) oU(r)
U(r+dr) = U(r) + o dr + dy oy + 5,

0z. (23)

Hier ist ér = (dz,0y,2) ein kurzer Verschiebungsvektor, sodal der Punkt r + dr ganz
nahe bei r liegt. Ist insbesondere U eine lineare Funktion, U(x,y, z) = Uy + ax + by + cz
mit Konstanten Uy, a, b und ¢, so gilt in GI. (23) fiir beliebige or das Gleichheitszeichen,
da dann die drei partiellen Ableitungen von U gleich den Konstanten a, b und ¢ sind.



1.4 Gradient eines skalaren Feldes

Die drei partiellen Ableitungen eines skalaren Feldes U(r) konnen an jedem Raumpunkt r
als Komponenten eines Vektors, des Gradienten von U an der Stelle r, aufgefallt werden.

oU(r)/ox 0/0x
grad,(r) = ( oU(r)/dy ) = ( d/0y ) U(r). (24)
oU(r)/0z 0/0z

grad (r) ist ein Vektorfeld, da es jedem Raumpunkt r einen Vektor grad (r) zuordnet.

Zu Notationszwecken fithren wir den Vektor V (“Nabla”) mit den Komponenten

0/0x
V= ( d/0y ) (25)
0/0z

ein. Dies ist kein richtiger Vektor, sondern nur ein Differentialoperator, der aber einen
Vektor (genauer, ein Vektorfeld) “erzeugt”, wenn er auf eine rechts von ihm stehende
Funktion von z, y und z “wirkt”, VU(r) = grad;(r), wenn wir formal den “Vektor” V
mit dem Skalarfeld U multiplizieren. Da aber V ein Operator ist, der immer nach rechts
wirkt, gilt VU # UV (im Gegensatz etwa zu p = mv = vm).

Zur anschaulichen Deutung des Gradienten betrachten wir Gl. (23), die jetzt gemif Gl.
(6) eine kompaktere Form annimmt,

U(r+0r) —U(r) = VU(r) - or = |VU(r)| |0r| cos 7. (26)

Hier bezeichnet vy den Winkel zwischen den Vektoren VU(r) und ér. Variiert nun bei
festgehaltenem Wert, von |dr| [das so klein gewéhlt werden kann, daf in Gl. (26) praktisch
das Gleichheitszeichen gilt] der Winkel v, so wird der “Zuwachs” U(r 4 ér) — U(r) von
U offenbar bei v = 0 maximal, da dann der Kosinus maximal wird. Wir sehen also: An
jedem Punkt r zeigt der Gradient VU(r) in die Raumrichtung maximalen Zuwachses der
skalaren Funktion U(r).

Wir gehen nun wieder von {e;, e, €3} zu dem gedrehten Koordinatensystem {n;, ny, ng}
iiber. Nach unserer anschaulichen Interpretation ist zu erwarten, daf}

o' (') /O’ )

ZIU,(ZI) = ( 6U’(£’)/8y’
ouU" (1) /92

=D-VU(r)

(27)

r=D~1.q’

Vereinfacht heifit dies V' = D -V, wobei natiirlich V' am gleichen Raumpunkt P (der auf
der LS durch die Koordinaten 7’ und auf der RS durch r = D" - 1/ beschrieben wird)
wirkt wie V.



Um GI. (27) zu priifen, wihlen wir U(r) = zy und die Drehung (11). Mit (19) folgt

YU (r') = | —2csy’ + (® — s’ (28)

2csx’ + (¢ — s%)y'
0

Andererseits gilt

IS

s 0 Y cy + sx
c 0| |z ‘ =|—-sy+ecx ‘ . (29)
01 0 ) 0

Driickt man hier geméf8 G1. (18) x und y durch z’' und g’ aus, so kommt dasselbe heraus
wie in Gl. (28). Gl. (27) ist ein Spezialfall des des Transformationsgesetzes (31).

o] (-

c
s
0

1.5 Vektorfelder

Um ein typisches Beispiel fiir ein Vektorfeld zu gewinnen, betrachten wir eine statische
(zeitlich unverédnderliche) Ladungsverteilung. Wird eine punktformige Testladung ¢ an
einen Ort r; in der Umgebung der Ladungsverteilung gebracht, so wirkt dort eine elek-
trostatische Kraft F; auf sie. Die an einem anderen Ort ry auf ¢ wirkende Kraft F, ist
im allg. sowohl im Betrag als auch in der Richtung verschieden von F;. Fiir die an einem
beliebigen Ort auf ¢ wirkende Kraft schreiben wir daher F(r). Die Funktion F(r) definiert
ein Vektorfeld, da sie jedem Ort r einen Vektor F zuordnet.

Allgemein hat ein Vektorfeld die Form

Fl (xa Y, Z)

F(r)=| F(z,y,2) | =F(r) (30)
F3 (xa Y, Z)

mit drei Funktionen Fi(r), F5(r) und F3(r), die jedem Ort r eine reelle Zahl zuordnen,

aber dennoch nicht als skalare Felder bezeichnet werden diirfen. Solange keine Koor-

dinatentransformation betrachtet wird, brauchen wir nicht zwischen F(r) und F(r) zu
unterscheiden. Bei einer rdumlichen Drehung (mit Drehmatrix D) hingegen gilt

Fl(d,y',2) = F(r) =

IS

-E(D" '), (31)

wahrend die absoluten Vektoren F und r nicht vom gewihlten Koordinatensystem abhén-
gen (F' =F,r' =r). Gl (31) beschreibt das Transformationsverhalten von Vektorfeldern
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unter raumlichen Drehungen. Es zeigt, dafl die einzelnen Komponenten eines Vektorfeldes
sich nicht wie Skalarfelder transformieren. So gilt etwa

Fi(r') = Zl Dy;F;(D7" - r). (32)

Dies ist sichtlich verschieden vom Transformationsverhalten (17).

Ist die “erzeugende” Ladungsverteilung eine andere Punktladung (), dann I8t sich
F(r) sofort hinschreiben (Coulombsches Gesetz),

ZT
Fr)= 00T - Q0 22 ovap | | (33)
dreg 3 4meg p

Sind die Ladungen @ und g etwa gleichnamig, so ist F(r) abstoflend und hat die gleiche
Richtung wie der Ortsvektor r, da dieser von @ (bei O) nach ¢ (bei P) weist. Der Betrag
(die Stirke) der Kraft ist dem reziproken Quadrat des Abstands r = |r| proportional,

Qq 1
Pl =1 r= /a2 + 2 + 2. (34)

In der Elektrostatik geht man iiber zur elektrischen Feldstirke E(r) = %F(r), da diese
von der Testladung ¢ unabhéngig ist.

Wihrend ein Skalarfeld drei partielle Ableitungen hat, so hat bei einem Vektorfeld jede
seiner drei Komponenten je drei partielle Ableitungen. Diese insgesamt neun partiellen
Ableitungen bilden die sog. Funktionalmatriz M(r) von F(r) an der Stelle r,

OFi(x)
aTj

Fiir Skalarfelder hatten wir U(r + dr) — U(r) ~ VU(r) - dr, sofern |dr| hinreichend klein
ist. In Verallgemeinerung gilt fiir Vektorfelder

Fi(r +dr) — Fi(r) = Z M;;(r)dr;. (36)

Jj=1

M;j(r) ist offenbar nicht die Komponentendarstellung eines Vektors, sondern (wie man
sagt) eines Tensors (zweiter Stufe). Sein Transformationsverhalten unter rdumlichen Dre-
hungen ist

[M'(r)] (D7'-r')-DT. (37)

= > DiyDjq [ﬁ(g_lfl)]ke & M(')=D-
Y,

IS
I=



1.6 Kurvenintegration in einem Vektorfeld

In Abschnitt 1.4 hat sich gezeigt, wie durch Differentiaton eines Skalarfeldes ein Vektorfeld
(der Gradient) entsteht. Wir wollen nun der Frage nachgehen, unter welchen Umstinden
umgekehrt durch Integration aus einem Vektorfeld ein Skalarfeld hervorgehen kann.

Wird die Ladung ¢ aus Abschnitt 1.5 entlang einer gegebenen Kurve I' von deren
Anfangspunkt r, zu ihrem Endpunkt r, bewegt, so wird gegen das Kraftfeld F(r) eine
durch I' eindeutig bestimmte Arbeit W verrichtet. Um diese zu berechnen, wiahlen wir
eine Folge von NV > 1 dquidistanten Punkten r, = rg,ry, 19, ...,ry = r. auf I'. Die Zahl N
soll so grof} sein, daf das Teilstiick von I" zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Punkten
r; und r;;; nahezu geradlinig und die Kraft F(r) auf diesem Teilstiick nahezu konstant
und gleich F(r;) ist. Dann wird auf diesem Teilstiick di Arbeit

W ~ —F(r,) - Ar, (Ar; =151 — 1;) (38)

verrichtet. Hier steht ein Skalarprodukt, da nur die Kraftkomponente |F(r;)| cosy entlang
des Weges zur Arbeit beitragt. Fiir W gilt also die Abschiatzung

N-1 N—1
Wr=3S Wi~ -3 F(r)- Ar, (39)
=0 =

Um weiterzukommen, brauchen wir eine Parametrisierung der Kurve. Das ist eine
Abbildung I' : R — R3 s+ 1(s), wobei der Vektor

x(s)
1(s) = y(s§ (40)

(s

einen Satz von drei gewhnlichen Funktionen z(s), y(s), z(s) des Kurvenparameters s dar-
stellt. Diese sind so zu wihlen, daf§ der Ortsvektor r = 1(s) genau die Kurve I" durchliuft,
wahrend s von einem Anfangswert s, zu einem Endwert s, > s, anwéchst. Dann gibt es
eine Folge von Werten s, = sp < s1 < ... < sy = S, sodaB 1(s;) = r; fiiri =0,1,..., N—1.
Bei hinreichend groffem N und kleinen As; := s;41 — s; gilt dann nach Gl. (22)

Az; = x(si41) — 2(s;) ~ 2'(s;) As; (41)

und entsprechendes fiir y(s) und z(s). Dann wird aus Gl. (39)

N—-1 x’(si)
Wpa — Zo F(1(s:)) - ygsg As;. (42)



Die Ableitung von 1(s) nach s ist definiert durch

: s s) —1(s o'(5:)
1(s) = il(s) := lim (s + 4s) = 1(5) = ( y'(s;) ) : (43)

ds As—0 As

Der Vektor i(s) hat die Richtung der Tangente an die Kurve I im Punkt r = 1(s). Daher
kénnen wir schreiben

N—-1

Wra =3 F(I(s)) - i(s:) As;. (44)

1=0

Im Limes N — oo und As; — O fiiralles = 0,1, ..., N—1 wird aus =~ ein Gleichheitszeichen
und aus der Summe ein gewohnliches Integral,

wp=- [ “dsF(1(s)) -i(s). (45)
Die Kurve I' 148t sich auf unterschiedlichste Weise parametrisieren. Fiir einen Kreis um
O mit Radius R in der zy-Ebene wihlt man am einfachsten z(s) = Rcos(s), y(s) =
Rsin(s) und z(s) = 0. Ebensogut wiire x(s) = Rcos(s)?, y(s) = Rsin(s)® und z(s) = 0.
Der Wert des Integrals kann davon nicht abhéngen. Daher 148t man s aus der Notation
verschwinden, und schreibt formal 1(s)ds = dl,

Wy = —/Fdl-F(r). (46)

Dies ist ein typisches Kurvenintegral in der iiblichen Notation. Seine Berechnung erfolgt
jedoch in der Praxis immer gemédfl Gl. (45). Gl. (46) 148t sich anschaulich deuten. Die
Kurve wird in infinitesimale “Linienelemente” dl ~ 1 und die Skalarprodukte dl - F(r)
iiber die gesamte Kurve aufsummiert.

Als Beispiel diene der Gradient eines Skalarfelds, F(r) = —VU(r),

wr = [ asies)- o (i) = | ds %U(l(s)) — U(r,) - Ulra). (47)

Sa

Hier haben wir benutzt

Lo (s)) = tim LEED =IO _ g, LIVUD ) (). (48)

ds 5550 s 550 s

Beim Gradienten eines Skalarfelds ist also das Kurvenintegral unabhiingig vom Verlauf
der Kurve I' und gleich dem Wert des Skalarfelds am Endpunkt von I' abziiglich des
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Wertes am Anfangspunkt. Dies gilt auch umgekehrt. Ist ndmlich das Kurvenintegral von
F(r) wegunabhiingig, so kann man ein Skalarfeld U(r) definieren,

U(r) = Up + /F dl-F(r), (49)

wobei I" eine beliebige Kurve von 0 nach r, und Uy der (willkiirliche Wert von U bei r = 0
ist. Nun gilt fiir hinreichend kleines |dr| mit beliebiger Genauigkeit

/Fdl CF(r) = U(ro + 6t) — U(ry) ~ 6 - VU (xo), (50)

wobei I" von ry nach ry+ Jr lauft. Dieser kurze Weg kann geradlinig gew#hlt werden. Fiir
|0r| — 0 gilt mit beliebiger Genauigkeit

/F dl-F(r) ~ 6r - F(ro). (51)

Da die beiden letzten Gleichungen fiir beliebige (kleine) dr gelten, folgt F(rq) = VU(ry).

FEin Vektorfeld F(r) ist genau dann Gradient eines Skalarfeldes, wenn die Kurvenin-
tegrale von F(r) wegunabhingig (fiir geschlossene Kurven I’ also gleich null) sind,

F(r)) = VU(r;) & 73 dl-F(r)=0 VI. (52)

In 1D, wo Vektorfelder gewohnliche Funktionen sind, gilt dies immer (— Ubungen).
In 2D, 3D, etc. jedoch gibt es Vektorfelder, die sich nicht als Gradient eines Skalarfelds
schreiben lassen. Ein wichtiges Beispiel ist das elektrische Feld E(r) beim Faradayschen
Induktionsgesetz. Ist der magnetische Flufl durch eine geschlossene Leiterschleife I' zei-
abhéngig, so wird in I" eine Spannung induziert,

?{F dl-E(r) = Upng # 0. (53)

Das elektrische Feld E(r) ist also nicht Gradient eines elektrostatischen Potentials U(r).
Die Induktionsspannung ist keine Potentialdifferenz U(r;) — U(rs) zwischen zwei Punkten
r; und ry. (Bei einer geschlossenen Leiterschleife wire ja ry = ry und U(ry) — U(rz) = 0.
Das tatséchliche elektrische Feld hat in der Néhe der Schleife die Form

—cy
E(r) = (+cx) . (54)
0

In einem solchen Fall sind Kurvenintegrale wegabhéngig.
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1.7 Rotation und Divergenz eines Vektorfelds

Wie sich in Abschnitt 1.4 gezeigt hat, erzeugt der Nabla-" Vektor” V bei skalarer “Multi-
plikation” mit einem Skalarfeld U(r) ein Vektorfeld VU (r) mit korrektem Transformati-
onsverhalten. Obwohl also V kein richtiger Vektor ist, konnen wir daher erwarten, daf} er
auch bei formal richtiger “Multiplikation” mit Vektorfeldern sinnvolle Gréflen erzeugt.
Dafiir gibt es genau zwei Méglichkeiten: Das Skalarfeld (formales Skalarprodukt)

8F1( ) i 8F2(I') T 8F3(I')

leF( ) v F( ) 87“1 87’2 87'3

(55)

heifit die Divergenz des Vektorfeldes F(r) und das Vektorfeld (formales Kreuzprodukt)

Fg (I') 8F2 (I‘)

8F1r€r 8F3 gr

I‘OtF( ) V x F
or
5F2 E;I' 8F1 81‘
Ors

die Rotation von F(r). Man kann zeigen, daf§ sich tatséchlich die RS von Gl. (55) unter
raumlichen Drehungen wie ein Skalarfeld und die RS von Gl. (56) wie die Komponenten
eines Vektorfelds 2d(r) transformieren. Man beachte: Auf der RS dieser beiden Formeln
sind gerade alle neun Elemente der Funktionalmatrix (35) versammelt!

Zur anschaulichen Deutung von Divergenz und Rotation betrachten wir das Feld F(r)
in einer kleinen Umgebung eines Punktes r = ry. Nach Gl. (36) gilt

F(ro+ 0r) = F(ro) + M(ro) - or + R(dr), (57)

mit einem Restterm R(dr), der gegen die iibrigen Terme véllig vernachlissigbar wird,
wenn nur |[0r| hinreichend klein ist. Wie jede Matrix 148t sich die am Ort ry gebildete
Funktionalmatrix M (r;), mit den Elementen

OFi(r)

Mij(ro) = a’r.
J

(58)

)
r=ro

eindeutig in einen symmetrischen Anteil S(ry) und einen antisymmetrischen Anteil £(ro)
zerlegen (Ubungen!),

E(ro + 0r) = F(ro) + £2(ro) - 6r + S(ro) - 61 + R(r). (59)
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Zur Vereinfachung der Schreibweise wihlen wir (bei gleichbleibenden Basisrichtungen
e, e; und e3) ab jetzt den Punkt ry als Koordinatenursprung O. Dann wird dr = r und
Gl. (59) liest sich als

F(r) = F(0) + £(0) - + 5(0) - r + E(r). (60)

Der Restterm R(r) tragt weder zur Divergenz noch zur Rotation von F(r) an der Stelle
r = 0 bei, denn es gilt ja V. x [S(0) -] =0und V- [£2(0) - | =0, wihrend

Vx[20)-r] = 20(0) = ¥
V- [8(0)-r] = Sp[S(0)] =

E(I‘) r=0
-E(r)

Y

A x

: (61)

r=0

wobei die Spur Sp[A] einer Matrix A als die Summe ihrer Diagonalelemente definiert ist.

Mit anderen Worten: F(r) hat bei_z = 0 dieselbe Rotation und dieselbe Divergenz wie
das lineare Vektorfeld

L(r) = £(0)-r+5(0)-r
EQ(K) + Es(ﬁ)- (62)

Der erste Beitrag F,(r) 148t sich sofort anschaulich deuten, wenn wir uns F(r) als
Geschwindigkeitsfeld v(r) einer stationiir stromenden, Fliissigkeit vorstellen. Dann ist

Fo(r) =uvp(r) = £2(0)-r

Il

w(0) xr

(63)

offensichtlich das Geschwindigkeitsfeld einer starren Rotationsbewegung mit Winkelge-
schwindigkeit w(0). Falls also S(0) verschwindet, so verhélt sich das Wasser in unmit-
telbarer Umgebung von r = 0 wie gefrorenes Eis, das als starrer Kérper momentan mit
Winkelgeschwindigkeit &(0) um den Punkt r = 0 rotiert. [Dieser Rotation iiberlagert sich
eine Translation mit Geschwindigkeit v(0).]

Die Rotation V x v(r) eines Geschwindigkeitsfeldes v(r) ist also gerade das Doppelte
der lokalen Winkelgeschwindigkeit (3(r) der rotierenden Komponente von v(r),

V xv(r) = 2d(r) (64)

Die Interpretation des zweiten Beitrags F¢(r) zu Gl. (62) wird Gegenstand des néichsten
Abschnitts sein.
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Als Beispiel betrachten wir einen geradlinig in z-Richtung verlaufenden Fluf}; dessen

Stromungsgeschwindigkeit |v| in der Flufimitte (bei y = y,,) einen Maximalwert v,, an-
nimmt und an den Ufern (bei y = y,,, & 3b) verschwindet. Sein Geschwindigkeitsfeld v(r)

wird, zumindest fiir Punkte r an der Wasseroberfliche (z = 0), gut beschrieben durch

’Ul(xa Y, Z) 1- a(y - ym)2 4
u(r) = | vz, y,2) | = vp 0 , = (65)
’Ug(ﬂ'),y,Z) 0

Wir betrachten einen Punkt P im Abstand 0.3b rechts von der Fluimitte und wéhlen
40.3b. Somit herrscht am Punkt ry der

ihn als Koordinatenursprung. Dann ist y,,
Wasseroberfliche bei P die Winkelgeschwindigkeit

0
(66)

V x u(r)

N[

w(0) =
—2aYm

Mit dieser Winkelgeschwindigkeit rotiert ein kleines Holzflo§ , dessen Schwerpunkt auf
der Geraden y = 0 in Strémungsrichtung treibt. Die Zerlegung der Funktionalmatrix

sieht nun so aus:

0 2ay, O 0 aym O 0 aym O
MO)=v, |0 0 Of=v,|—-aym 0 O|+vy|ayn, 0 O0f. (67)
0 0 0 0 0 O 0 0 O
2(0) 5(0)
In diesem Fall lautet Gl. (60) explizit
1—ayy, +y Y —y’
u(r) — vy 0 = VYm | =2 | +vmay,m |z | +v,a | O (68)
0 0 0 0
v(0) 2(0)r 5(0)r R(r)

Als Zeichnung sieht diese Gleichung (mit ¥, = +0.3b) so aus:
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Abbildung 1:

Nach Abzug der konstanten Geschwindigkeit v(0) bleibt das Geschwindigkeitsfeld
iibrig, das ein am Ufer mit dieser Geschwindigkeit mitlaufender Beobachter sieht: Die
starre Rotationsbewegung vy, (r) plus eine Stromung v, (r), die das Flol, wenn es nicht
starr wére, in einer Richtung zusammendriicken und in der dazu senkrechten Richtung
auseinanderzerren wiirde. Der Restterm R(r) ist in der Nihe des Flofles vollkommen
vernachléssigbar. Zur Interpretation des Beitrags v,(r), der die Bewegung eines starren
Flofes nicht beeinflufit brauchen wir einen neuen Begriff:
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1.8 Quelldichte eines Vektorfelds

Wir betrachten zunéchst ein 1D stationdres Stromungsfeld, etwa die Stromung in einem
geradlinigen Wasserrohr. Die z-Achse verlaufe entlang der Rohrachse. An jeder Stelle z
soll jeweils eine einheitliche Stromungsgeschwindigkeit v(x) herrschen, die unabhéngig ist
vom Abstand v/y? + 22 von der Rohrachse. Der Rohrquerschnitt A sei unabhéngig von z.

Bei einer inkompressiblen Fliissigkeit mit Massendichte p kann v(z) als Funktion von
x, also entlang des Rohres, nur dann variieren, wenn dem Rohr durch seitliche Zuleitungen
zusiitzlich Wasser zu- oder abgefiihrt wird. Da p A v(z) At die Wassermenge (in kg) ist,
die wahrend der Zeit At den Rohrquerschnitt bei x passiert, so ist

Q(zo,0x) = pAlv(zo + dx) — v(x0)] (69)

die dem Rohr zwischen x4 und z¢+ dx pro Zeiteinheit von aufien zugefiihrte Wassermenge
(“Quellung”). Folglich ist

dv(zx)
dz

= pA lim v(@o + 02) — v(z0) _ dJ(x)

T=T0 dz—0 o dx (70)

q(zo) = pA

T=To

die “Quelldichte” des 1D Stromungsfeldes J(x) = pAwv(x) an der Stelle x = xg, gilt doch

/;OMI dz q(z) = Q(xo, 01). (71)

0
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