M.67 Doppelpendel (F2020.M.1)

(a) Mit den Koordinaten und Geschwindigkeiten,

x1 = {sin ¢y, i1 =l cos gy,

y1 = Lcos ¢, Y1 = —@51 sin ¢y, '
To = x1 + £sin o, To = Lpicosor + Loy cos o,
Yo = Y1 + Lcos o, Jo = —Lysingy — Ly sin o,

erhalten wir die Lagrangefunktion (y-Koordinate nach "unten”!)

M. .o .o .

L = 3($f+yf +x§+y§> + mg(y1 + v2)
My

= - (2¢1 + @5 + 20192 cos(¢1 — ¢2)) + mgl(2 cos 1 + cos ¢a),

wobel wWir cos ¢ cos ¢ + sin ¢y sin ¢y = cos(¢; — ¢2) benutzt haben.
(b) Mit cosz =1 — 2% 4+ O(z?) ergibt sich fiir kleine Winkel

me?
2

<2¢% + Cbg + 2p165 — @@(@1 — @)2) + %(6 — 207 — ¢§>

I =

Da von vierter Ordnung, wird der Term — ¢1é2<@1 — ¢)? vernachlassigt.

(c) Fiir kleine Winkel lauten die Bewegungsgleichungen %a‘% = % also
201 + ¢ = —2 % b1,
$1+ by = —% P2

(d) Bei einer Eigenschwingung des Doppelpendels schwingen beide Massen jeweils mit
der gleichen Frequenz w. Anschaulich ist klar, daf§ es dafiir (mindestens) zwei
Moglichkeiten gibt: (1) Eine gleichphasige Schwingung, bei der das Doppelpen-
del wie ein starres, gestrecktes Einfachpendel schwingt. (2) Eine gegenphasige
Schwingung mit hoherer Frequenz ws > w;. Da die Bewegungsgleichungen linear
sind, ist jede Superposition dieser beiden Eigenschwingungen wieder eine Losung.

(e) Der Ansatz ¢y (t) = e, ¢o(t) = Ae™" liefert das Gleichungssystem (mit wy = /4)

—W?2+A) = 2w,
w14+ 4) = —wiA
Elimination von w? liefert 2+LA = HiA, mit den Losungen A, = T+/2, also
w2, = 2 w2 = Luﬂ = (Q:I:\/§>w2.

1,2 21 Ay, 0 2+ V2 0 0
Systematischer Weg: In Matrixform lauten die beiden DGlen aus Teil (c)
y S _ 2 =1 » (™

Qb— M(b’ M_(_2 2)w07 ¢_<¢2>

Der Ansatz ¢(t) = Bel“! = (})e! liefert die Eigenwertgleichung (M — w?[)B = 0,

— w? —
det(M — w?I) = det ( 2 _2w 2_1002 > =0 = wiQ = (21\/§>w§.



M.68 Fallender Stab (F2020.M.2)

(a) In der Lagrangefunktion L =T — V,

. o . Y
L($.9) = < ¢ — = sing,

ist V(¢) = ngg sin ¢ die potentielle Energie des Schwerpunkts (X|Z) = (£ cos ¢|% sin ¢).

Die resultierende Bewegungsgleichung lautet

mgl

o = 50 COS ¢. (1)

(b) Aus der Energieerhaltung
O . 1 1
E = Eqﬁz + % sing = % sin ¢y

(¢ ist die Ausgangslage mit ¢ = 0) gewinnen wir die Beziehung

gz.52 = %g(singbo—singzﬁ). (2)

(c) Fiir die Vertikalbeschleunigung # des oberen Stabendes z = £sin ¢ gilt
2 .. . 2
@Esquﬁ = E(qﬁcosgb — ¢ smgzﬁ).

Mit Gln. (1) fiir ¢ und (2) fiir ¢? ergibt sich

z =

Z =1 {—m—ggcos%b — %‘(]e(singbo—sin¢> sin¢} .

Mit cos?¢ =1 —sin?¢ und O = mTZQ (wobei hier aw = 3) ergibt sich

1
i = —g {a (—252 + 5058 + 5)1 = —g%N(sin@sin%).

Beachte: Der Wert von é = % hat also keinen Einfluf} auf die folgende Diskussion,

solange der Schwerpunkt (X|Z) des Stabs in seiner Mitte liegt, V(¢) = ngE sin ¢.

Wire etwa seine Masse im Schwerpunkt konzentriert, so hatten wir a = 4.

(d) Die Scheitelpunktform N (s, sg) = —3(s— %0)2 + ngJr?’ zeigt: Der Graph der Funktion

f(s) = N(s,s0) ist eine nach unten gedffnete Parabel mit Maximum bei s = 3.

3 3 st 3 3s?
Nena = f(0 ) Niax = ¥) == _0’ Nang = :___0-
(e) Der Betrag |Z| = gN(s,s0) nimmt anfangs (bei s = s0) zu, erreicht bei s = 3
sein Maximum g/Ny,.y, nimmt dann zwar wieder ab, bleibt aber bis zum Schluf (bei
s = 0: |2| = 3g) groBer als g. Damit also der Stab stets der Kugel voraus ist,
muf} seine Vertikalbeschleunigung von Anfang an grofler als ¢ sein,

1
N(sg,80) > 1 & sp < —= & G0 < 35.26°. (3)

V3

Fiir Beschleunigungen iiber g sind hier die Zwangskrafte verantwortlich, die den
Stab zusammenhalten.



E.67 Magnetfeld eines zylindrischen Stromtragers (F2020.E.1)

Hinweis: Die Textzeile 6 ist vermutlich zu erganzen wie folgt: ”... und kann durch die
Volumenstromdichte J(o, 9, z) = K(9, 2) - (0 — a) ausgedriickt werden.” (?)

’ Abweichende Notation: H in der Aufgabenstellung \ hier ‘

Zylinderkoordinaten: (0,9, 2) (p, 0, 2)
elektrostatisches Potential: [0) ¢

(a) Eine solche Radialkomponente B,(p, ¢, z) miisste aus Symetriegriinden an jedem
Punkt auf einer gedachten Zylinderflache um die z-Achse den gleichen Wert haben,
B,(p,¢,z) = B,(p). Im Fall B,(p) # 0 hétte man einen B-Fluf aus dieser Fliche
heraus (oder in sie hinein), im Widerspruch zur Quellfreiheit (V - B = 0) von B.

Damit mufl das B-Feld in Zylinderkoordinaten folgende Form haben,
B(I‘) = B¢<p7 (b? Z) €y + BZ<:07 (,bv Z) €.

Die Komponenten B, und B, konnen wegen der Zylindersymmetrie weder von ¢ noch
von z abhéngen, miissen also reine Funktionen der Radialkoordinate p sein,

B(r) = B(b(ﬂ) €y + B.(p)e.. (4)

Daher betrachten wir eine Kreisscheibe X' (Radius p = r) senkrecht zur z-Achse und
zentriert auf dieser, sowie ein Rechteck R (Hohe h) in einer durch die z-Achse begrenzten
Halbebene und mit Seiten in z-Richtung, bei p =r; < a und p = ry > a (Skizze).

i

Skizze:

! Blau: Ausschnitt aus dem unendlich
| langen zylindrischen Stromtrager

-~~~ S T o (mit Radius a).
,/ T ~a

6 N - P > Rot (durchgezogen): Der Rand
~ - . e o 02X einer moglichen Kreisscheibe X

(hier mit Radius r > a).

N& Griin (durchgezogen): Der Rand
T1 Ly

OR eines moglichen Rechtecks R.

Fiir diese Flachenstiicke lautet das Amperesche Gesetz V x B = pJ in Integralform
% dI'B(I‘) = [Lo/dSJ(I') = Mo]g,
ox b
]{ dr-B(r) = uo/dS-J(r) = o Ig.
OR R

Linke Seiten (LS): Mit Gl. (4) fiir B(r) haben die Linienintegrale die Werte

7{ dr -
%

B(r)
ngdr B(r) = h- [Bz(n) — Bz<’l“2>i| (r<a, r,>a).

= 27r - By(r),

3



Rechte Seiten (RS): Bei der gegebenen Stromdichte,

J(r) = K(r)-d(p—a)
= Kj-(e,cosa + egsina) - 0(p —a),

tragen zu den Stromen [y (durch X') und I (durch R) nur die e,- bzw. die e,-Komponente

von J(r) bei,

.o 0 (r <a)
s 2ra - Koy cosa (r>a) [’
Ir = h-Kjsina.

Zusammengefafit erhalten wir somit fiir By(p) und B,(p) die Bedingungen

0 (p<a)}’

2mp- Bolp) = NJO.{Q?TCL-KOCOS@ (p>a)

h-|B,(r) — Bz(m)] = o -h-Kysina (7’1 <a, 9> a).
AufBlerdem mufl im Unendlichen gelten (dies ist sogar explizit angegeben !)

By(p), B.(p) — 0 (p— o0).

(b) Innerhalb des Zylinders (p < a) gilt also wegen Gln. (5) und (6)

By(p) = 0,
B.(p) — B.(r3) = poKp sina (re > a).

Da die zweite Gleichung fiir beliebige 5 > a gilt, so folgt wegen Gl. (7)

| poKpsina (p <a),
B:(p) = { 0 (p>a).

(c) Auflerhalb des Zylinders (p > a) gilt somit

~— —

- o Ko cos a,

Sl

(d) Sollte bei endlicher Leiféhigkeit o (also bei endlichem Widerstand) eine konstante
Stromkomponente in ¢-Richtung ("um den Zylindermantel herum”, sina # 0)
fliefen, so miisste es ein E-Feld (E = 0J) geben, das in geschlossenen Kreisen tan-
gential um diesen Mantel herumweist. Genau wie bei der Faradayschen Induktion

148t sich ein solches E-Feld nicht als Gradient eines Potentials @(r) darstellen.



E.68 Inhomogener Kugelkondesator (F2020.E.2)

(a)

Die erste Maxwell-Gleichung V - D(r) = p(r) lautet in Integralform

§ a5y = [ o) = Q. ®)

wobei §2 ein beliebiges Raumgebiet (mit Oberflache 042), und @, die in §2 enthaltene
freie’ Ladung ist. Bei der vorhandenen Kugelsymmetrie gilt (in Kugelkoordinaten)

Wihlen wir also fiir {2 eine Kugel mit Radius » um den Ursprung, so folgt

47rr2D(7"):{0 <7‘<“>} N D<7~):{8 (r<a),

Q (a<r<b) oz (a<r<b).

Um D(r) auch fur r > b zu bestimmen, missten wir die Ladung @’ auf der d&ufleren
Schale (mit » = b) kennen, doch dies ist fiir das Folgende nicht notig.

Nach der allgemeinen Beziehung D = eegE, hier also D(r) = €(r) ¢gE(r), gilt mit
E(r) = E(r)e,

_ 1 D(r) Q 1-Kr
E(r) = o) I 7 (@ <r<b).

Damit ergibt sich die Spannung zwischen den beiden Kugelschalen zu

o fne - &[G -xnd]

und die Kapazitat dieses inhomogenen Kugelkondesators ist

:Q_ dmeg
CT U Eop oKl

a

b
{—) 4dmeq a
b—a

(K—>O)}.

Die allgemeine Beziehung D(r) = ¢,E(r)+P(r), mit P(r) = P(r)e,, liefert zunéchst

PO) = DI —B(r) = 28 worcn).

A r

Mit der angegebenen Divergenzformel finden wir dann

ppal(r) = =V -P(r)
= o (PP0) = —2 8 (a<r<b)

Von der positiven Ladung ) > 0 auf der Schale r = a wird die negative Komponente
des polarisierbaren Mediums angezogen; die positive Komponente wird abgestofen.
Daher entsteht bei 7 = a eine negative UberschuBladung Ppoia < 0, bei r = b eine
positive UberschuBladung Ppola > 0.

Tn Gl. (8) ist p(r) die Dichte der "freien” Ladungen. Dazu zéhlt etwa die auf eine Schale gebrachte
Ladung @, also auch @, nicht aber die (?gebundene”) Polarisationsladung ppo1(r) der Teile (c¢) und (d).
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T.67 Polarisation (F2020.T.1)

(a) Temperatur 7" und elektrische Feldstérke F sind intensive GroBen, wihrend Energie
U und Entropie S extensiv sind. Mit dem gegebenen Differential dU = T'dS + EdP
ist damit auch die Polarisation P extensiv?.

(b) G(T, E) soll die Legendre-Transformierte der Funktion U(S, P) sein,

G=U-TS—EP = dG = dU—(TdS + SdT) — (EdP + PdE)
— —SdT — PdE.

(Beim Vergleich mit einem Gas entsprechen einander F und —p, bzw. P und V.)
Insbesondere hat G also die partiellen Ableitungen

oG oG
(ﬁ)E = (a—E)T ="

(c) Dies ist eine Maxwell-Relation:

(), - (), (), - (), o

(d) Zunéchst gilt

Ce(T,FE) =

AT AT g (10)

AQ| TAS S
- —7(Z) .
aT ),

Die Identitat (g—gy”)z(@)w(&)y = —1 liefert fiir die gesuchte Grofe

0z oz
(‘9_T) 1! __Ge)r _ TG
0B)s  (5%)rGr)e  (Gr)e  Ce(E)

wobei wir zuletzt Gl. (9) fiir (@)T und GL. (10) fiir (98)  eingesetzt haben.

Q

E

ZHier ist P also nicht (wie iiblich) das Dipolmoment einer Probe pro Volumen (eine Intensitiitsgrofe),
sondern das gesamte Dipolmoment der Probe.



Q.67 Bewegung im harmonischen Potential (F2020.Q.1)

(a) Wir wenden auf to(z) den Oszillator-Hamiltonian H = —%% + mTw?xz an,
. n? mw? n?
i — (- 2 .
Soll also 1y (z) ein Eigenzustand sein, Hibo(x) = Egto(x), so muf gelten
h h? Fuw
2
T ~ O 2ma? 2

(b) Mit der Substitution u = == (also dz = xo du) gilt

| ala@P = Wil [ oy

o0

1
l’oﬁ '

Da vg(x) und 1, (z) reelle Funktionen sind (wir wahlen Ny, N7 € R), so gilt ferner
fiir die gegebene Linearkombination ¢ () (wir schreiben cos § = ¢ und sin § = s)

= ’No\zmoﬁ = 1 = No =

Jasto@P = [ aefeun(o) +se e [cvno) +se(a)]
= / da [c2w0<x>2 +eso(a)n () (e + ™) + 5% <x>2]
= & [davo(z)? +2cs cos¢ [ dzapg(z)y(x) +5* [dzy(x)? = 1,
f e 4200 ono | ]

~
0

1 1

wobei das mittlere Integral verschwindet, da sein Integrand ungerade ist.

(c¢) In der Notation von Teil (b) ergibt sich jetzt

@o = [doalp@P
= CQ/d:v 2o (7)? + 2cs cos gb/dx o () () + Sz/d:v zipy (2)?

| S —
0 0

T z?
= 2cs cosqﬁ/\/g./\/l/dxx— exp (——2)
T

0 Ty

= 2cs cos pNg N, /(wodu) (Tou)u o v

2 . T
= 25 cos ¢ ./\fo./\flmg/duu2e“ = sina cos ¢ —.
sin o \/§
5 ——

™ %\/77.

Je nach Wahl von a, ¢ € [0, 27| kann also (z), maximal den Wert % (und minimal
den Wert —<4) annehmen.



(d) Vorbemerkung: Fiir Systeme mit zeitunabhéngigem Hamiltonian

N K2 d?
="
2m dx? + V(z)

gilt allgemein: Ist die Wellenfunktion ¥(z,t) zur Zeit t = 0 gegeben in der Form,

o0

= > cathulx

n=0

als Linearkombination der Eigenfunktionen® 1), (x) von H , so ist ihre Entwicklung
fiir Zeiten t > 0 gegeben durch

t) = 3 catn(z)e .
n=0

Die verschiedenen Frequenzen w,, sind dabei festgelegt durch die Eigenwerte F,,,

e Im Fall der Wellenfunktion (3) der Angabe gilt also
1
\/57

(mit [co|* + 1> =1). Mit E, = (

co = =0 (n=2,3,4,...)

n)hw gilt weiter wy = %w, w1 = %w, sodafl

W<£L',t) — _wo(x) efiwt/2 + Lwl(:w 67310.;1‘,/2

\/5
ko) + (o) e

—iwt/212 — 1 ergibt sich hiermit der Erwartungswert

Wegen |e

2

(T) w(wp) = /d:v:v|¢(x,t)|2
1 i(Z —wt)
+ — () ez

1
= /dl“l“ ﬁ%(ﬁ) V2

Dies ist genau das gleiche Integral wie in Teil (c), mit der Wellenfunktion ¢ (z) statt

¥(x,t), sofern wir dort § = 7 und ¢ = § — wt setzen,

cos (2 —wt) = Lo sin(wt).

() w(wp) \/— =%

3Dabei sind die Betragsquadrate |c,,|? der Koeffizienten gleich den W’keiten, bei einer Energiemessung
im Zustand ¥(z,0) die entsprechenden Eigenwerte E,, zu beobachten. So gilt also insbesondere

o0

Z lenl> = 1.

n=0



Q.68 Asymmetrischer Kasten (F2020.Q.2)

(a) In beiden Bereichen 0 < z < @ und x > a hat die SGI jeweils die Form

EL:E—(—VO)E AE > 0 (x < a),

——"(x) = E¢(x), { Ex = E = —|E| <0 (x > a).

Damit sind die allgemeinen Losungen jeweils gegeben durch

W(z) = Asin(kz) + Bceos(kz)  (z <a),
¥ = CeM 4+ De (z > a),
wobei k£ > 0 und A > 0 festgelegt sind durch

h2k? h2\?

— (> 0), = 1B (> 0)

Die Randbedingungen ¢ (0) = 0 und lim ¢ (z) = 0 verlangen B = C' = 0,
T—r00

| Asin(kz)  (z <a),
w(z) = { De™>® (x > a).

|
\ |
() !
1 ’ N
| Re S
O (x) / \
PN / \\
' \\ Il , Il \ Il
] T A 7 >
_2 B | \ V4 \
£ 41 [ ) s AN
AE ! \~\_¢/l \\~_
6 V()
_‘/b -8 ]

(11)

Figure 1: Die Wellenfunktion t(x) von GL (11) in Einheiten von a~'/? (blau bzw. griin)
und das Potential V (z) in Einheiten von /2 (schwarz), beides fiir den Fall V = 8- -

2ma?

2ma?

(Man beachte die zwei verschiedenen Skalen auf der Ordinate.) In diesem Fall gibt es

genau einen gebundenen Zustand, mit Eigenwert £ = —3.01761 % (rot).

(b) Sowohl ¢ (x) als auch seine Ableitung,

, Ak cos(kx)  (z <a),
Vix) = { —Dle ™ (x > a),

miissen bei x = a stetig sein,

Asin(ka) = De
Ak cos(ka) = —Dle

Mit ka = P /‘/\/% und Aa = 7 \/7”2‘5;2 wird daraus die angegebene Gleichung,

tan <—2m AL ~a> = —@
VIE!

ka

} = tan(ka) = Y

h

(12)



Bem.: Um (zu gegebenem Vo und a) den Wert |E| = Vy — AE zu berechnen, beachten
wir (\a)? = 2’”“ 201 — (ka)?® und 16sen auf numerischem Wege eine Gleichung fiir ka,

tan(ka) = — ha . (13)

\/Qma VO (ka)2

Dies ist jedoch in der vorliegenden Aufgabe nicht verlangt.

Figure 2: Tllustration der Anschluibedingung Gl. (12), tan(ka) = —%2.

Als Funktionen der dimensionslosen Variable ka ~ vV AFE sind dargestellt:

Rot:

Die Linke Seite, tan(ka).

Blau: Die Rechte Seite, —5¢ . fiir verschiedene Werte von Aa ~ \/|E].

(c)

Die kleinste Losung ka = - /\/C > 0 von Gl. (12), (Schnittpunkt der roten Kurve

in Fig. 2 mit einer der blauen Geraden) liegt offenbar im Intervall* Z < ka < m,

h2m? 2
< AF < )
8ma? 2ma?

(14)

1. Mit \/|E| — 0 werden die blauen Geraden immer steiler, und ihr Schnittpunkt
mit der roten Tangenskurve wandert nach links gegen den Grenzwert ka = 7. Dies
ergibt den minimal moglichen Wert von AFE,

h2m?

8ma?’

Wegen |E| — 0 muf dies dann zugleich der entsprechende Wert von Vy = AE + | E|
sein. (Dies ist der minimale Wert von V{ mit einem gebundenen Zustand !)

2. Im Limes Vj — oo gilt dagegen |E| — oo. Mit y/|E| — oo werden die blauen
Geraden sehr flach, und ihr Schnittpunkt mit der roten Kurve wandert nach rechts
gegen ka = m. Dies ergibt den maximal méglichen Wert von AE (vgl. Teil d),
h2?
2ma?

AEmin =

AEmax = = gl-
Im Limes Vj — oo ergibt sich der unendlich tiefe 1D Potentialkasten im Intervall
x € [0, a], mit den bekannten Eigenwerten (Energienullpunkt £ = 0 bei £ = —1})

h? T 2
“ - B
2m " a
h2 2
- 2m7;2n2 (n=1,2,3,.).

4Um bei z = a Stetigkeit von 9 (z) und ’(x) zu ermdglichen (Fig. 1), mufl der Sinus in GI. (11)

offenbar sein erstes Maximum im Intervall z € [0, a] annehmen, da e

—AZ fiir A > 0 monoton fallend ist.

Folglich hat der Sinus bei z = a eine Phase ka € [T, 7].
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