T.55 Wirmeaustausch und Entropie (F 2017.T.1)

(a)

Es sei jeweils @Q),, die vom Reservoir R,, aufgenommene Wirme (n = 1,2).
Wegen T > T miissen wir zeigen: 607 < 0, 6Q)2 > 0.
Aus der Bilanz der Gesamtenergie U, ndmlich §U = §Q;1 + §Q2 = 0, folgt zunéchst

0Q1 = —0Q>.

Fiir die Anderung der Gesamtentropie S folgt damit weiter

_0Qr  0Qy 1 1
5S = + — 50, (T2 Tl)'

Wegen 0S5 > 0, siehe GL. (1) der Angabe, muB also Q)2 > 0 sein (da 75 < T}), q.e.d.

Die Entropie Sk des Korpers, mit dem Differential dSx = CPTdT, andert sich um
AS /TR Cpdl _ | Tk
e T Tk

(Beachte, dal T die Anfangs- und Tk die Endtemperatur des Korpers ist.) Die
vom Korper aufgenommene Wirme ist AQx = Cp(Tr — Tk).! Da das Reservoir

die Warme AQr = —AQk aufnimmt, so andert sich seine Entropie Sz um
_ AQr  AQx  Cp(Tg — Tk)
ASRp = = — = — )
Tr Tr Tr

(Es spielt dabei keine Rolle, welche der Temperaturen Tx und Tk die grofiere ist.)
Mit z := % ergibt sich somit fiir die Anderung der Gesamtentropie S = Sx + Sgr

AS = ASk + ASp = Cp[—ln(a:) - (1—3:)}

- Cp[x - (ln(:c)—i—l)} > 0,

wobei wir zuletzt die Angabe x > In(x) +1 benutzt haben.

'Dabei ist AQx < 0 im Fall T, > Tr, wihrend AQx > 0 im Fall Tk < Tkg.
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T.56 Thermodynamik elektromagnetischer Strahlung (F 2017.T.2)

(a)

Mit U(T,V)=w(T)V und p(T,V) =“L ergibt sich das Entropiedifferential

3

dU + pdV W (T AT + w(T)dV + “Hqy

uw'(T) 4 u(T)
T4 =22/
- Vd 3T dVv

= S(T,V)dT + Sy(T,V)dV,

mit der Notation S| = (8T) und Sy = (av)
Als vollstandiges Differential geniigt dS der Integrabilitatsbedingung 851 = %,

' (T) 4 Tu(T) — u(T) , ()
T T3 T e v =

Diese DGI hat die Losung (mit einer Integrationskonstante o)

uw(T) = oT*

Zur Integration dieses Entropiedifferentials,

4
A4S = 40TV dT + §T3dv
= ST, V)dT + So(T,V)dV,

nutzen wir als Randbedingung den Dritten Hauptsatz, S(0,V) = 0 (fiir alle V),

S(T.V) = S(0,V) + / AT s ()

T
4
- 0 +/ AT’ 46T?V = ?UT3V
0

Beim ﬂbergang der Strahlung von V; in das groflere Volumen Vi = Vi + V5 bleibt
deren Energie konstant, Uy = U = uVj. Daher mufl die Energiedichte abnehmen,

u uVi s Vi 4
L VAN A AL VA T VA

Fiir die Ausgleichstemperatur ergibt sich also

Vi 1/4
T: = T
! (v1+v2)

Dieser Ausgleichsvorgang ist irreversibel (da die Strahlung nicht von selbst in das
kleinere Volumen V; zuriickkehren kann). Entsprechend hat der Endzustand eine
erhohte Entropie,

Sp = —TP(Vi+ V)



T.57 Gummiband (H 2017.T.1)

(a) Das Potential F(T, L) wird definiert als Legendre-Transformierte von U(S, L),

F(T,L) = [U(S,L) - TSHS:S(TL),

mit der Umkehrung S(7, L) der Funktion T'(S, L) = & U(S, L) beziiglich T
Mit der Produktregel d(T°S) = T'dS + S dT erhalten wir das Differential

dF = dU — (TdS + SdT) = —SdT + kdL.

(b) Dies ist eine Maxwell-Relation: Mit S = — (8—F)L und (g—f)T = k folgt
a8\ 0 ( oF(T, L)\ _ 90 ( OF(T.L)\ [0k
oL),  OL oT - oT oL B or),

(c) W ist die am Gummiband verrichtete Arbeit, mit dem Differential dW = kdL,

o5}

Lo
W = k(Ty, L)dL.
Ly
Die freiwerdende Warme @) wird vom Gummiband abgegeben (meist wird die
aufgenommene Wirme als () bezeichnet), hat also das Differential dQ) = —T7'dS,

Lo
0 — —/ T,ds
L

1

L2 oS L2 Ok(T, L)
- — | 1,(= L =T, = L
/L 0 (8L>T:TO d O/L 8T ’T:Tod ’

1 1

wobei wir im letzten Schritt das Ergebnis von Teil (b) benutzt haben. Bezeichnen

wir die partielle Ableitung als ak((;;L) = k1(T, L), so konnen wir einfacher schreiben

(d) Aus dem Differential dk = (%)LdT + (g—ﬁ)TdL erhalten wir

L k/OT ky(T, L
m(r k) = (25 = _OkOT) (L)
or), (Ok/OL)r ko(T, L)
zuletzt wieder mit der Notation aké?m =k (T, L) und % = ko(T, L).
Bem. 1: Dies folgt auch aus der allgemeinen Relation (‘g—iﬁ)z (‘g—g)x (g—)Z{)Y =—1.

Bem. 2: Mit dem Ergebnis von Teil (b) kdnnen wir weiter umformen,

(0k/OT) (0S/OL)r 08
T k) = — = = | =
m(T k) (Ok/OL)r _ (9k/OL)r ok ).
wobei wir zuletzt die allgemeine Relation gggg; = (%)T benutzt haben.

(e) Im gedehnten Band haben die langgestreckten Molekiile weniger Moglichkeiten, sich
zu falten. Prinzip der statistischen Mechanik: Die Entropie S = kIn W ist, im
Wesentlichen, der Logarithmus der Anzahl W dieser Moglichkeiten.



T.58 Kreisprozess (H 2017.T.2)

Mit ”als ideal angenommenes Gas” ist vermutlich ein klassisches ideales Gas gemeint,

R
pV = nRT, C,—Cy =nR (C,=7Cv) = v = —
P)/ R
Auf der Adiabate (von a nach b) ist der Druck p als Funktion von V' gegeben durch
. _ ]91‘/17
p - pab(v) - V»\/ :

Insbesondere ist py = pap(Va) = p V] V5 7.

(a) Die vom Gas verrichtete Arbeit hat das Differential —(—pdV') = pdV,

Vi Va Y ¥

mVi mV; 1— 1—

W = / dV pep(V :/ dV —r = —=(V, "=V 7

Cavpaw) = [Caviit - B @ v)
1

= :(m% - mW),

Ve \%
Wy = / dV (V) = /de2 = py (V1 = Va),

Vi Vo
W. = 0 (konstantes Volumen V).

Die vom Gas aufgenommenen Wirmen sind (mit 7= 2% und Cy = 2&)

nR v—1
Qaw = 0 (Adiabate),
p2(V1 - V2) Y
ch = Cp(Tc_Tb) = 70V nR = 7_1 p2<‘/1_‘/2)7
(pr — p2)V1 1
= T —T.) = = — .
Qca CV( a C) Cv nR N1 (pl p2)V1

Kontrolle: Man tiberzeuge sich, dafi (Qup + Qpe + Qca) — Wap + Wie + Weo) = 0.

(b) Der Wirkungsgrad 7 ist das Verhéltnis der vom Gas insgesamt verrichteten Arbeit
W = W+ Wi zu der vom heiflen Reservoir aufgenommenen Warme @, (wahrend
die an das kalte Reservoir abgegebene Warme Q. als ”verloren” gilt),

Wab + Wbc #(pl‘/l _pZ‘/Z) —+ pQ(‘/l — ‘/2> v — 1 1

= — .pZVI
Qca % (pl _pQ)‘/i Y 1 }ﬁ
1% 1% 1%
_@-®ro-ni-w o, 1-d
B L o 71_&'
p2 p2
% Vi
(c) Wegen T, =22t und T, = 2z gilt
Ta b1 ‘/2 K :Ul/w_l
= — = — = e :> :1_ .
T p <v1 ! T
T.— 0/x — oco: Wegen v > 1 gilt jetzt % — 0, also
n — L
T.—T,/x—1: Mit e =14 ¢ > 1 (wobei € — 0) gilt jetzt
(1+e)t/7 -1 1+=2-1
S PVl 2 i (S A A
1 T 0+e-1 TTe—1

Die gleichen Grenzwerte (n — 1 bzw. n — 0) erhilt man fiir Doame = 1 — *.
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T.59 Thermodynamisches Gleichgewicht einer Blase (F 2018.T.1)

(a) In dieser Teilaufgabe ist V' konstant! (In der Angabe soll es vermutlich heien: ...,
wobei Cy 4 die Wéarmekapazitit bei konstant gehaltenen Werten von V' und A ist.”)
Wir haben daher nur zwei unabhéngige Variable, etwa (S, A) oder (T, A) oder...
Mit dV = 0 (also dU = T'dS + vdA) gilt die Maxwell-Relation

oT 02U 0
(8_A>s T 0S0A (%)A
T

Da~y=~(T) = a(l — i) eine reine Temperaturfunktion ist, so folgt weiterhin

) 0
(%), = #Gs), = T

Dies vergleichen wir mit (die Bedingung V' = const wird nicht angeschrieben)

0_1.@ _1.5_U _ TéS‘_T<@)
AT BT A T srs0dTla T arso 6T a4 \aT )
Kombination dieser drei Resultate ergibt die Behauptung,
() = =<
0A)s — CudT”
(b) Mit g—% = —7 wird das Ergebnis von (a) eine gewchnliche DG,
—a(A— Ay)/CAT,
T'(A) = ——2 T(A) =  T(A) = Tpe o 0)/CaTe
CyT.

(c¢) Es handelt sich um ein isoliertes System. Daher gelten:

Uges = const, Sges = Max.

(d) Da die Entropie im Gleichgewicht ein Maximum annimmt, so folgt fiir die Gleich-
gewichtswerte von T, T, p und p, die Bedingung

0 = dSu = dS + dS,

1 p i 1 Pa
TdU—I—TdV TdA—l—TadUa—{—TadVa.

Nach Voraussetzung zu Teil (c¢) und Teil (d) gilt Uges = const und Ve = const,
dU, = —dU, dV, = —dV.
Weiterhin gilt fiir eine kugelformige Blase

dA = d(47R*) = 87RdR, dV = d(FR?) = 47R*dR.

Damit erhalten wir schliellich die Bedingung

T RT T,

Da hier dU und dR unabhéangig voneinander variieren diirfen, so folgt 7, = T" und
somit die Young-Laplace-Gleichung,
27

Ap =p—pa = -



T.60 Idealisierter Otto-Kreisprozef3 (F 2018.T.2)

(a) Im SV-Diagramm stellt dieser Prozef ein Rechteck dar.
Bem.: Entlang jeder Seite gilt entweder dQ) = T'dS = 0 oder dW = —PdV = 0.

(b) Mit T'V?Y = const folgt

Lo_ (MY _ (VY _B
no\w) "\%) T

Die vom Gas bei den Schritten ¢ — j aufgenommenen Warmemengen @);; sind
Q12 = Q34 = 0 (Adiabaten !),
sowie, da bei isochoren Schritten keine Arbeit verrichtet wird,

Q23 = U(T3)—U(T2) = Cv(Tg—Tg) < 0,
Qu = UM)-UTy) = Cy(Th =Ty) > 0.

2 — 3: Warmeentzug aus dem Gas. 4 — 1: Warmezufuhr an das Gas.

(c) Die bei den Adiabaten i — j vom Gas verrichteten Arbeiten —W;; sind

Wi, = —[U(T)-UM)] = Cv(Th —T) > 0,
—W34 = —[U(T4)—U(T3)} = Ov(Tg—T4) < 0.

Folglich betrégt der Wirkungsgrad (wir benutzen Ty = 27} und T3 = zT})

_ W)+ (W) (G-T) - (B-T5) _ |
! Qun T T,

Mit x = % gilt also

15 T;

—1-2<c1-2 =

da T3 < Ty < Ty. (Skizze in der Angabe!)

(d) e Nach einem vollen Umlauf hat die Entropie des Gases wieder den gleichen Wert,
da sie eine Zustandsgrofe des Gases ist, das in seinen Ausgangszustand zuriickkehrt.
e Die Entropie des Gesamtsystems hat zugenommen, da der Prozef} irreversibel ist:
Der Wirmeaustausch zwischen Gas und Umgebung erfolgt (anders als beim Carnot-
ProzeB) stets tiber ein endliches Temperaturgefélle (T} —Tyas 7# 0 bzw. Tyas—T5 # 0).
e Beim Schritt 2 — 3 betrigt die Entropieanderung in Gas bzw. Reservoir

) 4Q @) qu s oy dT Ts
ASpe = 53—52:/ —:/ —:/ = Cyln— < 0,
* @ T @ T n T Ty
_QZS T2 - T3
A res - .
S T, CV T, > 0

Ty _

Mit der Abkiirzung ¢ = % > 1 (wobei In m=—n t) gilt also

ASues + ASges = Cy|(t—1) — Int| > 0.



T.61 Entropie des van der Waals-Gases (H 2018.T.1)

(a) Die gegebene Maxwellrelation erhélt man aus
95\ _ 9| ofTy)) _ 0 | 9f(TLv)| _ (9p
o), v oTr T v ~\aor),’
(b) In den Variablen (7', v) lautet das Warmedifferential
0s 0s
dg = Tds = T[(a—T>UdT + (%>Tdv}.
Os
()
2
<3cv) _ T@ s(T,v) _ Ti <§) _ Ti (@) ‘
ov ), 0T Ov oT \ov ) or\or),
Dies verschwindet beim VdW-Gas,

_RT a op R e, B
p(T’U)—v—b_UQ - (3T)v_v—b' <3v)T_0'

(c) Wir wissen
o\ o (%) _ (@) _ R
or), T’ o), \or), v-=0b

Integration ergibt

Daher gilt

lim 24
ATS0 AT

Cy =

Also

T v
Co R
ot = s [l [arh

T v—2b
= » In — R1 .
So + ¢ nT0+ nvo—b

(d) Wir setzen T = %(p+ %)(v —b) = T(p,v) und Ty = T(po,ve) in s(T,v) ein,

(p+ %) (0 =) v—b
= )1 L 1
s(p,v) So + ¢ n(po+z%)(vo—b)+ano—b
0
+ 5% —b
= S + Cvln P Ua + (R"—CU) ln Y s
p0+v7 Uo—b

0

und erhalten die (p, v)-Relation der Adiabaten-Gleichung s(p,v) = s; = const,
a 14+ a +E (s1-50)/c
(+32) =0 = (ot ) (=) e )
0

Es empfiehlt sich, dieses Ergebnis mit dem idealen Gas zu vergleichen:
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Im Grenzfall des idealen Gases (a =b =0, ¢, = %R, also 1+ g =1+
wird aus Gl. (1) die bekannte Poisson-Relation,

AN N

pv™ = poug glsr=so)/ev. (2)

fiir die Adiabate des idealen Gases mit Entropie s = s; (vgl. GL. (97) in [thd14.pdf]).
Ist s; speziell die zu (pg, vg) gehérende Entropie, s; = s(po, v9) = So, so ergibt sich

K K
pv = PoVy-

Um andererseits einige Adiabaten des idealen Gases zu verschiedenen Werten s; = s
der Entropie zu zeichnen (Fig. 1), 16sen wir Gl. (2) nach p auf,

U " —s0)/cy

wobei s als Scharparameter einer Kurvenschar aufzufassen ist.

PoA

Do

> U
Vo

Figure 1: Blaue Kurven: Adiabaten des idealen Gases mit f = 3 (also ¢, = %R, K = g),
geméB Gl. (3), zu den Entropien s = sg + aR mit (von unten nach oben) a =0,1,2,3.

Wir sehen: Eine Adiabate hoherer Entropie verlauft im pv-Diagramm oberhalb
einer Adiabate niedrigerer Entropie.

Bem.: Auch beim VdW-Gas kann man s(p,v) direkt nach p auflésen,

a a vg— b ey
p(s,v) = 2 + (Po + U—§> <U — b) els—s0)/ev

Betrachten wir wieder s als Scharparameter, p(s,v) = ps(v), so gewinnen wir die
Funktionenschar v — ps(v) der Adiabaten des VAW-Gases im pv-Diagramm.




T.62 Joule’scher Kreisprozess mit idealem Gas (H 2018.T.2)

(a) Aus dem Wirmedifferential dQ) = dU + pdV folgt allgemein

. AQ ou
Cv = Alilrgoﬁ v <8_T)V’ (4)
AQ ou ov
= lim —| = (= — ] .
P ATS0 AT Ip (8T)p +p<8T>p (5)
Beim idealen Gas ist U eine reine Funktion der Temperatur T,
8U> <8U> f
— | == = Cy = =Nkg. (6)
(0T » or )., 2
Mit der therm. Zust.-Gl. pV = NkgT des idealen Gases folgt also
C, = Cy + Nkg = (£+1>Nk:3. (7)
(b) (i) Mit dU = CydT = {NkpdT und p =MoLl gilt
NkgT
dQ = gNk;B ar + YL gy, (8)
Die Adiabatenbedingung d@ = 0 liefert also
dr 2dV Vo)™’
— = ——— Ta(V) = Tyl — . 9
s ()
(ii) Mit V = % ,also dV = %dT — N;gpo folgt
d
4Q = gNdeT 4 opdV = <£ + 1) NkgdT — NkzT 2. (10)
p
Die Adiabatenbedingung d@ = 0 liefert also
dT 2 dp p 2/(f+2)
R = T, = Ty| — . 11
T ) = 1o 2) (1)

(c) (Skizze !)
(d) Da zwei Abschnitte Adiabaten sind, erfolgt Wéarmeaustausch nur auf den Isobaren,
QZU - Op ’ (Tll - Tl)v Qab = Cp . (TQI - TQ)? (12)

mit den Temperaturen 7;  an den linken bzw. 77 , an den rechten Enden der beiden
Isobaren p = p; 5. Fiir den Wirkungsgrad folgt

_ _W_Qzu_Qab o TQI_TQ
= = =1~

Qzu Qzu Tll - Tl .

(e) Da sowohl die linken als auch die rechten Endpunkte der Isobaren je auf einer
Adiabate liegen, so gilt nach Teil (b)

(13)

D 2/(f42) D 2/(f+2)

T, =T (—) , T, = 1) (—> ; (14)
D1 D1
also
2/(f+2)
D2 2

=1—- (= , = —. 15
" (p1> X f+2 (15)



T.63 Schallgeschwindigkeiten (F2019.T.1)

(a) Einsetzen der allgemeinen Losung p(z,t) = f(z — ct) + g(x + ct) liefert

(b) Mit der ZGl PV = nRT ergibt sich der isotherme Kompressionsmodul zu

oP nRT nRT
o= v (2) = (C2TY ST

Also hat isotherme Schallausbreitung die Geschwindigkeit

K _ [P e fET
—\ po Po poV M-

Das Verhaltnis dieser Geschwindigkeiten bei 'H, bzw. *He betrigt also

cr(Ha) M (He) 4
o) = ,/M<H2) = \/; = V2 = 1.414.

(c¢) Mit der thermischen ZGl PV = nRT folgt U = énRT = %PV. Damit erhalten wir
explizit das Warmedifferential des idealen Gases in den Variablen P und V/,

gd(PV) + PAV = deP + %Pdv

dQ = dU — dW =

(Man iiberzeuge sich davon, dafl dies ein unvollstandiges Differential ist.)
Dabher liefert die Adiabatenbedingung d@Q =0 < S = const die DGI

_ (9PN _ f+2P - VAT - f+2

ap
dV'|.4

(d) Mit dem Resultat von Teil (c) betrdgt der adiabatische Kompressionsmodul

oP f+2
w), =

Folglich hat adiabatische Schallausbreitung die Geschwindigkeit

Ky = V( P = ~P.

RT
Cad = Shicl M \/_ Cr.

Das Verhaltnis bei 'Hy (mit f = 5) bzw. 1He (mit f = 3) betrigt jetzt also

cad(H2) — [7(Ha) 7/5
caa(fle) \/ ~(He) = \53 \[ 126,

10



T.64 Ein Kreisprozess (F2019.T.2)

(a) Siehe Aufgabe T.63(c).
Wegen v = i—f > 1 (Angabe) verlaufen im PV-Diagramm die Adiabaten steiler als
die Isothermen. Daher ist 21 eine Isotherme und 31 eine Adiabate.

(b) Mit Pyvg = Pivg bzw. Pav] = Pyvg = Pyo] folgt

(c¢) Da eine Kiihlmaschine Arbeit aufnimmt, wird der Prozel im Gegenuhrzeigersinn
durchlaufen.

(d) Integration der gegebenen Gl. (1) ergibt zunéchst

P
5(P,v) = so + CUIHFO + cPIIlU%.

Einsetzen der ZGl v(P,T) = &L ergibt schlieflich

P T
s(P,T) = §(P,v(P,T)) = so + (co —cp)ln— + cpln—.
Fy To

(e) Das gegebene Pv-Diagramm zeigt: Bei 13 und 32 wird am Gas Arbeit verrichtet,
wahrend bei 21 das Gas Arbeit an der Umgebung verrichtet.
Um das T's-Diagramm zu zeichnen, 16sen wir das Resultat von Teil (d) nach T auf,

P ~(eo—ep)/ep
T(s,P) = Tyels—sol/er (F) :
0

Die Isobare P = P; steigt also im T's-Diagramm exponentiell mit wachsendem s.
Das skizzierte T's-Diagramm (Fig. 2) zeigt: Bei 32 wird dem Gas Wérme entzogen,
wihrend ihm bei 21 (eine geringere) Wérme zugefithrt wird.

AT

Figure 2: Der Kreisprozefl im 7T's-Diagramm.
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T.65 Gummifaden (H2019.T.1)

Vorbem.: Dieses System ist dem klassischen idealen Gas ahnlich!
Dabei entsprechen einander die Gréflen —Z und P bzw. L und V.

(a) Die angegebene Zustandsgleichung (ZGl) fiir L(Z,T), mit «, Ly > 0, liefert direkt
oL aZ
— = —— < 0.
ar ), T2

(b) Die freie Energie F' = U — T'S hat das Differential

dFf = dU — TdS — SdT

— _SdT + ZdL,
also die Ableitungen (95), = —S und (4£)7 = Z. Es folgt die Maxwellrelation
(0s\ _ #E (02
oL), — oLOT — \oT),

L— Ly

)

«

wobei wir zuletzt wieder die gegebene ZGl benutzt haben, Z(T, L) = (L — Ly).
Andererseits folgt aus dU = TdS + ZdL (mit TdS = dQ und ZdL = dW) sofort

= (ar), = (@),

o5y _ ¢
or), T

Zusammengefafit erhalten wir also dS = % dT — % dL und

CLEC =

AIT—>0 AT

also

B T (L— Ly)?
S(T,L) = 8+ Cln e — = =5

Mit diesem dS und mit Z = g(L — Ly) folgt AU = TdS + ZdL = CdT, also

UT,L) = Uy + C(T —1Tp).
(¢) In Analogie zu Cp = (32)p + P(Z%)p bei Gasen erhalten wir
).+
Z or ), or ),

Da U eine reine Temperaturfunktion ist, so gilt (3%), = (2%),, also

o AQ| _ . AU-ZAL
2T M0 AT|, T athe AT

aZ?
T2
(L — Ly)?

«

c, = C+

— O+

12



T.66 Temperaturausgleich (H2019.T.2)

(a) Es flieit eine bestimmte Wérmemenge @ von B (73) nach A (77 < T3). Da beide
(starre) Korper die gleiche Warmekapazitdt C' (= Cy = Cp) haben, so gilt
T+ T,

Q=00nL-T)=0chi-T) = Ti=—5—

Fiir die Anderung der Gesamtentropie S gilt bei diesem irreversiblen Prozef

d@a d@s
Ag > [4@a [dUs
52 / Ta +/ Tg

Tt dT T dT T T T2
— / C_+/ C_ = C[ln—f—]ni} = Cln—— > 0.
e T Ts T Tl Tf T1T2

Bei diesem passiven Temperaturausgleich wird keinerlei Arbeit verrichtet,

W = 0.

(b) Zwischen A und B werde eine Arbeitssubstanz M (Carnotsche Maschine) geschaltet.
Der Carnotprozef (CP) werde N mal durchlaufen (N > 1). Beim n-ten Durchlauf
gibt B bei der Temperatur Tg(n) eine kleine Wérme Q2(n) > 0 an M ab, wihrend
M bei der Temperatur Ta(n) die kleinere Warme @Q1(n) > 0 an A weitergibt.? Nach
der Carnotschen Theorie andert sich dabei die Gesamtentropie nicht,

AS(n) = ASg(n) + ASu(n) + ASa(n)

Q) Qi(n)
mm T T T

Fiir die Summe aller CP gilt also

AS =Y AS(n) = 0.

n=1

Andererseits gilt jetzt, da es sich um einen reversiblen Prozef3 handelt,

dQa d@s
AS =
/ Ty +/ T
Ty T: 2
e T Ty T Tl Tr T1T2

Wegen AS = 0 folgt also

T, = V1ITs.

Die insgesamt verrichtete Arbeit W ist gleich der insgesamt von B an M abgegebenen
Wiérme abziiglich der insgesamt von M an A weitergegebenen Wérme,

W = C(h-T1,) - C(I, - T1)

- cVE- VAT

ZDabei gilt jeweils T1 < Ta(n) < Tg(n) < Ts.
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Alternativlésung zu T.66 (b):

Wir wéhlen eine Variable £, die monoton mit dem Prozefifortschritt wéachst. (£ ist keine
Zeitvariable, da thermodynamische Gleichgewichtsprozesse unendlich langsam verlaufen!)
Der n-te CP (n =1,2,3,..., N) sei bei £ = n - A = &, vollendet. Jeder CP beansprucht
also das gleiche Intervall AE.

Die Temperatur Tx(§) von A wichst monoton mit &, wahrend T5(£) monoton fallt,

TA(O) == Tla TA(&N) == Tr > T17

TB(O) = TQ, TB(gN) =T, < Ts.
Die beim n-ten CP ausgetauschten Warmen Qa(n), @g(n) > 0 sollen hinreichend gering
sein (" Annahme G”), soda8 die resultierenden Temperaturdnderungen |Tx (&) —Tx(&n-1)|

der Korper X € {A, B} sehr klein sind. (Im Carnotschen Idealfall miissten sie eigentlich
null sein, was hier im Limes N — oo erreicht wird.) Nach der Theorie von Carnot gilt

Qp(n) _ Ti(&n)
Qaln)  Ta(&)

Da beide Korper die Warmekapazitdat C' haben, so gilt auflerdem

QB(”) = O[TB(fn—l)_TB(Snﬂ > 0,
Qa(n) = C[Ta(&) — Taléa1)] > 0.

Unter der ” Annahme G” ergibt Division der beiden letzteren Gleichungen durch A&

(16)

@s(n) , Qa(n) /
20— e myic) W - oomye)
Damit liefert Gl. (16): %Eg = _%8 < %Eg = —;ig, also
d d
— InT = —— InTy(§).
aé n7Tg(§) aé n7Tx(§)

Funktionen gleicher Ableitung konnen sich nur um eine Konstante D unterscheiden,

mTp(§) — [~WTa(€)] = D &  Ta(§T() = "

Die Anfangsbedingung bei ¢ = 0 impliziert e? = T} Ty, also Tx(£)Ts(&) = Ty Ts.
Der Temperaturausgleich T (§) = Tg(&§) = Ty bei £ = N - A erfordert

Tr = TlTQ.

Die beim n-ten CP verrichtete Arbeit betragt

. TA (€n>
Tw(8n)

wobei wir den allgemeinen Wirkungsgrad n = 1 — =

>
Resultat fiir QBA—(;) verwendet haben. Insgesamt wird also die Arbeit

W) = 1 Qaln) = (1 ) Ciie) a¢

eines Carnotprozesses und obiges

N

W= Wn) - —/;N (1 - %8) CTL(€)d¢

n=1
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?;Eg = TQ(%Q, sodafl mit T]/3 (5) d§ =d7 fOlgt
T,
' T1T2
W = -C i (1— T2>dT
_ _c|lm-my 4 (22
= r 2 142 Tr T2
2
= —C[m-1) + (T.-T)| = CNVE- VT

Zusammengefaflt,

= VIL,  AS =0, W = ¢[Vh-VT|

= C(Ty— 2T, +T)).
T.67 Polarisation (F2020.T.1)

(a) Temperatur 7" und elektrische Feldstérke E sind intensive Grofien, wéhrend Energie

U und Entropie S extensiv sind. Mit dem gegebenen Differential dU = TdS + EdP

ist damit auch die Polarisation P extensiv®.

(b) G(T, E) soll die Legendre-Transformierte der Funktion U (S, P) sein,

G =U-TS—-FEP = dG = dU — (TdS + SdT) — (EdP + PdE)
= —S5dT — PdE.

(Beim Vergleich mit einem Gas entsprechen einander £ und —p, bzw. P und V.)
Insbesondere hat G also die partiellen Ableitungen

e (@)
(c) Dies ist eine Maxwell-Relation:
oS 0 (0G 0 (0G OP
(52), - (e (7),), - (= (3),), - (Gr),
(d) Zunéchst gilt

Cp(T,E) =

AQ|  TAS _T(65> 18)

ATz~ AT Iz~ ~ \or

Die Identitat (g—z)z(%)x(%)y = —1 liefert fiir die gesuchte Grofle

(8T> :_( 1 (52)r T (57)

OB e Gl Ce(TE)

wobei wir zuletzt Gl. (17) fiir (—]‘g) und GL. (18) fiir (28) 1 eingesetzt haben.

3Hier ist P also nicht (wie iiblich) das Dipolmoment einer Probe pro Volumen (eine Intensititsgrofie),
sondern das gesamte Dipolmoment der Probe.
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