Q.55 Teilchen im sphéarischen Delta-Potential (F2017.Q.1)

(a) Da ¥(r) = @ nicht von den Winkeln 6, ¢ abhangt, so gilt

10 4,0 u(r) 1 0 ,ru(r)—u(r) 1, ,
VRO = e S wet e = )]

u”(r).

r

Mit dem Potential V(r) = —%V5 (r — R) lautet die Schrodinger-Gleichung also

2mkE
u'(r) + vé(r — Rju(r) = — 7;; u(r).
Wie in der Angabe schreiben wir hierfiir
2m(—FE
W) — Kulr) = —vor— (), w2 = 2B L

h2

Da der Operator L2 nach den Winkelvariablen 6, ¢ ableitet, so gilt L2 U(r) =
Somit ist ¥(r) Eigenfunktion von L? zum Eigenwert ¢(¢ + 1)h* = 0,

¢ = 0.

(b) Integration [ ;_te du ... der Schrodinger-Gleichung liefert zunachst
R+e
[u’(R +e€)—u'(R— e)] — HQ/ duu(r) = —vu(R).

R—e¢

Im Limes € — 0 folgt die gewiinschte Beziehung,

lim [u’(R—i—e) (R~ e)} — —vu(R).

e—0
(c¢) In den Bereichen I (r < R) und II (r > R) gilt jeweils
u'(r) — k*u(r) = 0 (r#R).
Wegen k > 0 (E < 0) ist die Losung jeweils von der Form

u(r) = Ae" 4+ Be™™ (r < R)
| Ce" + De " (r>R) [’

Damit ¥(r) = @ am Ursprung regulér ist, mufl »(0) = 0, also A+ B = 0 sein.
Damit ¥(r) normierbar ist, mu8 C' = 0 sein,

N A

(d) Nur Skizze (i) ist mit dem Ansatz aus Teil (c¢) vertréglich.

(2)

(3)

0.

(4)

(8)

(9)



(e) Der Ansatz aus Teil (¢) mufl bei r = R stetig sein,
A(e" — e ) = De™f = D = A(e*f —1). (10)
Damit ergibt sich (mit A als Normierungskonstante) die Funktion

A(e" —e") (r < R)
U(T) = { A(<e2nR_ 1)6—27" (7’ i R) } (11>

Der Wert von x folgt aus der in Teil (b) hergeleiteten Bedingung fir u/(r),
—kDe™™ — K A(e™ 4+ ) = —v De ", (12)

Mit D = A(e*f — 1) aus der Stetigkeitsbedingung wird daraus

26R
VR = [ (13)
(f) Man plotte die Funktion f(5) = % des dimensionslosen Parameters 5 = 2kR
und bestimme die Schnittpunkte des Graphen mit der Horizontalen ¢(8) = o = vR.
Da f(j3) streng monoton steigend ist, mit f(0) = lim —5—= = 1, so gibt es

B—0 B+0O(5%)
e keine Losung im Fall a < 1,
e genau eine Losung im Fall o > 1.
Der Parameter « ist, ebenso wie 3, dimensionslos.

Q.56 Oszillierende Zustidnde (F2017.Q.2)

(a) Die gegebene Wellenfunktion,

U(r,t) = o3 [\/g sin <7r g) + \/g sin (27r g) e—iwt] , (14)

1aBt sich schreiben als

. . z) = y/Zsin (7w 2),
U(x,t) = i[cbl(x) e W3 4 ¢2(:13)e_14“t/3] () \[ () (15)
V2 ¢o(z) = \/gsin (2m%).
LS der zeitabh. Schrodinger-Gleichung (zaSGl):
0 1w —iwt/3 4hw —idwt/3
lhat V(x,t) = 7 [ 3 1(x)e + 3 Pa(x) e : (16)
RS der zaSGI:
h* 0? R 1 [/my2 ot 27\ 2 :
e - v - o —iwt/3 “n —idwt/3
o Vant) = g (T ot o (Y o] )

Die zaSGl ist also erfiillt, LS = RS”, wenn w = 3hm”

2ma? "

(b) Die Energie fw = %hw — %hw ist gleich der Energiedifferenz Ey; — E; der beiden
beteiligten Eigenzustiande ¢; () und ¢o(z) von H,

V(1) = e“flt/%[mm + gal) e E BN, (18)
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(c) Da ¢; (Grundzustand) und ¢, mit gleicher Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢ = -

beteiligt sind, gilt W, = |¢|*> = 1
W ist zeitunabhangig, da Eigenzustande stationar und paarweise orthogonal sind.

(d) Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit ¢ im Intervall [0,

W) =

a/4 9
/ do | ¥(z,1)]
0

V2

%] zu finden, betrégt

1[4 T T 2 T 2
—/ dx { [sin (71'—) + sin (27r—> cos wt} + [sin (27?—) sinwt} }
a J, a a a

/0 "y {[Sm(wy) + sin(2ry) coswtr + [ sin(2ry) sinwtr}

1/4
/ dy { sin®(ry) + 2sin(my) sin(27y) cos wt + sin2(27ry)}
0

1 sing [sin 7 sin 3—”} 1 sin7

8 47

4 t+ ==
o 6r | ST s T T

wobei er zuletzt einige der angegebenen Integrale benutzt,

sowie fo dy sin?(27y) =

Die Oszillationsfrequenz w =

1/ ?du sin?(7u) substituiert haben,
1 1 V2 3hm?
Wi(t) = 1_1(1_;> + 3 cos wt, W=
~————
0.170 0.150
EooB, h L entspricht der Periode T = 2.

Bei der (kinetischen) Energie E = $(FE) 4+ F») = 2 hw hitte ein klassisches Teilchen
die Geschwindigkeit v = \/ZE/m, also die Periode

2a 2a/m 2ay/m 27 3 27w
Ty = 22 = — ~ T.

Vel VoE 5 h2x2 5 h2xd \/ w

2ma?

(e) Der Mittelwert des Ortes « zur Zeit ¢ berechnet sich gemé&s

(x); = /OadxﬂW(:r,t)}z.

Mit der gleichen Substitution wie in Teil (d) ergibt dies

()¢

1
= a/ dy y{sin2(7ry) + 2 - sin(7my) sin(27y) coswt + sin2(27ry)}
0
1 8 1
= a 1—1—2-ﬁcoswzf—i-l—l

1 16
= a|=- — —— coswt
(2 972 )

(22)

(23)

Dieser Mittelwert iiberquert den Mittelpunkt z = ¢ des Kastens immer dann, wenn
coswt gleich null wird, also zu den Zeiten

™ 3 5T
2w 2w 2w’

(24)



Q.57 Teilchen im Kastenpotential mit durchlassiger Wand (H2017.Q.1)

(a) Die Wellenfunktionen von Grundzustand (gerade) und erstem angeregten Zustand
(ungerade) sind im Limes g — oo gegeben durch

vl(z) = \/% ‘sin (%x) ) , Plz) = \/%sin <%x> (25)

In beiden Féllen gilt offenbar

R A2 A2
“omazta® = 55
EOO
0

Hyg (x) = o (). (26)
Im Limes g — oo sind diese Zustande also tatséachlich entartet.
(b) Wir schreiben die zeitunabh. SGI in der Form

W) = Tede) i) - T w() (el < L), (27)

Integration f_EE dx... und anschlieBender Grenziibergang € — 0 liefert
_ 2m
Y(07) = ¢(07) = S g9(0) (28)

(c) Bei endlichem g > 0 bleibt die ungerade Wellenfunktion unveréndert,

vi(x) = \/%Sin (%x) (29)

Dagegen nimmt die gerade Wellenfunktion folgende Form an,

Nsin (k(L —z)) (0<z <L),

vi(r) = { Nsin (k(L+2)) (~L < <0), (30)

mit einer Normierungskonstante A" und einem k < 7, welches durch die Bedingung
aus Teil (b) festgelegt wird. Im Grenzfall g — 0 wird k& = 77 und

Yo(z) = \/%COS (%x) (31)

Da die Funktion v (z) fiir 0 < g < oo schwécher gekriimmt ist als ¢{(x), so gilt

By < EY = E& (32)
(d) Der Anfangszustand ¢ (z,0) = ¢o(x) + ¢1(x) entwickelt sich im Laufe der Zeit ¢ als

w<x,t) = ¢0($) efiwot + (bl(x) efiw1t
B, — E,

o iwot [gbo(a:) + ¢y(w)e |, W= w; —wy = _— (33)
Die Wkeitsdichte [¢)(x,t)|* geht also nach Ablauf der Zeit 7' = I, mit e” " = —1,
in ihr Spiegelbild beziiglich z = 0 tiber, | (z, T)|> = | (—z,0)|>.
Mit g — oo wird w; = wy, also w = 0 und |¥(x, t)|? zeitunabhingig: T — co.




Q.58 Bindungszustand im sphérischen Potentialtopf (H 2017.Q.2)

Vorbem.: Laplace-Operator V? = 88—;2 + 88—;2 + 5—22 in Kugelkoordinaten (r, 6, ¢),

z

Das Quadrat L? des Bahndrehimpulsoperators wirkt nur auf die Winkelkoordinaten (6, ¢),

2
j;2:_h2<1 2Sinﬁa ;8)

sn020°"80 T Sn20 052
Dabei gilt: L2 Y (0, ¢) = (0 + 1) B2 Yy (0, ¢).

(a) Die Wellenfunktion faktorisiert geméa8 1(r, 0, ¢) = R(r) Yo (0, ¢).
Schreiben wir R(r) = @, so geniigt u(r) bekanntlich! der Radialgleichung

) + VRO = Bul), V) = Vi D

Im Fall =1 und mit £ = 0 wird daraus (nach Multiplikation mit —2%)

2m 2

" [T% — 2’;—2‘/0] u(r) (7” <a: V(r)= —Vb)
2 u(r) (r>a: V(r)=0)

AuBenraum r > a: Der Ansatz u(r) = r™ liefert die Losung u(r) = Cir—t + Cyr?.
Eine normierbare Wellenfunktion R(r) = “2 erfordert Cy = 0, also u(r) = G,

T

[e’s) [e%s} [e’e) 2
/ drr? |R(r)|? :/ dr |u(r)|? :/ dr ’67:12| < 0

(b) Innenraum r < a: Dem Hinweis R(r) o ji(kr) folgend setzen wir u(r) = C'rji(kr),

C [sink
u(r) = " Slzr T cos kr] :
= J(r) = % coikr — SII?T];T + ksin kr] ,
(2 [sink in k 2
= d'(r) = % = (SIZTT — cos kr) — kK (SIET L cos kr)] = [ﬁ — k’Q} u(r).

Die Radialgleichung fiir » < a ist also tatsachlich erfiillt, wenn wir identifizieren

vV2mVjy

k = .
h
IMit der angegebenen Form von V2 und mit (r, 0, ¢) = @ Yo (0, ¢) sieht man dies so:
R _, r? (1 92 1 L2 u(r)
- S S i Rt VA ¥
2m Viy(r,9,¢) om\ror” T w2 r em (0, ¢)

2 2




(c) Nach den Teilen (b) und (a) hat die Radialfunktion nunmehr die Form

C [sinkr
() o [T—coskﬂ (r<a) R
R(r) = == = . . (k=22 (30)

Bei r = a muf sowohl R(r) selbst als auch die Ableitung R'(r) stetig sein.
Letzteres trifft genau dann zu, wenn auch die einfachere (nennerfreie) Funktion

C Isinkr — kr cos kr r<a
T2R(T) B { ' [ Ch } ET>G§7

bei 7 = a eine stetige Ableitung hat, wenn also

d B Cr sinkr (r <a),
dr (r) = { )

a o
rh 0 (r>a
bei r = a stetig ist. Zu diesem Ende muf3 offenbar sinka = 0 sein,

V2m Vg a?
kazyzmr (ne€Z).
Der Fall n = 0 (k = 0) ist auszuschlieBen, da sonst im Innern R(r) o j;(0) = 0 wére.
Wegen ji(—z) = —j1(x) kdnnen wir uns auflerdem auf positive n > 0 beschrénken.
Der kleinstmogliche Wert von Vpa? (bei dem es gerade noch einen gebundenen
Zustand mit ¢ = 1 gibt) gehort also zum Fall n = 1,
w2 h?

Voa? = .
0 2m

(d) Stetigkeit von R(r), Gl. (34), bei r = a erfordert nun (mit ka = 7):

j1(7r) (r <a)
:g REN 01:01: R(r) = C- )

2 2
a k %a_; (r >a)

r

Q3

AQ

sinz __ cosz

p und einer Normierungskonstante N; = C.

mit ji(z) =
o.4§
03
02"
0.1° \ -~

0.0: \ V4 - — »
-0.1] r=a o\ / ~

—0.2*

Figure 1: Blau: Radialfunktion R(r), mit C'= 1. Rot (gestrichelt): j; (7 Z).



Q.59 Teilchen im konstanten magnetischen Feld (F 2018.Q.1)
Vgl. Aufgabe Q.33! Q.59 ist fast identisch zur ”Bem.:” in meiner Losung zu Q.33!!!

(a) Wegen A; =0, Ay = Box, Az = 0 gelten offenbar

[pa, Ap(r)] = 0 (falls @ # 1 und b # 2),
[p1, Az(r)] = —ihBy [0s,7]

(b) Vereinfachung von H:
L, 2 2
i = 2m [pr + <py B qBOx) + pz]

Da also H (zwar von z, aber) nicht von y oder z abhéngt, so folgt
[H,py] = [H,p:] =0 <aber (H,p.] # ()>.

(c) Mit dem Ansatz 1 (x,y,2) = x(x) e?¥/" finden wir

Py = —h*X"(z) PV,
2 2

(py — qBox) Y = <po — qBoft) Y,
Py = 0,

Somit folgt aus der stationaren SGI

eine 1D SGlI fiir die Funktion x(z),

LT (=) s (a: bo )2x(

2m 2m 4B,

=

= Ex(x).
e ()

Dies ist die SGI eines 1D harmonischen Oszillators mit Frequenz

aBo
m

Wwp =
(und Gleichgewichtslage x¢ = q%))- Die moglichen Eigenwerte sind
E, = (n+3)hwp  (n=0,1,2,..),

die sog. Landau-Niveaus (siche "Bem.” in meiner Losung zu Aufgabe Q.33).



Q.60 Gebundene Zustinde im endlich tiefen Potentialtopf (F 2018.Q.2)

(a) Anwendung von H auf die gegebene Wellenfunktion (2) ergibt (es gilt V4 > 0)

i

R 22
g V@) 0ste) = § (52 W0) boste) = Bosta).

_ R%k2

2m

Folglich besteht zwischen E, k und s der Zusammenhang

h2K? h2k?
2m 2m 0

b) Anschlulbedingungen bei = a: Stetigkeit von (i) ¢+(x) und von (ii) ¢/ (z),
-
(1> ﬁ(eikaiefika) = a,
(ii): Bik(e* Fe ™) = —ka.

Da ¢, (z) gerade und ¢_(x) ungerade sind, so sind die entsprechenden Bedingungen
bei x = —a hiermit bereits automatisch erfiillt.

(c) Einsetzen von (i) in (ii) ergibt

ik:(elk“ e= e—lka) — —,%(e‘ka + e—lka),
eika ¥ e—ika —K
oika - oika ik’

k2 _ L2 h2 k2
+if tan(ka)] T = i% =iy " (Q—mO—vo),

also die gewiinschte Beziehung: tan(ka) = i(kgk_—f)ﬂ/?

(d) Fiir die Zustdnde gerader Paritdt (oberes VZ, n = 1,3, 5, ...) lautet diese Beziehung

(ka) tan(ka) = +/(koa)? — (ka)2.

Die Losungen k,, = 11/2m(E, + Vp), mit n = 1, 3,5, ... findet man aus der Skizze:
n

k., = kou,, mit den Abszissen u, der Schnittpunkte von G (rot) mit G, (blau).

Die Funktionen f(u) = utan(koaw) (rot)

und g(u) = v/1 —u? (blau),
ka _ k

der Variable u = = = =,
0a

ki
hier dargestellt fiir den ﬁall koa = 9.




Q.61 Variation (H 2018.Q.1)

(a) Normierung von 1y(z) = A(AN)e™**" (wir benutzen ein angegebenes Integral):

™

1 = /dxm(x)\? = A(A)?/dzew = AN /55

also

(ol Hln) = / da () H (2)

2\ 2 h? 2
= —/dxe’\x {——(4)\21:2 —2)\) + k’xﬂ e M
2m

T
2 2 222
= —)\/dx {Q — A 2 4 k‘x‘ﬂ 6_2’\”52
T m m
_ R A e L e 8w
N 7| m 2\ m 2\ 8)\3 4\ 32)\5
h2 3k 1
TRV
= E).

(¢) Der minimierende Wert Ag von E()) ist die Losung der Gleichung

3km

_ -3 _ 3
B =g- -2 =0 = XN="5=

Das entsprechende Minimum von E(A) ist

R: 3k 3km\ /* 3n?
E(h) = Mo (22 + 20 ) = S
(o) = %o <2m * 16/\§> <4h2> am

(d) Mit [¢x) = 32, cn(A)|n) folgt

(OAlHD) = Y anNew (NGl Hldw) = Y lea( V)P En

> Z|Cn(>\)|2EO = Ey,
n=0

wobel benutzt wurde, daB: Ey < By < Ey < ... und > o7 ]c,(N)]? = 1.



Q. 62 Teilchen im Zylinder (H 2018.Q.2)

(a)

Da das Potential auerhalb des Zylinders unendlich ist, V' (r) = oo fiir r > 7¢, so
muf die Wellenfunktion dort verschwinden. Da auBerdem V' (r) = 0 fiir r < rg, so
konnen wir die zeitunabh. Schrodinger-Gleichung (SGI) (fiir r < rg) schreiben als

2
‘QHWVQ@O@ ¢,2) = EO(r, ¢, 2), (r <o),

mit der Randbedingung (bei r = ry)
P(ro,0,2) = 0 (alle ¢, z). (35)
Zusétzlich gilt (beziiglich ¢) die Periodizitatsbedingung
D(rip+2m,2) = P(r,0,z2) (alle r, z). (36)

Mit dem Produktansatz @(r, ¢, z) = R(r)P(¢)Z(z) und der angegebenen Form des
Laplaceoperators ergibt Division der SGI durch —%R(T)P(qﬁ)Z(z)

R"(r) R'(r) N P"(9) N Z"(z) _  2ME
R(r) ~ rR(r)  rP(¢)  Z(z) R
Als einziger z-abhéangiger Term mufl ZZN((ZZ)) = —k? eine (negative) Konstante sein,
Z(z) = e (k € R)

(eine positive Konstante +k? hiitte divergente Funktionen Z(z) = e** zur Folge).

Multiplikation der resultierenden Gleichung mit r? liefert

r’R'(r)  rR(r) = P"($) (QME - k2) r* = 0.

R(r) R(r) P(¢) h?
Als einziger ¢-abhingiger Term mufl % = —m? eine (negative) Konstante sein,
P(g) = etim? (m € No)

(eine positive Konstante +m? ergibe P(¢) = e*™? im Widerspruch zu Gl. (36)).
Somit verbleibt fiir R(r) [nach Multiplikation mit R(r)] die Eigenwertgleichung

rR'(r) + rR(r) + [(/@2 — k52>7“2 - mZ}R(r) =0 (E = 22;[2) . (37)

Wir bemerken zuerst, da8 k2 — k? > 0 ist, denn es gilt

P g = ey = Lprpr
2M T 2M Co2M YR
J R . h2k?
- P2 P2
2M Lt_yz o
>0
wobei wir zuletzt Z(z) = % (und P, = —ih-2) benutzt haben.

Daher konnen wir substituieren

Ar = w <)\:\/m20).

10



Schreiben wir entsprechend

so folgt (mit & =dwd — ) d)

dr dw dw
d w . d
/ — et D W _ /
rR(r) = r o R(r) ) A T J(w) = wJ'(w),
d2
2 _ 2 _ _ 2
T RH<7") =T ﬁR(T) = = w J”(’Uj).

Damit geht also Gl. (37) fiir R(r) tiber in die Besselsche DGI fiir J(w),

wJ"(w) + wt' (w) + [w* —m?]J(w) = 0.

(c) Damit die Wellenfunktion &(r,¢,z) = J(\r)er™?e** bei gegebenem Wert von
m € {0, 1,2,...} normierbar ist, miissen wir J(w) = J,,(w) wéhlen,

R(r) = Jn(Ar).

Damit auBerdem die Randbedingung R(r¢) = 0 erfiillt ist, muBl w = Ar( eine der
Nullstellen von J,,(w) sein,

AT) = Wy

Wm,n

T0

A kann also nur die Werte A, ,, = annehmen, und die Energieeigenwerte sind

Bnalh) = 22 (32,4 07) = 12 [(w;;n)Q el [mzhie
mit den zugehorigen Eigenfunktionen
fp(ﬁm(r) = Jn(Amar) eFime gikz,
Diese sind zugleich Eigenfunktionen der Operatoren b, = —ih% und L, = —ih%,

deren Eigenwerte hk bzw. £mh die Quantenzahlen k£ und m festlegen.
Beachte: P, und L, sind Erhaltungsgrofien, da ihre Operatoren mit H kommutieren,

B,P] = [A.1] = 0.

e Im Grundzustand gilt £ =0, m = 0, n = 1, da wy; die kleinste aller Nullstellen
Wi > 0 der Jy, (w) ist.

R(r) A

To

Figure 2: Rot: Die Radialfunktion R(r) = N - Jo(Ao17) - ©(rg — ) im Grundzustand.

\/
.
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Q. 63 Verschwinden eines antisymmetrischen Zustands (F 2019.Q.1)

(a) Wir betrachten zunéchst das einfache Deltapotential
V(z) = —=—gé > 0).
(x) 5 90() (9 >0)

Der Graph einer Eigenfunktion ¢ (x) mit £ < 0 ist an jeder Stelle z mit V(z) = 0
(also fiir alle # # 0) von der z-Achse weggekriimmt. Ein antisymmetrisches ¢(x)
mit ¢(xz) — 0 fiir £ — £o00 kann also bei x = 0 nicht stetig sein und kommt daher
als Wellenfunktion nicht in Frage.

Ab jetzt betrachten wir das doppelte Deltapotential

V(z) = —%g d(x+a) + 6(z—a) (a,g > 0).

(b) Fiir die antisymmetrische Eigenfunktion (x) zum niedrigsten Eigenwert £ < 0 gilt

_ptilzta) ( —a)

(§ T < a

Qﬁ](\f) — %[_efn(awra) + eli(mfa)] (|£B| < CL) k>0 C=1- e—zﬁa’
e*li((ﬂ*(l) (ZL’ > CL)

mit einer geeigneten Normierungskonstante N. (Die Konstante C' ist so gewéhlt,
daf 1) bei x = +a stetig ist). Dabei gilt

h?K?
" 2
— i E p— - .
V'(z) = r*Y(x) 2m
Die Ableitung ¢’(z), mit
_ pnk(zta) —
, Ke (z < —a)
—Ke H@=a) (z > a)

hat die Eigenschaft [man beachte, daf ¢/(—a) = —N und ¢ (a) = N]

V(=a+0) — ¢(=a=0) _ ¢'(a+0) — ¢'(a=0) 2
(—a) v(a) 1 — 2’
Nach GI. (2) der Angabe wird der Wert von x > 0 also festgelegt durch
2K -
1 — e—2ka =9

Multiplikation mit a ergibt die Bedingung [Gl. (3) der Angabe]

KQ 1 —e 2

— = f(ka), f(z)

o ; (38)

[Die triviale Losung x = 0 dieser Bedingung ist zu verwerfen, da sie (erstens) zum
nicht-niedrigsten Eigenwert F' = 0 gehoren, (zweitens) eine unstetige Wellenfunktion
Y(z) = £N liefern und (drittens) die Sprungbedingung an v¢’(x) verletzen wiirde.]

12



(c) Zur graphischen Losung von Gl. (38) zeichnen wir die Graphen der Funktionen
{(ka) = 22 (eine Gerade) sowie f(ka) in ein Diagramm ein (Fig. 3).

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.5 1.0 1.5 2.0

Figure 3: Die Funktionen ((z) = % (rote Gerade, mit ga = 2) und f(z) = 1";_21 (blau).

Die Losung ka > 0 von Gl. (38) ist die Abszisse des Schnittpunkts beider Graphen.
e Damit ein socher Schnittpunkt existiert, mufl die Steigung der Gerade < 1 sein,

ga > 1.

(d) Fiir ga — oo zeigt die Losung ka > 0 von Gl. (3) das Verhalten

ga h2 K2 h2 g2
- = = E = — - ——.
T 2m 8m
Bei abnehmendem ¢ > 0 verringert sich der Betrag von E < 0 (der Zustand wird
also immer schwécher gebunden). Im Grenzfall g — % + 0 geht E gegen null.

Bem. (nicht verlangt): Ein symmetrischer Zustand exisiert dagegen immer.
Um dies zu sehen, wiederholen wir die Teile (b), (¢) und (d) fiir diesen Fall:

(6) Ein symmetrischer Zustand muf} folgende abschnittsweise Form haben,

en(:era) (I < _a)
U(@) = { Bl 4o 0] (g <a) ¢ D—14e
e—n(x—a) (fE > Cl)

(die Konstante D garantiert wieder Stetigkeit bei z = +a), da in diesem Fall gilt

h*k?
" _ 2 E = — )
Vo) = ) = au
Damit 1 (x) normierbar ist, muf offenbar x > 0 sein.
(7) Mit der Ableitung
Ker@ta) (x < —a)
Y(a) = { Blme ) f o) (o] <a) b D=1-c"
— ke~ rl@=a) (x > a)
finden wir [man beachte, daf} jetzt ¢(—a) = ¢ (a) = 1]
Y(at0) —w(—a—0)  $la+0)—¢a=0) 2
¥(=a) N ¥(a) o L

Nach GI. (2) der Angabe wird der Wert von x > 0 also festgelegt durch ; +§f2,m =g,

Ka 1 4 e 2ra
— = ———— = f(ka).
ga 2
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Q. 64 Spinprazession (F 2019.Q.2)

(a) Der Hamiltonoperator ist gegeben durch die Matrix

hw hwo (1 0
H_wSZ_TUZ_T(O _1)7

hat also die Eigenwerte i%‘". Die entsprechenden Eigenzustiande sind

= (o) = s, W= (1) = 150

Dies sind natiirlich zugleich die beiden (korrekt normierten) Eigenzustinde von S.,.

(b) Fiir den gegebenen Zustand |x) = \/Lﬁ(i) und die Matrix S, = 2 0, gilt

wo =22 ) (1) -3 () <o

|X) ist also tatséchlich Eigenzustand von S, zum Eigenwert +5: |y) = |Sx .
|x) ist auBerdem korrekt normiert, denn mit a = b = % gilt

(xlx) = (Z)%Z) = (o’ b*)(Z) = a'a+bb = 1.

(c) Mit |¥(t)) = (3;23) lautet diese Schrodingergleichung

(8)-5 (5 2 =5 ()
Ya(t) 2 \0 ~1 Va(t) ) 2\ () )
Dies sind zwei entkoppelte Gleichungen fiir ¢, (f) und v5(¢), mit den Lésungen

Gi(t) = Cre ™2, Ua(t) = Chet™!/2,

Die Werte der beiden Integrationskonstanten C; und Cy werden durch die Anfangs-
bedingung |LP(O)> = \%(1) festgelegt,

1 efiwt/Z
}W(t» = ﬁ ( otHiwt/2 ) .
(d) Schreiben wir |¥(t)) als Linearkombination der beiden Eigenzustinde von S.,

[2@®) = n®)]S: 1) + u@)|S: 1)

w0 (g )+ ( 7).

so betragt die W’keit, bei Messung von S, das Ergebnis —I—g (also ”1”) zu erhalten,

S|
=3

P(t) = |n(t) —me

-
V2
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(e) Nach Teil (b) hat S, die Eigenzustéinde |S, 1) = \%(1) und |9, 1) = \%(jl) Mit

1

e—iwt/2
7(0) = s[5 1) + )]s 4) = 5 (s )

wt

5 also offenbar

gilt wegen e¥“/? = cos¥ Fisin

t t
ar(t) = cos%, a(t) = —isin%.

Die W'keit, bei Messung von S, das Ergebnis —1—3 zu erhalten, ist also

P.(t) = }0@(2&)‘2 = COSQ%t.

(f) Nach Definition des Erwartungswerts in der Quantenmechanik gilt jeweils
1 owt/2\Th /0 1 1 p—iwt/2
(Sp)(t) = <W(t)|5x‘ ‘I/(t)> = E ( oHiwt/2 ) 5 ( 10 > ﬁ < oHiwt/2 )
h w“ W e+iwt/2
= <e+ KA t/2> ( o—iwt/2 )
h

[e*m + e*i‘”t] = 3 cos(wt),

1 efiwt/Q T h 1 0 1 efiwt/Q
(S)H(t) = <W(t)|52‘ W(t)> = E ( oHiwt/2 ) 5 ( 0 —1 ) E < o Hwt /2 >
h w“ iy e—iwt/2
= — <e+ 2 o t/2> ( _otiwt/2 )

RS CR V] B}

S o

N S

(g) Interpretation der Ergebnisse von Teil (f): Der mittlere Spinvektor (S)(¢) hat den
Betrag g und rotiert mit Winkelgeschwindigkeit w in der xy-Ebene.

15



Q. 65 Unscharferelation (H 2019.Q.1)

(a) Im Fall A=z und B = p? gilt

[A,B] = [z,p°] = ple,p] + [z, plp = 2ihp = Az-Ap* > K|(p)|.

b) Der Operator Ag = A— (A), ist fiir jede gegebene Wellenfunktion ¢ () hermitesch,
P
da A hermitesch ist und folglich (A), reell und damit ebenfalls hermitesch ist.

(do) = (A=(A)) = (4) = () =0,
(A = ((A-)) = (2 -2)a147) = (4% - (4 = (247

(c) Da Ag und By hermitesch sind und v € R, so gilt

(XIx) = (@[(Ag+ivBo) (Ao +ivBo)|¢)
= (¥|(Ay — ivBy) (Ao +ivBo)|¢¥)
= (W|A] +iv[Ao, Bo] +V*Bily) = (A) +iv([A, B]) +*(B),

wobei wir im letzten Schritt [Ag, Bo] = [A, B] benutzt haben.?
Bem.: Der Kommutator hermitescher Operatoren A, B ist anti-hermitesch,

[A, B] = iC,
mit einem weiteren hermiteschen Operator C. Daher ist ([A, B]) rein imaginér

(A, B)) =1iC), (C)eR.

(d) Die Funktion f(y) = (x|x) hat D; = R und W; C R{. Es gilt also f(v) > 0.
Der minimierende Wert v = 7 ist gegeben durch f’(vyy) = 0,

([A,B]) +27(Bg) = 0 = v = —% € R.
Wegen f(7o) > 0 gilt also
() + nollA B +§B) > .
- A
wy > W
ey > 4D

Radizieren beider Seiten liefert genau die angegebene Unschérferelation,

[l B)|

AA-AB > .

2In Gl (2) der Angabe ist statt (Bo)? wohl (B2) gemeint, denn (Bg) = 0.
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Q. 66 Wasserstoffatom in zwei Dimensionen (H 2019.Q.2)

2 . . .
Vorbem.: a = 47360 Z—c ~ % ist die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante.

(a) Es muf fiir alle ¢ € [0,27) gelten ¢(r, ¢ + 2m) = ¥(r, ¢), also
pezZ = {0+1,+2 .}

(b) Nach der angegebenen stationdren SGl muf fiir - 1o(r, ¢) = No exp(—¢2r)  gelten

2 2
(= Eo)vo(r,6) = Ny {—ﬁ— ( o ;1 a) _ ahe EO] —

or?2  ror T
h? 2 h
B B r
Wegen é = "2 impliziert dies
mcla? 1 [ ahe
|:— 5 Vg—EO + ;(TVQ—CYFLC)} = 0,

also (mit der Ruhenergie mc? = 0.511 MeV  des Elektrons):
vy = 2, Ey = —2a*mc® = —54.5¢€V.

e Mit Kk = —; = % lautet die Normierungs-Bedingung
00 2 00
2 2
1= /d%woy? - Ng/ dr/ rdpe ™ = N2 —Z/ dune™ = N3 =,
0 0 K= Jo K
4
sodafl Ny = W oo

(c) Fir  4i(r,¢) = Nirexp(ip — 2r)  berechnen wir zuerst die Ableitungen

19 (re) _ 1 (1 - ”—r) exp (ip — 2r),

ror N; r ap

P (1o .
e Car L)
L& (r¢) "

7‘2 89252 N1
Mit der SGI folgt also die Bedingung

h? 1 1 h
0 = __[_ﬂ(z_ﬂr)+ (1_&)__] _T(E%)
2m ag ag T ag T T
2

h2
= —0 [—3ﬂ (ﬂ> | — (ahc + Elr).
2m ag ag
Wegen % = == impliziert dies
2 2
= 3’ FE = —§oz2mc = —6.05¢eV.
. 2
o Mit A = Bl = 3a lautet die Normierungs-Bedingung
“ar 2 127
1—/d2r|@/)1|2 N2/ dr/ rdgrie " = N? /\4/ duude™ = N} — BYR
_ _ _ 8
sodaBl N; = 2\/37 = e
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(d) Das Betragsquadrat des Matrixelements (wg|r|i);) ist gegeben durch

[(wolrlwn)|

Rt

Im Einzelnen findet man

(ol z|t1)

{¢olylin)

Damit ergibt sich

[olrn)

00 2m
NSNl/ dr/ rd¢ exp(—22r) (7" cos gb) re' exp(—
0 0

27 00
NS‘Nl/ do Cos¢ei¢/ drr? exp(—%r)
0 0

4 roo
N{;Nl/ d¢ cos qb( ) / duu’e™
0 V0+V1 0
—_— —_——

m 3!
4 8 ah 6
. . ﬂ' . .
Vorag 9V3rmak (24 2)°

927
646 T

N*Nl/ dr/ rd¢ exp(—2r) (7" sinqﬁ) re' exp(—

1 .
64\/6 B

2 27 2 3,
= 2 maB = ﬁaB.
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Q.67 Bewegung im harmonischen Potential (F2020.Q.1)

(a) Wir wenden auf to(z) den Oszillator-Hamiltonian H = —%% + mTw?xz an,
. n? mw? n?
i — (- 2 .
Soll also 1y (z) ein Eigenzustand sein, Hibo(x) = Egto(x), so muf gelten
h h? Fuw
2
T ~ O 2ma? 2

(b) Mit der Substitution u = == (also dz = xo du) gilt

| ala@P = Wil [ oy

o0

1
l’oﬁ '

Da vg(x) und 1, (z) reelle Funktionen sind (wir wahlen Ny, N7 € R), so gilt ferner
fiir die gegebene Linearkombination ¢ () (wir schreiben cos § = ¢ und sin § = s)

= ’No\zmoﬁ = 1 = No =

Jasto@P = [ aefeun(o) +se e [cvno) +se(a)]
= / da [c2w0<x>2 +eso(a)n () (e + ™) + 5% <x>2]
= & [davo(z)? +2cs cos¢ [ dzapg(z)y(x) +5* [dzy(x)? = 1,
f e 4200 ono | ]

~
0

1 1

wobei das mittlere Integral verschwindet, da sein Integrand ungerade ist.

(c¢) In der Notation von Teil (b) ergibt sich jetzt

@o = [doalp@P
= CQ/d:v 2o (7)? + 2cs cos gb/dx o () () + Sz/d:v zipy (2)?

| S —
0 0

T z?
= 2cs cosqﬁ/\/g./\/l/dxx— exp (——2)
T

0 Ty

= 2cs cos pNg N, /(wodu) (Tou)u o v

2 . T
= 25 cos ¢ ./\fo./\flmg/duu2e“ = sina cos ¢ —.
sin o \/§
5 ——

™ %\/77.

Je nach Wahl von a, ¢ € [0, 27| kann also (z), maximal den Wert % (und minimal
den Wert —<4) annehmen.
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(d) Vorbemerkung: Fiir Systeme mit zeitunabhéngigem Hamiltonian

N K2 d?
="
2m dx? + V(z)

gilt allgemein: Ist die Wellenfunktion ¥(z,t) zur Zeit t = 0 gegeben in der Form,

o0

= > cathulx

n=0

als Linearkombination der Eigenfunktionen® 1), (x) von H , so ist ihre Entwicklung
fiir Zeiten t > 0 gegeben durch

t) = 3 catn(z)e .
n=0

Die verschiedenen Frequenzen w,, sind dabei festgelegt durch die Eigenwerte F,,,

e Im Fall der Wellenfunktion (3) der Angabe gilt also
1
\/57

(mit [co|* + 1> =1). Mit E, = (

co = =0 (n=2,3,4,...)

n)hw gilt weiter wy = %w, w1 = %w, sodafl

W<£L',t) — _wo(x) efiwt/2 + Lwl(:w 67310.;1‘,/2

\/5
ko) + (o) e

—iwt/212 — 1 ergibt sich hiermit der Erwartungswert

Wegen |e

2

(T) w(wp) = /d:v:v|¢(x,t)|2
1 i(Z —wt)
+ — () ez

1
= /dl“l“ ﬁ%(ﬁ) V2

Dies ist genau das gleiche Integral wie in Teil (c), mit der Wellenfunktion ¢ (z) statt

¥(x,t), sofern wir dort § = 7 und ¢ = § — wt setzen,

cos (2 —wt) = Lo sin(wt).

() w(wp) \/— =%

3Dabei sind die Betragsquadrate |c,,|? der Koeffizienten gleich den W’keiten, bei einer Energiemessung
im Zustand ¥(z,0) die entsprechenden Eigenwerte E,, zu beobachten. So gilt also insbesondere

o0

Z lenl> = 1.

n=0
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Q.68 Asymmetrischer Kasten (F2020.Q.2)

Zu beliebigem E < 0 existiert (bei gegebener Breite a) eine passende Tiefe —V; < 0
dieses Potentialtopfs, sodafl £ seine Grundzustandsenergie ist. In dieser Aufgabe wird
zu vorgegebenem |E| > 0 die zugehorige Hohe AE = E — (=Vj) > 0 von E iiber dem
Potentialboden —Vj bestimmt, vgl. Fig. 5.

(Beachte: Statt —V; < F und E < 0 werden die positiven Werte AE und |E| betrachtet.)

(a) In beiden Bereichen 0 < x < a und x > a hat die SGI jeweils die Form

o E= AE >0 (r<a),
“om V@) = Evl@), {5 = —|E| <0 (z>a).

Damit sind die allgemeinen Losungen jeweils gegeben durch

W(x) = Asin(kx) + B cos(kz) (x < a),
v = CeM 4+ De™* (x > a),
wobei k£ > 0 und A > 0 gegeben sind durch
2.2 212
hk _ AE, A )
2m 2m

Die Randbedingungen ¥ (0) = 0 und lim ¢ (z) = 0 verlangen B = C' =0,
T—>00

[ Asin(kz) (2 <a),
o) = { el s (39)
(b) Sowohl ¢ (x) als auch ¢’(x) miissen bei x = a stetig sein,

Asin(ka) = De™®

Y

Akcos(ka) = —DXe . (40)
Hieraus ergibt sich die (in Fig. 4 illustrierte) Bestimmungsgleichung fir AE,
ka
tan(ka) = ——. 41
an(ka) = 5 (a1)

Figure 4: Beide Seiten von Gl. (41) als Funktionen von ka ~ vV AE (dimensionslos):
Rot: Linke Seite. Blau: Rechte Seite, fiir verschiedene Werte von Aa ~ /|E]|.

Mit ka = " ﬁvﬁjaz und A\a = " \/7”2‘5'[12 wird daraus die angegebene Gleichung,

tan <—2m AL ~a> = —@
VIE!

h
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(c) Vorbem.: Die Angabe ”... fiir feste Energiedifferenz AE ...” ist etwas irrefiihrend:
Man soll ja zu vorgegebenem |E| jeweils das zugehérige (gesuchte) AE bestimmen!
Daher sollte es in der Angabe wohl zutreffender (?) heifien:

”Betrachten Sie diese Gleichung fiir festes || als Funktion von (variablem) AE.”
Je kleiner |E| ~ (A\a)?, desto steiler fillt die entsprechende blaue Gerade in Fig. 4.
Die Abszisse ka ihres ersten Schnittpunkts mit der roten Tangenskurve (5 < ka < )
liefert jeweils den zum vorgegebenen Wert |E| gehorenden Wert von AE ~ (ka)?.

1. Mit |E| — 0 geht die Steigung der blauen Gerade gegen —oo, und ihr erster
Schnittpunkt mit der roten Tangenskurve wandert nach links gegen den Grenzwert

ka = 7. Dies ergibt den minimal méglichen Wert von AE = h; T’f,
h2?
AEmin = SmaZ (|E| — O)

Wegen |E| — 0 muf} dies dann zugleich der entsprechende Wert von V) = AFE + |E|
sein. (Dies ist der minimale Wert von V{ mit einem gebundenen Zustand !)

2. Im Limes Vi — oo gilt dagegen £ — —o0, also |E| — oo. Dann geht die Steigung
der blauen Gerade gegen 0 und ihr erster Schnittpunkt mit der roten Kurve wandert
nach rechts gegen ka = . Dies ergibt den maximal méglichen Wert (vgl. Teil d),

h2 72

2ma?

ABpax = 4- AByn = = B>, (|E] = o0).

Nicht verlangt: Hat man auf diese Weise (numerisch) zu gegebenem Aa das zugehéorige
ka bestimmt, so liefert das homogene Gleichungssystem Eq. (40) das Verhéltnis %. Damit
konnen wir die Wellenfunktion skizzieren:

\

|
|
|
AREN
ii\ /, S
|\\ / \\
I / \
' \\ | 'l| | \. |
T A} . B
PRI 4N 5 s
E 4 | R s \\
N AE : \~\—',/ \\5-
6 V()
_‘/'0 -8 ]

Figure 5: Die Wellenfunktion t(x) von Gl (39) in Einheiten von a~'/? (blau bzw. griin)

und das Potential V'(x) in Einheiten von 3 5;2 (schwarz), beides fiir den Fall V[ = 8- %

(Man beachte die zwei verschiedenen Skalen auf der Ordinate.) In diesem Fall gibt es
genau einen gebundenen Zustand, mit Eigenwert £ = —3.01761 % (rot).

(d) Im Limes Vy — oo ergibt sich der unendlich tiefe 1D Potentialkasten im Intervall
x € [0, a], mit den bekannten Eigenwerten (Energienullpunkt £ = 0 bei £ = —1})

n? 2
E® = — (n . f)
2m a
n’r?
= 5oah (n=1,2,3,...).
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