M. 55 Erhaltungsgréfien im Zentralpotential (F 2017.M.1)

(a) Fiir den Drehimpuls L = r x p gilt nach Produktregel
L =fxp+rxp =0, (1)
~——

=0

da im Zentralpotential die Kraft F = p parallel zum Ortsvektor r ist.

(b) Allgemein gilt zundchst

= %%[r r} = %%rz = rr & o= % (2)
Nun berechnen wir
A = ¥ x L+ V'(r)ir + V(r)i. (3)
Wegen mi =F = —V'(r)* und 7 =% gilt also
A= Vs + v'<r)¥r + V()i
= V'(r)rt + V(r)r
= [V)r + vils, (4)

wobei wir r x (r x f) = (r-¥)r — r*f benutzt haben.
Die Bedingung A = 0 erfordert also
%4 C
vy = Y0 .
r r

(¢c) Da L =r x p sowohl zu v x L als auch zu r senkrecht steht, so gilt

A-L =0 (6)
Des weiteren gilt
2 L? 2
A-r =r-(vxL)+V(r)r = — 4+ V(r)rs. (7)
N’ m
(rxv)-L

(d) Mit A - r = Ar cos ¢ folgt mit dem letzten Ausdruck

L2 L2
A = — + V(r)r? & = — M 8
reoso = Tt Vi R ©
Im Ausdruck 7(¢) = 755 gelten also!
L? A 2L2F
p = —, e = — =1/1+ 5 9)
ma a ma

1Zur Formel fiir € : Im Perihel (¢ = 0, mit: r = |r| = rq, |v| = vg) gilt
L = mrgvg, E:Evz—g.
2 To

Elimination von vg liefert eine quadratische Gleichung fiir rg. Im Fall £ > 0 hat diese nur eine Losung
ro > 0; im Fall E < 0 hat sie zwei Losungen o > 0, von denen die gréfiere (Aphel !) auszuschlieflen ist.
In beiden Fallen ergibt dies (im Perihel)

ro = — \/1—1—@—1
O~ 9o mo '

Mit A= L — o folgt hieraus: ngzii -1= 2Lz}f[\ﬁ—l]*l—l = .. =4 /1+2£E

mro ma ro ma? ma?




M. 56 Schwingungsperioden (F 2017.M.2)

(a) Mit V,(z) =% ergibt sich wegen E = Zv? + V,(2):

2EN\1/2n [12F
max — ) max — . 10
v < k ) Y m (10)

(b) Energieerhaltung: & = :i:\/ % [E —Vy (m)} TdV liefert die Schwingungsperiode

T, =4

/ o do ~ 4 \/E / R (11)
o VEE-@] VPR i

T _ wird daraus

Mit der dimensionslosen Variable & =

Tmax
m bode

a1 xmax-[na -[n - i
2K 0 \/1— ¢

T, =4

Mit obigem Ausdruck fir z,,., ergibt dies

m m /2FE\ (1-n)/2n
T, = AL, |22l = a1, /& (-) . 13
k xmax k k ( )

Es gilt also p=1—-n und q:lg—n”.

(¢c) In E = %U2 + Vo(x) setze v = vpaxw und = = Tyaé,
Ew? + B¢ = E & et = L (14)

Dies ist im Fall n = 1 (harmonischer Oszillator) die Gleichung des Einheitskreises.
Wichst € von —1 bis +1, so ist w > 0 und wachst von w = 0 bis w = 1 um dann
wieder nach w = 0 zu sinken: Der Kreis wird also im Uhrzeigersinn durchlaufen.
Die beiden Punkte ({|w) = (0|£1) liegen immer (fiir alle n € N) auf der Trajektorie.
Dasselbe gilt fiir die beiden Punkte (§|w) = (£1]0).

Dagegen folgt fiir Punkte (£ | %\/5) auf der Trajektorie die Bedingung

€ = (%)W” L1 (fiir - o0). (15)

Folglich wird fiir n > 2 der Kreis nach auflen deformiert.

0.5+

Figure 1: Die Trajektorien (£ nach rechts) fiir n =1 (rot), 2 (griin) und 5 (blau).



M. 57 Bewegung im repulsiven 1/r’-Potential (H 2017.M.1)

Geg.: Stoflparameter b und asymptotische Geschwindigkeit v.,. Daraus folgen:

()

E = —uv, L = bmus.
2
Da E = 21?+ U(r) erhalten ist, wobei U(r) =%, so folgt
dK d
—_— = — T —2F ]
dt dt [mr P bt
2r
= m@E’+r-f)—2E = mr-i— — = 0,
r
wobei im letzten Schritt benutzt wurde: mi = —VU(r) = 25X
Allgemein gilt
. 1d Ir-1] 1d , ,
rr=_—rr| = -——r" =7
2dt 2dt
Zur Zeit t = 0 soll gelten: r = ry,, also 7 = 0. Somit folgt
K = K(t=0) = [mm’“ - 2Et] = 0.
t=0
Aus K =mrr—2FEt =0 folgt die DGI
dr 2FEt
r= — = —.
dt mr
Trennung der Variablen, rdr = %t dt, ergibt
1 E 2F
5(7"2 —r3) = E(tQ — 1) = r(t) = AT t+ e 2,
wobei wir 7o = ryi, und tg = 0 gesetzt haben. Teil (e): Ty = /0% + % > b.
Mit F = 22, wird hieraus schlieBlich
Voo T\ 2
t) = Tmin 1 ( = >
r( ) : * Tmin
Da L = mr?¢ erhalten ist, so folgt
h L L (" dt L 1 t
n) = [ at - — - —arctan (=),
o(h) /0 mr(t)? mvgo/g A+ 12 mv2, ¢ arckan
wobel ¢ = ’";“T; Wegen L =muv, b lautet dies
b ot
o(t) = arctan <v )
T'min T'min
Somit iiberstreicht ¢(t) fiir —oo < t < co den Wertebereich ———2 < ¢ <
Streuwinkel:
0 = m—[¢(c0) — p(—00)]
b
= 7r<1 — )
Tmin
Bewegungsbahn in der zy-Ebene:
x(t) ) ( cos o(t) )
rit) = = r(t . .
0= (3 ) = oo

NIE

Tmin

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)



Voo t
Tmin

(e) Die geometrische Form der Bahnkurve r(u), mit Kurvenparameter u = 2=t wird

alleine durch r;, und b bestimmt. Ausgedriickt durch £ und L gilt

L L L? 1 r

Die Formel fiir 7, ergibt sich aus der (konstanten) Energie zur Zeit ¢t = 0,

m

E=—
2

i qs(O)r b Ulram) = (L2 1) L (28)

2m Tiin

Bei gegebenen Werten von b und 7,,;, wird diese Kurve fiir verschiedene Werte der
asymptotischen Geschwindigkeit v,, = @/% unterschiedlich schnell durchlaufen.

AY /

1.5} /

Figure 2: Darstellung in einer beliebigen Langeneinheit /.

Rote Kurve: Streubahn im Fall b = 0.6 ¢, rp,;, = 1.0 ¢ mit Asymptoten (gestrichelt).
Der Stoflparameter b = 0.6 ¢ ist der Abstand dieser Asymptoten vom Ursprung (0|0).
Blauer Pfeil: Ortsvektor r(t) zur Zeit t = %4 mit v, = 1.0, Dabei gilt:

r(t) = |r(t)| ist die Lange des blauen Pfeils; h

o(t) ist der Winkel zwischen der z-Achse und dem blauen Pfeil.



M. 58 Bewegung auf einer Drehscheibe (H2017.M.2)

Vorbem.: X sei das Ruhsystem der Drehscheibe, mit Ursprung in deren Mittelpunkt;
S sei das Inertialsystem mit gleichem Ursprung (”raumfestes Bezugsystem”). Die in X
beobachtete Winkelgeschwindigkeit (WG) der Kugel (um deren Schwerpunkt) sei ok (1).
Mit der in S beobachteten (zeitlich konstanten) WG &p = wpe, der Drehscheibe ergibt
sich die in S beobachtete WG der Kugel (um ihren Schwerpunkt) durch Vektoraddition,

&(t) = dp + dk(t). (29)
(a) Die in X beobachtete Geschwindigkeit vy (t) des Kugelschwerpunkts ist offenbar
gegeben durch die Rollbedingung?
VZ‘(t) = (,UK(t) X (—R) (30)
Damit ergibt sich seine in S beobachtete Geschwindigkeit bekanntlich zu?

Vg(t) = Vg(t) + (IjD X I'(t)
= —LUK(t) xR + CUD X I‘(t)

Da sowohl R als auch &p in S konstant sind, so folgt die Behauptung,
i(t) = —vg(t) = —dk(t) x R + dp x ().

(b) Mit dem Drehimpuls L = I& der Kugel (um ihren Schwerpunkt r), wo & = &(t)
durch Gl. (29) gegeben ist, und dem Drehmoment N = R x F folgt (wegen L = N)

: = 5 .. 5 m ..
LEIw:IwK:RxF:Rx(n;r) = wK:Ter.
N

Die Vektoridentitit (a x b) x ¢ =b(a-c) — a(b-c) ergibt (mit I = 2mR?)

5 m .. mi.. ..
GexR = T (Rxi) xR = 7[1~(R-2R) —R(r-OR)] =
—-R —

Kombination mit dem Resultat von Teil (a) liefert die Bewegungsgleichung (BGI)

).

i= Adpxt (A=

~3Ino

(c) Als Losung r(t) dieser BGI (fiir den Kugelschwerpunkt) setzen wir eine Kreisbahn
in der xy-Ebene an (Mittelpunkt rp, Radius Rp, Winkelgeschwindigkeit wg),

cos(wpt) rp
r(t) = rg + Rp | sin(wpt) |, rg=| ys |. (31)
0 R

2Nach GI. (29) gilt also zugleich vx(t) = @(t) x (—R), da die Vektoren &p und —R. parallel sind.
3In Lehrbiichern wird die erste Zeile dieser nachfolgenden Gleichung oft geschrieben als

(%)sr<t) = (%)Er(t) + dp x r(t).



Damit erhalten wir einerseits

cos(wpt)
it = —wiRp | sin(wpt) |,
0
und andererseits
0 — sin(wpt)
2, . 2
—Wpxr = —-| 0 X wpRp | +cos(wpt)
7 7
wp 0
—wp cos(wpt)
2 .
— ?WBRB —wp sin(wpt)

0

Vergleich beider Ausdriicke liefert schliefSlich
2

Wp = — Wp.

7

Diskussion (nicht verlangt):
e Im cinfachsten Fall Rp = 0 liefert Gl. (31) die konstante Losung r(t) = rg. Wahlen
wir rg = (x,yg, R) = (r,0, R), so rotiert die Kugel im Inertialsystem S um eine starre
Achse parallel zur x-Achse, also mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit

WD
dt) = & = 0
0

Der Faktor  riihrt daher, daf die Kugel (Umfang 27 R) wihrend einer Umdrehung der
Drehscheibe auf dieser eine Strecke der Lénge 27 abrollt. Nach Gl. (29) gilt also

LUK(t) = (Ij(t) —(ED = (,UK = 0

Dies sind die Koordinaten wg des Vektors &k in S. In X hat er die Koordinaten*

coswpt sinwpt 0 £ WD £ Wp oS wpt
wi(t) = Twg = | —sinwpt coswpt 0 0 = | —fwpsinwpt
0 0 1 —Wwp —WpD

4Die Einheitsvektoren in Richtung der Achsen von X sind

e = e; coswpt + es sinwpt,
e, = —ejsinwpt + ey coswpt,
e; =  e;.

o . CN e oy C
(In Einsteinscher Summationskonvention:) Mit a = a;e; = aje; (wobei €], - €], = 0y, ) folgt
a; = €;-a = € -ejay,

7

also @’ = T'a, mit der Transformationsmatrix T = (T;;) = (e} - €;),

coswpt sinwpt 0
T = —sinwpt coswpt 0 .

0 0 1



Wir konnen daraus die Bahnkurve des Kugelschwerpunkts in ) berechnen. Nach der
Rollbedingung (30) gilt v (t) = wi(t) x (—R’),

' (t) + Wp oS wpt 0 —7 wp sin wpt
y'(t) = —gwpsinwpt | X 0 = —7 Wp COS wpt
Z'(t) —wp R 0

x'(t) T coswpt
y'(t) = —r sinwpt
2'(t) R

Im Ruhsysten X' der Drehscheibe rollt die Kugel also, wie zu erwarten, "riickwarts” auf
dem Kreis mit Radius » um deren Mittelpunkt.

cos(wpt)
wp | —sin(wpt) (dritte Koordinate falsch!).

0



e Unabhéngiges Problem: Eine Kugel (Radius R) rolle auf einer Kreisbahn (Radius r, Mit-
telpunkt im Ursprung und WG wp) auf der zy-Ebene eines Inertialsystems S, sodaf§ der
Ortsvektor ihres Mittelpunkts M in S folgende Koordinaten hat,

r coswpt
r(t)= | rsinwpt = rcoswgte; + rsinwpte; + R es.
R

Im System S’ (mit gleichem Ursprung und gleicher 3-Achse wie S) sei M in Ruhe,

ej(t) = e coswpt + ey sinwpt,
ey(t) = —ey sinwpt + ey coswpt,
e;(t) =  es.

M sei der Ursprung von S”, dessen Achsen starr mit der Kugel verbunden sind,
ej(t) = e€i(t),
es(t) = eh(t) coswrt — ej(t) sinwgt,
es(t) = eh(t) sinwgt + e5(t) coswgt.
Dabei gilt wx = fwp.
Nun sei u(t) = ue/(t) der Ortsvektor M P cines beliebigen Punktes P in der Kugel,

W = Dyt () = Daft) (Dl(t)u(t)).

Hier gelten D{(t) = €/(t) - €;(t) und DY’ (t) = el(t) - e;(¢),

(2

1 0 0 coswgt sinwpgt 0
Dy(t)=| 0 coswgt —sinwgt |, Dy(t) = | —sinwpt coswpt 0
0 sinwgt coswit 0 0 1

Insgesamt ergibt dies die Transformationsmatrix

Cp SB 0
D(t) = Ds(t)Di(t) = | —cksp cxkep —sk |,
—SKSB SKCB CK

wobei cp = coswgt, Sp = sinwpgt, etc.
Die Matrix 2 = DT D ist also

Cg —CkKSB —SKSB —WRBSB (0952165 2] 0
2 = SB CkCp SKCRB WKSKSB — WBCKCB —WKSKCB — WRBCKSB —WKCK
0 —SK CK —WKCKSB — WRBSKCR WKCKCB — WRBSKSB —WKSK
0 wp WKSB
= —WwpB 0 —WKCRB
—WKSB WKCB 0
0 —w3 wy w1 WKCRB Wk coswpt
= w3 0 —wp = w = we | = | wrgsg | = | wrsinwgt
—Wwy Wi 0 w3 —Wwpg —wp




M. 59 Perle auf rotierendem Draht (F2018.M.1)

(a) Da in diesem Fall die gesamte &duflere Kraft die Schwerkraft F, ist, so gilt

0 Y
PEFg:—mg 01, LEN:erg:—mg -
1 0

(32)

Folglich sind P,, P, und L, Erhaltungsgrofien.
Die Energie E ist erhalten, da F,(r) = —V(mg z) ein konservatives Kraftfeld ist.
In Zylinderkoordinaten (p, ¢, z), mit

x p COS ¢
r = y = psing |, (33)
z z

ergibt sich die Lagrangefunktion
'C(pa ¢7 <3 pa éa Z) =

m

5 — mgz. (34)

[D2+p2¢52+2’2]

(b) In Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) lauten die Zwangsbedingungen, ¢ = wt, z = $ p°.
Daher setzen wir

p coswit
r = | psinwt | = s(p,t), (35)
a 2
2P

und erhalten jetzt die Lagrangefunktion
. m . mga
L(p,p) = 5[(1 +a%p?)p® + w2p2] -7 (36)

Durch den Draht sind alle Translations- und Rotationssymmetrien gebrochen, keine
der gegebenen Groflen ist mehr separat erhalten.

(c¢) Bewegungsgleichung %g—‘; = g—'ﬁ:
d . :
am (1 + oz2,02)p = m[oﬂpp2 + pr} — mgap;
(1+a?p®)p + 20%pp* = ?pp? + (W — ga)p;
(1+a?p%)p + o?pp* + (9o —w?)p = 0. (37)
Multiplikation mit p ergibt
pp + &2 (p*pp + pp’) + (9a —w?)pp = 0. (38)
Die linke Seite ist eine totale Zeitableitung,
d 1
T 5['2 + o?p’p* + (9o —wz)pﬂ = 0. (39)

Auflosen von (1 + a2p2)p2 + (ga — wQ)pz = C nach p ergibt

dp C + (w? — ga)p?
- = 4 ) 4
dt \/ 1 + a?p? (40)
Schliefllich erhalten wir durch TdV
P dp'
t =t + . 41
0 =t + | (41)
1+a2p12



d) Da £ nicht explizit von der Zeit abhingt, 2 = 0, so ist die Hamiltonfunktion
( &Y o

H = pp— L = %[(1 +?p?)p* + (9o —w2)p2} = %C (42)
eine Erhaltungsgroe (die hier jedoch nicht gleich der Energie £ =T + V ist).

(e) Bei jeder zeitunabhéngigen Losung gilt p = p = 0, also (ga — w?)p = 0.
Dies ist fiir beliebige p = py erfiillt, wenn gilt

w = \/ga. (43)

In diesem Fall hat die Resultierende aus Zentripetalkraft F, = —mw?pe, und
Schwerkraft F, = —mge, keine Komponente tangential zum Draht (Skizze!).

M.60 Bewegung gekoppelter Massenpunkte (F2018.M.2)

(a) Zwangsbedingungen: x; =1, x9=0.

(b) Lagrangefunktion L =T — V = L(y1,y2; 11, §2):

m, . . . . f
L = 5(:6? + U+ a5+ 93) — mg(—y —y2) — 5 [(1’1 — 22)° + (y1 — o)’
m, . . f
= 5(2% +43) + mg(ys +y2) — 5(2y? —2y1ys + 43). (44)

(c) Bewegungsgleichungen %% = (%L (n=1,2):

2mjy = mg — f- 2y —p2),

mijs = mg — [+ (=y1 + ya). (45)

Die Gleichgewichtslagen ergeben sich aus den Bedingungen ij; = ij» = 0,
myg mg
7 T

(d) Die neuen Koordinaten sind 7, = y; — ¢y und 1, = yo — 49 .

yl = 2 ys = 3 (46)

(e) Die gekoppelten Bewegungsgleichungen lauten in Matrixform
. _ ([ / -2 1
i ( Y > 5 < 5 _o >77 (47)
Der Ansatz n(t) = &el“t, mit 4j(t) = —w?n(t), liefert die Eigenwertgleichung

— 2
( ) _;)f =26 A=-—pet (48)

Die Eigenwerte sind Ay g = —(2 ++2 ), die Eigenfrequenzen also

Wwap = %\/21\/5. (49)

Die zugehorigen Eigenvektoren (willkiirlicher Lénge) sind

10



M.61 Zerfall eines Teilchens (H2018.M.1)
(a) Impuls- bzw. Energie-Erhaltung:
M 2 /m
MVL = m1vVy1 + MmoVyo, 7V% -+ Ez = Z (TnV%m -+ Ez’n) (51)
Mit AE = E; — (Ey + Ejp) 148t sich die Energie-Erhaltung auch schreiben als
1_2 ma o

M m
EV% =+ AFE = TVLl + TVLz. (52)

(b) Im Schwerpunktsystem (5) lauten diese Gleichungen

m m
0 = mvsy + Mavgo, AE = 71v§1 + 72v§2. (53)
(¢) In S gilt
oy oMy 4 ( ml)
- =  AE = 22 (1 4+ ). 54
V2 m2V51 5 Vs + "y (54)

Folglich haben beide Teilchen in S fest gegebene kinetische Energien,

Ts1 = 1 f_z_;, Tsy = AE — Tg1 = 1 —Ai—z—f (55)
(d) Der Ursprung von L bewegt sich in S mit der Geschwindigkeit v = —v,
Vil = Vs1 + Vg (siche Angabe). (56)
Dabher gilt bei gegebenen Betrégen |vg;| und |vy| die (Dreiecks-) Ungleichung,
Varl = vil| < Ivaal < [vsal + vl (57)
Daraus folgt die Behauptung (in der Schreibweise |v| = v),
%(UL —vs1)® < Tpy < %(UL + vs1)*. (58)
Mit dem Resultat von Teil (c) erhélt man
v, = milTS1 - % (m?ATEmQ)‘ (59)
(e) Der Ablenkungswinkel 6 zwischen vy, und vy, = vy 4+ vg; wird maximal, wenn
vgr L vy & Sin(Opax) = Ust _ i M2 ﬂ (60)

VL, v, mq (m1 —i—m2)

(Skizze!).

11



M.62 Punktteilchen im periodischen Potential (H2018.M.2)

(a) Einheiten: [V;] =1 J (Energie), [zo]=1m (Lange).
Minima: V(z)=-V, & sin*(¥)=1 & Y= 5 € {*3, +3, .}
Maxima: V(z)= 0 & sin®(d)=0 & L= 5= € {0, £, £2m, ..},
V() A 2m 4m .
0 Il Ly = —
o

Vo +— — > L -

Figure 3: Rot: Das periodische Potential V' (z) = —V; sin (2—)

(b) Aus der Erhaltung der Energie E = 24>+ V(z) ergibt sich die DGI

. dz 2
i= 7 = i\/E[E—V(x)]. (61)
Mit dz = zody folgt
ar_ 0 = ¢ (62)
dy VEIE + Vosin?(B)] /26 + bsin(4)]

wobei a = £z, b:% und e = £,

(c) Die geg. Funktion y(t) = 4arctan(e’/) + Crk (C = 4) hat die Umkehrfunktion

1 ook

t(y) = toIn [tan ( 1

Deren Ableitung,
to 1 to 1

/ — . 1 . L 1 T A el Veeal N 9 [y—Crky
Ply) = to tan(...) cos?(...) 4 4 sin(..)cos(..) 2 sin (%ﬂ)’ o
(6

)
zeigt, dafl ¢(y) Losung der DGI (62) mit € = 0 (also £ = 0) ist, wenn wir setzen

(k € 7). (63)

to a m
— = =+ —. 65
PRV VYA (65)
Bem.: Man kann sogar (allgemeiner) C' = 2 setzen!
(d) Fiir die geg. Funktion y(t) = 4arctan(e/t) + 47k = %ﬁ) gilt

y(0) = 4darctan(l) + 47k = 7w + 4nk,

. 1 1 2

§(0) = = — = —. (66)

FO)  Fen(3) b
Wegen z(t) = xoy(t) sind die gegebenen Randbedingung(en) erfiillt durch die Wahl
2.%'0
ty = —. 67
o= 2 (67)
Vom Minimum bei y = 7 aus (wir wéhlen & = 0) wird das erste Maximum bei y = 27
im Prinzip erreicht, da die Energie £ = 0 des Teilchens dafiir gerade ausreicht.
Bis dahin verstreicht jedoch die Zeit

At = lim {t(y)—t(ﬂ)} = tp lim {ln [tan (%)} — 0} = o0. (68)

y—27—0 y—27—0

12



M.63 Reflexion an weicher Wand (F2019.M.1)

m, 2

(a) Am Umkehrpunkt = x¢ hat sich die anfangliche kinetische Energie % vZ, vollstindig
in die potentielle Energie V() verwandelt,
N/ 1, Vo

l'oz—ln 5
2 o Mmug,

|
<
I
<
)
Il
Y

(b) Aus der Energieerhaltung 2@ + V(z) = 202, gewinnen wir durch Auflésen nach
2 eine DGI erster Ordnung,

d \%
T = :I:—x = :i:\/v2 _ Ye-az,
dt m

Trennung der Variablen ergibt,

d d
Tudt = * = * .
Ji— e VIt

Wir integrieren mit der Anfangsbedingung x(t = 0) = xo,

* d 2
to, t(z) = ’ — arcosh (ea(w_z(’)/?) :

/ Tr—x0 dx/
0 \/1 _ e—a(x’—xo) _A V1 — e—a(x/) o o

wobei wir im letzten Schritt den Hinweis in der Angabe benutzt haben.
Auflésen nach x liefert, unter Beachtung von cosh(—u) = cosh(u),

2 t
z(t) = 29 + — In [cosh A0 }
a

(¢) Mit < cosh(u) = sinh(u) findet man

QU T

(t) = vo tanh

Fiir u — 400 gelten: e Incosh(u) — In eiTu =4u—1In2, e tanh(+u) — +£1,

21n2

z(t) — (:vo - ) + Voot T(t) = Vs

«

Blau: § z(t) im Fall zo = 0 (Vo = mv2,),

Rot: ;= @(t).
Beide Funktionen sind aufgetragen gegen

QUoo t

die dimensionslose Zeitvariable 7 = A,

(d) Der Grenzfall & — oo entspricht der Reflexion an einer harten Wand.

13



M.64 Zwei Massen an einem Faden (F2019.M.2)

(a) Betrachte kartesische Koordinaten x,y (auf der Tischplatte) und z (nach oben),

mi, g . my |
L = 71(932+y2)+7222—mggz
my

= 5 (72 +1%¢%) + %7’“2 — mag(r —10),
wobei in der zy-Ebene Polarkoordinaten (7, ¢) eingefiihrt wurden, mit z = r — ¢.

(b) Die Bewegungsgleichungen fiir r bzw. ¢ ergeben sich nach der iiblichen Regel zu

d .
gi (o) = o
(my +mo)i = my 7’& — Mag.

(c) Da in der Lagrangefunktion die Variable ¢ zyklisch ist, so ist
oL
¢

eine Erhaltungsgrofie. Es handelt sich um die z-Komponente des Drehimpulsvektors,

= mlrzé = L,

L, = [mlrxv]z = my(xy —yt) = mir’e.

(d) Da die Zwangsbedingung z = r — ¢ skleronom ist, und das Potential V' (2) = ms gz
nicht von den ¢ abhangt, so impliziert die explizite Zeitunabhangigket von L die
Erhaltung der Energie F,

E=T+V = %(7‘2—1—7“2@2) + %7‘2 + mog(r —10).

(e) Mit ¢ = —£=; lautet die zweite Bewegungsgleichung aus Teil (b)

mir2

L? 1
poo ot 2 Mg _ C (c,d > 0).

my (m1 + m2> r3 mi + ma r3
(f) Wenn r = const sein soll, so muf} gelten 7 = 0, also
c\ /3 L? \1/3 - L,
r = (—) = ( - ) =7y = o= 5
d mimsa g marg

Je nach dem Wert von L, sind dies unendlich viele stationdre Losungen.
Weicht r geringfiligig von rq ab, r = ¢ + s, so gilt mit # = § fiir s(¢) die DGI

c c s\ 3
"z——dz—(l —) —d.
5 (ro + )3 re +r0

Wegen > < 1 gilt (1+ %)_3 ~1-32. Mit 5 —d = 0 folgt also die einfachere DGI
0

. C
s = —3—43.

T

0

Mit der Losung s(t) = Acos(£2t), wobei £2* = 35, sehen wir, daf§ die Stérung s
0
kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage s = 0 mit Kreisfrequenz {2 ausfiihrt.
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Dear colleagues,

since it is now clear that the lectures in the summer semester will start online, I would
like to ask you to

update your courses in LSF in the box ” Kurzkommentar” with the necessary informa-
tion, e.g., insert ”The course will start online as Zoom lectures, please sign up at GRIPS
[insert link| for the course to get the necessary information”, or similar, as appropriate

for your course.

Please do this as soon as possible, since the course directory will be published online
on February 1st.

You may also send the information to me, and I will insert it for you.
Thank you very much and best regards!

Christian Schiller
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M.65 Ebenes Pendel mit zwei Massen (H2019.M.1)

(a) Die kartesischen Koordinaten seien (z,y) fir m und (X,Y") fiir M,

r=ssinf = fzésin«9+36’cosé’, X =1Lsinf = X:LQCOSQ,
y=scos = y=3scosf—sfOsinh, Y =~Lcosd = Y =—LOsind.

Damit ergibt sich die Lagrangefunktion £ zu

L(s,0:$,0) = 5(1: —i—y)—l—%().(z—i—}ﬂ) — [—mgy—MgY} —2(3—6)2

M . k
= 5(8 +5292) 5 — L*¢* + g(ms+ ML) 0080—5(5—6)2.

(b) Mit den Ableitungen

: d d
g—f = msf® + gmecosf — k(s —{), E% = &[ms]
= mé,
oL . d oL d 9 N A
20 —g(ms+ ML)sin6, Toi E[(ms + ML )0}
= 2mss6 + (ms2 + MLz)é,
erhélt man die Bewegungsgleichungen £ gs = % (mit ¢ = s bzw. ¢ = 0),

ms = m(sé2 + gcosf) — k(s — ),
o2mss 0 + (ms®> + ML*)G = —g(ms—+ ML)sin.

(c) (Beachte: Ab jetzt soll M = m sein!) Zwei zeitunabhéngige Losungen sind

{9:0, 3—6—1—%} {9:71', S—E—%}.

Die erste davon ist die stabile Gleichgewichtslage des Pendels, bei der beide Massen
vertikal unter dem Drehpunkt liegen. Bei der zweiten liegen beide Massen vertikal
iiber dem Drehpunkt (metastabile Lage des Pendels).

Falls k(L + ¢) < mg, so sind zwei weitere zeitunabhéngige Losungen gegeben durch

k(L + 0)

{6 =+l s= —L}, cosby = — >

e Um all diese zeitunabhéngigen Losungen systematisch zu finden, setze man in
den Bewegungsgleichungen alle Zeitableitungen s, s, 9 0 gleich null (sowie M = m),

0 = mgcosf —k(s—1),
0 = —gm(s+ L)siné.

(d) Eine einfache zeitabhéngige Losung ist

_ . _ .k
{9_0, s(t) = 0+ +Acos(wt)}, w=1/=.

Dabei ist das Pendel wieder in der stabilen Gleichgewichtslage (6 = 0), wéhrend die
Feder jetzt vertikal um ihre eigene Gleichgewichtslage (s = £+ %) schwingt.

16



M.66 Bahn und Potential (H2019.M.2)

(a)

(b)

(d)

Das Drehmoment N verschwindet im Zentralpotential, da dann F || r,

N =rxF = rxVV() = —1rx Ev'(r)] - 0.

. . 2 7
Wir zeigen zuerst, dafl L. = mr-o,

7 COS ¢ fcosgb—résingb 0
L=rxp=mrxr =m| rsing | X fsingb—l—m.ﬁcosgb =m 0_
0 0 r2¢

Fiir die Energie F ergibt sich

E = %(¢2+y2)+wr) = (412 + V().

Mit r(t) = r(4(t)), also #(t) =1'(¢(t)) d(t) folgt mit E aus Teil (b) zunichst
V(r(em)) = B - T (6m)" + r(em)’] o)
E = 2 (em) + r(e)’] 3

m2 r(qb(t))

wo wir zuletzt ¢ durch die Erhaltungsgrofie L, ausgedriickt haben, ¢ = nfjg
Dies ist die angegebene Gl. (1).

Nun gilt 7'(¢) = m, mit der Umkehrfunktion ¢(r) von r(¢). Daher folgt
L? 9
V(r) = _Qmj“‘* [—qﬁ’(r)? + r} + const.

Wir sehen: Bewegt sich ein Teilchen in einem Zentralpotential, dessen Funktion
V(r) wir nicht kennen, mit bekanntem Drehimpuls L, auf einer Bahn mit bekannter
geometrischer Form ¢ = ¢(r), so konnen wir die Funktion V' (r) berechnen.

Bei dieser Skizze erinnere man sich an den Thaleskreis:

A y/R

1.0+

0.5} T

0.5}

-1.0+

Figure 4: Die Bahn r(¢) = 2R cos ¢ (blau) in der xy-Ebene mit Polarkoordinaten (r, ¢).

Die Funktion 7(¢) = 2Rcos ¢ beschreibt also tatséchlich eine Kreiskurve in der
zy-Ebene, mit Radius R und Mittelpunkt (e) bei (z|y) = (R]0).
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(e) Mit der Umkehrfunktion ¢(r) = arccos 55, arccos'(r) = ——— ergibt Teil (c)

2R’ V1—z2
1 2L2R? 1
/ _ _ z
o' (r) = N = Vi(r) = —— -3 + const.

Alternative: Mit r(¢) = 2R cos ¢, also g—; = —2Rsin ¢ haben wir

V(ir) = FE — L; [(—2Rsin¢)2 + 7“2]
2mrt
= E — L—g[4R2(1—cos2¢) + r2] - F —
2mrt

2L%R? 1
m
wobei im letzten Schritt wieder 2R cos ¢ = r benutzt wurde.

(f) Das effektive Potential Vog(r) fiir die Radialbewegung eines Teilchens der Masse m
mit beliebigem Drehimpuls ¢, (wobei £, # L, sein darf) ist allgemein gegeben durch

2 2
= BV, V) =V T 69
Pm 2 [Eva)] V) = VO Sy (69)
hier also
212 R* 1% L? R\4 l,\2/R\?2
i = B = B (D)
Vetr(r) mrd * 2mr? QmRQ{ r i L, r
Bei kleinen r > 0 dominiert der Anteil o —T%l, bei groflen r der Anteil o T%
1.0]
0.5+
‘1‘ 2 HH4 ‘5‘ 6 j
I r/R
-0.5+
1.0

Figure 5: Effektives Potential Vog(r) (blau) und seine Anteile V() (rot)
im Fall £, = L.v/2 und in Einheiten von - R2 Ve (1) = %[— 4(8) + 2(r) }
Die blaue Kurve hat ein Maximum bei r = 2v/2 % R, hier also bei r = 2R.

5 (griin),

Fiir die durch (2) (in der Angabe) beschriebene Bahn gilt ¢, = L,. Nach der Skizze
von Teil (d) gibt es genau einen Punkt auf dieser Bahn, in dem 7 = 0 ist: r = 2R.
Wegen 7 = 0 muf} in diesem Umkehrpunkt E = Vg (r) sein, siehe Gl. (69),

E = Vg(2R)
L? R\4 R \2
- sl ()] - o
IR [ or) TR 0
Da Vg (r) eine Maximalstelle r > 0 (genauer: r = 2v/2 £z R) hat, gibt es Bahnfor-
men, bei denen das Teilchen sich stets auflerhalb dieses Maxnnums aufhalt.
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M.67 Doppelpendel (F2020.M.1)

(a) Mit den Koordinaten und Geschwindigkeiten,

xr1 = [sin ¢y, T, = éqz%l coS @1,

= Lcos ¢, no= —gﬁbl sin ¢,
To = x1 + £sin o, Ty = €q51 cos ¢1 + Eqﬁg COS (g,
Y2 = Y1 + Lcos ¢y, Jo = —ldysingy — Loy sin o,

erhalten wir die Lagrangefunktion (y-Koordinate nach "unten”!)

L = E(aﬁ+y%+x§+y§) + mg(y1 + y2)

mé /.,
= <2¢ + @2 + 201y cos(hy — ¢2)> + mgl(2 cos ¢1 + cos ¢),
wobel wir cos qbl COS (g + Sin ¢y sin Py = cos(¢; — ¢2) benutzt haben.
(b) Mit cosz =1 — 222 + O(2*) ergibt sich fiir kleine Winkel
mi? mgl
L= (2¢1 + 63+ 2010 — didalon — 02)?) + To- (6 - 207 - 63).

Da von vierter Ordnung, wird der Term — qbl(/)g((/)l — ¢)? vernachlissigt.

d oL

(c) Fiir kleine Winkel lauten die Bewegungsgleichungen 9o = Do ¢ also
201 + o = —2 % b1,
b1+ oy = —% P2

(d) Bei einer Eigenschwingung des Doppelpendels schwingen beide Massen jeweils mit
der gleichen Frequenz w. Anschaulich leuchtet ein, dafl es hierfiir (mindestens) zwei
Méglichkeiten gibt: (1) Eine gleichphasige Schwingungsmode mit einer gewissen
Frequenz wq, bei der das Doppelpendel wie ein starres, gestrecktes Einfachpendel
schwingt. (2) Eine Mode hoherer Frequenz wy > wy, bei der beide Massen gegen-
phasig schwingen. Da die Bewegungsgleichungen linear sind, ist jede Superposition
dieser beiden Eigenschwingungen (1) und (2) wieder eine Losung.

(e) Der Ansatz ¢y (t) = e, ¢o(t) = Ae™" liefert das Gleichungssystem (mit wy = /4)
-2+ A) = —2w§,

Elimination von w? liefert 5 + mit den Losungen A; 5 = :F\/_ also

274 1+A’

2 2
2 2 2 2
w = Wy = Wy = 2:|:\/§)w .
b2 2+ Ao 0 2T +2 0 ( 0

Systematischer Weg: In Matrixform lauten die beiden DGlen aus Teil (c)

o we(33)a e (2)

Der Ansatz ¢(t) = Be! = (gl) Wi Jiefert die Eigenwertgleichung (M — w?I)B = 0,

)2 _
det(M—w2I)zdet<2 N L >:0 = Wl = (2j:\/§>w§.

-2 2—u?
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M.68 Fallender Stab (F2020.M.2)

(a) In der Lagrangefunktion L =T — V,

. o . Y
L($.9) = < ¢ — = sing,

ist V(¢) = ngg sin ¢ die potentielle Energie des Schwerpunkts (X|Z) = (£ cos ¢|% sin ¢).

Die resultierende Bewegungsgleichung lautet

mgl

o = BET:) Cos ¢. (70)

(b) Aus der Energieerhaltung
O . 1 1
E = Eqﬁz + % sing = % sin ¢y

(¢ ist die Ausgangslage mit ¢ = 0) gewinnen wir die Beziehung

P = %g(singbo —singzﬁ). (71)

(c) Fiir die Vertikalbeschleunigung # des oberen Stabendes z = £sin ¢ gilt
2 .. . 2
@Esquﬁ = E(qﬁcosgb — ¢ smgzﬁ).

Mit Gln. (70) fiir ¢ und (71) fiir ¢* ergibt sich

z =

Z =1 {—m—ggcos%b — %‘(]e(singbo—sin¢> sin¢} .

Mit cos?¢ =1 —sin?¢ und O = mTZQ (wobei hier aw = 3) ergibt sich

1
i = —g {a (—252 + 5058 + 5)1 = —g%N(sin@sin%).

Beachte: Der Wert von é = % hat also keinen Einfluf} auf die folgende Diskussion,
solange der Schwerpunkt (X|Z) des Stabs in seiner Mitte liegt, V(¢) = ™ sin ¢.

2
Wire etwa seine Masse im Schwerpunkt konzentriert, so hatten wir a = 4.

(d) Die Scheitelpunktform N (s, sg) = —3(s— %0)2 + ngJr?’ zeigt: Der Graph der Funktion

f(s) = N(s,s0) ist eine nach unten gedffnete Parabel mit Maximum bei s = 3.

3 3 st 3 3s?
Nena = f(0 ) Niax = ¥) == _0’ Nang = :___0-
(e) Der Betrag |Z| = gN(s,s0) nimmt anfangs (bei s = s0) zu, erreicht bei s = 3
sein Maximum g/Ny,.y, nimmt dann zwar wieder ab, bleibt aber bis zum Schluf (bei
s = 0: |2| = 3g) groBer als g. Damit also der Stab stets der Kugel voraus ist,
muf} seine Vertikalbeschleunigung von Anfang an grofler als ¢ sein,

1
N(sg,80) > 1 & so < —= & Po < 35.26°. (72)

V3

Fiir Beschleunigungen iiber g sind hier die Zwangskrafte verantwortlich, die den
Stab zusammenhalten.
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