E. 55 Parallele Drahte (F 2017.E.1)

(a) Wegen D = 0 und ppy = po (Vakuum), also H = F%OB haben wir

oD
VXH:J—FE = VXB:M()J

Nach dem Satz von Stokes folgt in Integralform

j{ dl-B(r) = ,uo/da-J,
ox by

wobei X ein beliebiges Flachenstiick mit Randkurve 02 ist.
Da die B-Feldlinien in sich geschlossen sind, miissen sie aus Symmetriegriinden
Kreislinien um die Drahtachse (z-Achse) sein,

Hier kann, wiederum aus Symmetriegriinden, B(r) weder von ¢ noch von z abhédngen.
Wiéhlen wir also X' als Kreisscheibe (Radius p) mit Mittelpunkt auf dem Draht und
parallel zur zy-Ebene (senkrecht zum Draht), so ergibt sich

pol 1

2mpB(p) = mo!l = Blp) = - >

(b) Mit der angegebenen Formel fiir die Rotation in Zylinderkoordinaten liefert die
Bedingung Vx A = B = B(p) e fiir A = A e, + Ayes+ A e, die drei Gleichungen

DA, d(pAy) aAp__aAz__B() (pAys) 04,
a6 09 82 op Wb a0
Die zweite davon wird gelost durch A, (p,¢,2) = 0, A.(p,¢,2) = —’%I In p%'

Wiihlen wir auflerdem A, (p, ¢, 2) = 0, so sind auch die restlichen Gleichungen erfiillt,

A = ——In—e,
(r) o Moe
C 1t e, = —singpe,+cospe, gilt tur den ersten Draht in kartesischen Koordinaten
Mit ey in ¢ yg'lf"d Draht in k ischen Koordi
11
B(r) = B(p)e, = %;[—sin¢ex+cos¢ey}

fo 1 Y Z
= - + —5—e,| = B(z,y),
2 [ 2y +x2+y26y] (@)

wobei im zweiten Schritt z = pcos¢, y = psing, 2+ y? = p? benutzt wurde.
Das Gesamtfeld beider Dréhte ist also gegeben durch

Bges(r) = B(z,y) — B(z —d,y)

_Mof_y+ y e+w_93—d .
2 2?24y (z—dP?+y?) " \a? 42 (e—d)?+y?) ]

Speziell auf der Gerade = = %l wird daraus

po I d

Bges(4,y) = gmem
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wahrend sich auf der z-Achse y = 0 ergibt

po I d
B _tl & o
ees(,0) 21 x(d —x) ©v

In der xy-Ebene ist also die Parallele x = %l zur y-Achse eine Bges-Feldlinie: Dies
ist die Symmetrieachse zwischen den beiden Durchstofipunkten (0]0) und (d|0) der
Dréhte. Alle tibrigen Byes-Feldlinien sind zu beiden Seiten dieser Symmetrieachse
jeweils konzentrische geschlossene Kurven (keine Kreise!) um diese beiden Punkte.

AY

=0

Figure 1: Blaue Punkte: Durchsto3punkte der beiden Dréhte durch die xy-Ebene.
Rote Kurven: Exakte B,es-Feldlinien in der zy-Ebene. Umlaufsinn: Im Bereich 0 < 2 < d
werden alle Feldlinien von unten nach oben (in positive y-Richtung) durchlaufen.

(d) Auf einen positiven Ladungstriger ¢ im zweiten Draht (am Ort ro = de, + 25€,
und mit Geschwindigkeit vo = vge, (wobei vy < 0 ist, da im zweiten Draht der
Strom in negative z-Richtung flieBt) wirkt die Lorentz-Kraft

Kror = qav2 X By(ra),
wobel By (re) = B(p2) €, = B(d) e, das Feld des ersten Drahtes am Ort ry ist,

KLor = (209 B(d) e, X e,
= —quy B(d)e,.

Mit der positiven Linienladungsdichte Ay (in %) der Ladungstrager ¢ im zweiten
Draht ist die Lorentz-Kraft pro Langeneinheit gegeben durch

kLor = —)\2 V2 B(d) €,
,u012 1
= IB(d)e, = —— ey,
(d)e 21 de
mit der Stromstarke I, = Ay vy = —1 < 0 im zweiten Draht.

Im Fall I/ = 1A und d = 1m, mit pg = 47 - 10*71—;, ergibt sich: |kpo| =2 - 10*7%.
e Da diese Kraft in positive z-Richtung wirkt, stofien sich die Dréhte ab. (Dies kann
man auch elementar mit der Rechte-Hand-Regel begriinden.)



Exakte Feldlinien (nicht verlangt): Um die Symmetrie zu erhohen, verschieben wir

beide Drahte um ¢ = g in negative z-Richtung. Das Gesamtfeld beider Drahte wird dann

EgeS(r) = B(l’ +¢, y) o B(IE -G y)
Mol | [ y n y e
27 (4+c)?+y* (x—c)?+y?

i ((QE +ch);0+ 2o (x —xc;ir y2> ey]’ (C - g) '

Jeder Abschnitt y = y(x) einer Feldlinie in der zy-Ebene geniigt also der DGI

ztc _ T—C
y’(x) = % — By(a;,y) _ (4?4’ (@—0)?+y>  _ CQ—xZ’
dx Bx<x7 y) ($+CZ)/2+y2 - (x—c%l2+y2 21‘?]

wobei wir zuletzt mit [(z + ¢)? + y?] [(z — ¢)? + y?] erweitert und dann vereinfacht haben.
Trennung der Variablen ergibt zwei Losungsscharen (mit einer Integrationskonstante a)

x x? d
= /A= — = =), 1

Der Radikand besitzt im Fall 0 < a < 2= genau zwei Nullstellen xr(a) und xg(a), wobei

zr(a) < ¢ < zg(a), lim zp r(a) =c,
a—-<
N
und ist im Intervall |z (a), zg(a)| positiv. z(a) und zx(a) sind also die Schnittpunkte
der zum Parameterwert a gehorenden Feldlinie mit der (positiven) z-Achse (vgl. Fig. 1).
Der zum gewitinschten Schnittpunkt xy(ay) = 25, gehorende Wert ay, ist gegeben durch

x x
A=k -2k = = ay = zpe k2 (2)
ag 2

Die raumlichen Feldlinien treten orthogonal durch die xz-Ebene. Zur graphischen
Darstellung werden einzelne Linien ausgewéihlt deren Schnittpunkte mit der xz-Ebene
dort mit einer Dichte pP(z, z) (in —5) verteilt sind, die der Feldstérke proportional ist,

B

e

p%]i(x,z) = Bges<$,y:0,2)

(héngt von z nicht ab),

mit willkiirlichen Konstanten o bzw. 8. Die Schnittpunkte der resultierenden Feldlinien
in der zy-Ebene mit der x-Achse miissen dann folgende Dichte (in %) haben,

pFL \/ P%]g \/7#

Eine dieser Feldlinien ist die y-Achse x = 0. Die Anzahl der weiter ausgewahlten Feldlinien
zwischen x =0 und z = X, mit 0 < X < ¢, betréigt also

N(X):/O dz pi? \/_/ \/7 \/Barctanﬁ.

Um also in 0 < x < ¢ insgesamt N — 1 Feldlinien zu zeichnen, wihlen wir /3 = N - %
Die k-te dieser N — 1 Feldlinien schneidet die z-Achse bei x = xy, wobei N(zy) = k,

— tk k-m
s e (= mT)
Tk (k) 1+tic k an -

Diese Feldlinie ist also explizit gegeben durch Gl. (1), mit a = a; nach Gl. (2).
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E. 56 Aufladen eines Kondensators (F 2017.E.2) !

(a) Aus CU(t) = Q(t) folgt U(t) = £Q(t) = £I(t). Folglich gilt

Ut) = % /0 at' (¢, B = 0,

da der Kondensator zur Zeit t = 0 ungeladen sein soll.
(b) Da zwischen den Platten des Kondensators kein Strom flieit, J(r) = 0, so gilt

VxB = lLLoEQE = %[(i)ez,

wenn die Platten parallel zur zy-Ebene liegen. Aus Symmetriegriinden folgt

_ Moo poy

wobei wir im zweiten Schritt Zylinderkoordinaten (s, ¢, z) eingefiihrt haben. Auf
der Mantelflache des besagten inneren Zylinders gilt s = R,
oo R

B(r,t) = ‘57 1) 5 es.

(¢) Mit der Energiedichte w = %60E2 und dem Volumen 7 R?d des Kondensators folgt

Wi(t) = d B eoE(t)2-7rR2d] -

- %[% U(zﬂ = CUMU®) = UWB) ().

(d) Das Feld des Poynting-Vektors auf dem Zylindermantel ist

1 1 U(t) Ho€o R R
= —E@r)xB) = — LB -
S(I') ,UO (r) X (r) ,u() d Cd ( ) 2 €. X e¢

Mit der Mantelfliche (27 R)d des Zylinders gilt also

W,(t) = (2nR)d-|S| = eOWC—}ZQU(t)I(t) = U)I().

(e) Mit W,(t) = U(t)I(t) gilt also
Wi(t) = Wy(t) = Wi(t).

e Die von der Spannungsquelle geleistete Arbeit wird also zunéachst in die Energie
des Feldes auflerhalb des Kondensators umgewandelt, von wo sie dann durch die
Zylinder-Mantelflache in den Raum zwischen den Kondensatorplatten fliefit.

e In Aufgabe (F 2004.E.1) liegt statt des Kondensators ein (ebenfalls zylindrischer)
Ohmscher Widerstand vor, in dem statt I(¢) ein zeitlich konstanter Strom [ fliefit.
Auch dort flieBt die Feldenergie von aulen durch die Zylinder-Mantelflache, wird
dann allerdings im Innern des Zylinders in Ohmsche Warme verwandelt.

1Vgl. Aufgabe E. 3 (F 2004.E.1): ”"Wo fliefit die elektromagnetische Energie?”

4



E. 57 Homogen magnetisierte Kugel (H 2017.E.1) 2

Vorbem. 1: Das gegebene Magnetfeld hat in kartesischen Koordinaten die Form

be. (r < R)
Br) = { %[3302 e, + 3yze, + (327 — TQ)QZ} (r > R) } @

Um dies zu sehen, betrachten wir die lokale Basis der Kugelkoordinaten r(r, 6, ¢),

sin @ cos ¢ cos 6 cos ¢ —sing
e. = | sinfsing |, epg = | cosfsing |, ey = cos ¢
cosf —sind 0

In Gl (Ang.1) der Angabe ist also (cosfe, —sinfey) =e,, und wir erhalten Gl. (3).
e Fiir r < R ist B(r) also homogen in z-Richtung, mit dem Betrag |B(r)| = b.

Vorbem. 2: Aus Gl. (3) [oder, in Kugelkoordinaten, direkt aus Gl. (Ang.1)] folgt

. 1 [0 (r<R),
J(r):%VxB(r)—{o (r> R).

Strome j konnen also nur auf der Kugeloberflache » = R flielen,
i(r) = o(r— R)k(0,¢), k(0,0) = ko(0,0)es + ko(0,0) ey (4)
<

Wihrend j(r) die Einheit [j] = 1 -5 hat, ist k(6, ¢) eine Flichen-Stromdichte, [k] =1 =
(Beachte: Die Deltafunktion hat die Einheit [6(r — R)] = 1m™!.)

(a) e Aus der einen Gl. (Ang.2), V- B = 0, folgt nach dem Gaufischen Satz ("=")

ngdA-B(r) = /Qd3r[V-B(r)] =0,

wobei (2 ein beliebiger Volumenbereich mit Oberflache 02 ist.
Entsprechend der Symmetrie des gegebenen B-Felds wéhlen wir (Fig. 2 links)

Q:{r(r,9,¢)‘ R—e<r<R+e 6y<0<8b+00, ¢0§¢§¢0+5¢}.

Wenn € < R und 66, 0¢ < 1 klein werden, wird {2 ein Quader mit den Seitenlangen
a; = 2¢ (griin in Fig. 2 links), ay = Ré0 (blau) und a3 = Rsinfyd¢ (rot).

Im Limes € — 0 (also a; — 0) bleiben nur zwei der sechs Seitenflachen des Quaders
endlich (je mit Flacheninhalt asas), und das FluBintegral 148t sich abschétzen als

0 = lim ¢ dA-B(r)

e—0 o0

~ aay lim | B,(R+€,60) — B (R - ,00)|.

Fiir hinreichend kleine as, a3 geht hier "~” in ein Gleichheitszeichen ”=" {iber,
lim | B (R +¢,06) — B, (R —€.6,)| = 0. (5)

Dies ist die erste der beiden Randbedingungen (Ang.3) der Angabe.

2Vgl. Aufgabe E. 32 (F 2011.E.2)



Figure 2: Links: Der Volumenbereich (2. Rechts: Das Flachenstiick X .
Zur iibersichtlichen Darstellung wurden gewihlt: 6y = 60°, 60 = ¢ = 15°, € = &,

e Die zweite Randbedingung (Ang.3) folgt nicht aus der anderen Gl. (Ang.2) der
Angabe, sondern einfach direkt aus der gegebenen Form des B-Felds,

11_{% |:B9(R+€,9)—B9(R—E,6)i| = 11_{% {m sinfl — (—bsm@)}

— (%—I—b) sind =: f(0). (6)

(b) Dagegen folgt aus der anderen Gl. (Ang.2), V x B = pj, der Zusammenhang
zwischen f(6) und j: Zunéchst liefert in V x B = 9 j der Stokessche Satz

]gzdr-B(r) = /ZdA[VxB(r)} = “O/ZdA‘j(r% (7)

wobei X ein beliebiges Flachenstiick mit Randkurve 92X ist.
Jetzt wihlen wir (Fig. 2 rechts)

5= {r(r,e,qso)) R—e<r<R+e 90§0g00+59}.

Wenn € < R und 66 < 1 klein werden, wird X' ein Rechteck mit den Seitenlangen
a; = 2¢ (grin in Fig. 2 rechts) und ay = R0 (rot).

Im Limes ¢ — 0 (also a; — 0) bleiben nur zwei der vier Seiten dieses Rechtecks
endlich (je mit Lénge as), und das Linienintegral in Gl. (7) &8t sich abschétzen,

liy ¢ dr-B(r) ~ a lim BB+ ,00) = Bo(R — e,60) | = a3 f(60),
Lassen wir hier a; = R 6 — 0 gehen, so wird aus "~” das Gleichheitszeichen ”=",
) 1. .
f(f) = po Jim - [15% /E dA - J(r)} .

e Dies ist der gesuchte Zusammenhang zwischen f(6) und j.
Mit ay = R0, dA =rdrdfey, j(r)=0d(r— R)k(0,¢) [GL (4)] folgt explizit

1 Rte Bo+50
f(By) = po lim —{lim / rdr/ d0o(r — R) ey - k(6,9)
0 —

56—0 R&O | e—=0 R—e o
=k (0,9)
1 0o+60
= Mo 5191210 RS0 {R/eo de /%(9»@5)1 = o ke(o, @),

woran man {ibrigens erkennt, daf8 k4 (6, ¢) = k,(6) nicht von ¢ abhédngen kann.
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Jetzt benutzen wir Gl. (Ang.3), also unsere beiden Ergebnisse Gln. (5) und (6):
Mit Gl. (Ang.1) liefert unsere Gl. (5) [die erste der beiden Gin. (Ang.3)]

bR?

lim L320059 — bcos@] =0 = m = 5

e—0 | (R+¢)

Damit liefert unsere Gl. (6) [die zweite der beiden Gln. (Ang.3))

fo) = [%—i—b] sinf = 3EbsinQ.

Mit der Energiedichte €(r) = % des B-Felds ist die im Aulenraum {2, (mit r > R)
enthaltene Feldenergie gegeben durch (beachte: e, L ey)

1
Eaz/d?’rer = — d*r B(r)?
. (r) 2 S (r)
_ b Oodr /ﬂdé /Qﬂdcﬁ (r*sin 0) m <4 cos? @ + sin? 9)
210 Jg 0 0 ro

2 2 [e%] d s
_ zmm —:/ dé sin9(300829+ 1>
20 Jr ™ Jo

m? 1 ! A1 m? T
= N d 3 2 1 - " _R3 b2.
jo 3R /1 S V7Y e v

Nach GL (3) ist B(r) in §2; (mit » < R) bzw. in (2, (mit r > R) gegeben durch

0 m 3rz m 3rz
B;(r) =b[ 0], B,(r) = p 3yz =3 3yz
1 322 _ 2 222 — 22 — ¢

In der yz-Ebene (x = 0) gilt B, = 0 also auf den vier Strahlen mit der Eigenschaft

z = i%y und v+ 2% > R (8)
Diese Strahlen (griin in Fig. 3) miissen in der yz-Ebene die B-Feldlinien (rot) dort
schneiden, wo diese horizontale Tangenten (parallel zur y-Achse) haben.
e Zur Losung der Aufgabe zeichne man zunéchst die blaue Kreislinie und die vier
griinen Strahlen von Fig. 3. Anschlieend skizziere man qualitativ einige der roten
Feldlinien so, daf} diese die griinen Strahlen jeweils horizontal schneiden.



/l

Figure 3: Kugel (blau), exakte B-Feldlinien (rot) und die Strahlen von Gl. (8) (griin).

Exakte Feldlinien (nicht verlangt): Laut Angabe gilt auflerhalb der Kugel

B(r) = g(QCOSHGT + sin9e9>

= B,(r,0)e, + By(r,0)e, (r > R).
Eine Feldlinie r = () geniigt also der Differentialgleichung

dr dr B,.(r,0) 2cos b
"0 = — = = —~ = r(f :
"0 =% =T T "B - Y nd

Trennung der Variablen und Integration ergibt

% — 2C989d0 = lni = 2Insiné,
r sin @ To

mit einer Integrationskonstante ry. Die gesuchte Funktion 7(6) ist also
r(0) = 1y sin?#,

wobei 79 = r(%) der Maximalabstand der jeweiligen Feldlinie vom Ursprung ist.> Mit 0
als Kurvenparameter sind die Feldlinien in der rechten (y > 0) bzw. linken Halfte (y < 0)
der yz-Ebene (mit ¢ = +7 = ¢ ) gegeben durch

= (50} = (Ot ) _ (e

3Der Ort, an dem diese Feldlinie aus der Kugel austritt, mit 7(6) = R, hat daher den Polarwinkel

6(ro) = arcsin/R/ro.



E. 58 Wellenausbreitung im Koaxialkabel (H 2017.E.2)

(a) Wir miissen zeigen, dafl die kartesischen Komponenten E, und E, jeweils die

Wellengleichung erfiillen (fiir £, = 0 ist dies trivialerweise der Fall),

1 0°F
— 2 . T
AE, = V°E, = 2 92 etc.
Wegen e, = cos g e, +sin g e, gilt
U . U .
E.(p,¢,2;t) = — cosge®lzel), E,(p,¢,2t) = > sin ¢ eF(z=et),
P

Mit der angegebenen Formel fiir den Laplace-Operator A = V? in Zylinderkoordi-
naten folgt (Term fiir Term)

2 1 1
V’E, = S E, — E, — S5E, — KE,
p p p
= —k*E,.

Andererseits gilt offenbar & 22 = —k2F, q.e.d. Analoge Rechnung fiir F,,.
g y

2 a2 T

Nach dem Faradayschen Gesetz gilt (mit der angegebenen Formel fiir die Rotation)

B
ot

= —-VxE = —Re [e¢ % % eik(zcﬂ}

= —Re [e¢ L eik(z_“)] = e, kU sin [k(z — ct)].
p p

Integration ergibt

B(r,t) = ey v cos [k(z — ct)] = lez x E(r,t),

cp c

wobei benutzt wurde: E(r,t) = ep% cos [k(z — ct)] (Angabel), sowie e, = e, X e,.

Der Poynting-Vektor,

1 U 1
S(r,t) = —ExB = —e, — cos® [k(z — ct)],

Ho HoC P
gibt die Energie-Stromdichte an, welche zusammen mit der Energiedichte w(r, t) die
Kontinuitatsgleichung V - S 4+ w = s (mit Quellterm s) erfiillt. Im zeitlichen Mittel,
cos?(wt) = 3, gilt hierbei

_ U? 1 _

S(r) = —e.— = S(p).

2p0c " p

Die durch den Querschnitt des Koaxialkabels transportierte Leistung ist der Fluf§ der
Energie-Stromdichte S durch den ringférmigen Kabelquerschnitt X' (mit dem vek-
toriellen Flachenelement da = e, dp pd¢),

- v e 1 U? R
P = da-S(r) = / d / dpp—= = 27 In —.
L (r) e ) ¢ L P T e R,




E. 59 Ladung vor Grenzfliche (F 2018.E.1)

(Vgl.

(a)

Jackson, S. 171ff.: 4.4 Randwertprobleme bei Anwesenheit von Dielektrika.)

Die beiden ersten Gleichungen folgen aus: ”Die Tangentialkomponenten von E sind
immer stetig”. Die dritte Gleichung ist dquivalent zu

[Dl — D2i| e, = O = [ElEl - 62:EZ} €, = —,

€0

wobei o die makroskopische Flidchenladung auf der Grenzflache (ausschlief3lich der
Polarisationsladung) bezeichnet, hier also o = 0, s. Jackson, Gl. (4.40) auf S. 171.

Wiirde Medium 1 den ganzen Raum austfiillen, so wiirde die Ladung ¢ bei ry = a =
(0,0, a) und eine Bildladung ¢’ bei ro = —a am Ort r das Potential ¢;(r) erzeugen,

11 q q
éilr) = €1 4meg (]r—a| * |r—|—a|)'

Ebenso wiirde eine Bildladung ¢” bei r; = a im Medium 2 das Potential ¢, erzeugen,

1 1 q//
€9 4mey v — al’

Pa(r) =
Wir wollen ¢’ und ¢” so wéahlen, dafl das tatsdchliche Potential gegeben ist durch

_ J ou(r)  (220),
¢(r) = { bo(r) (2 <0).

Mit
0o 1 Ol 5 o 5] 73/2 x
9 -9 i } _
Jdz|r+al|,_, Ox [3: Y+ (2 xa) o [22 + y% + a2]3/2’
0 1 0T 5 o 5] —3/2 +a
= . + } _ 7
Oz |r+al| _, 0z [x Y+ (e Ea) o [22 + 42 + a?]3/2
liefern die Grenzbedingungen aus Teil (a) die Gleichungen
01 (I‘) a(b?(r) 1 / L,
—_— pr— ﬁ —_— = -_—
Ox z=0 Ox z=0 €1 (q * 1 ) €2q ’
0 0
€ q;l(r) . ¢2(r) - q— q/ _ q//
< 2=0 (92 z=0

[die erste Gleichung folgt bereits aus der Stetigkeit ¢1(x,y,0) = ¢o(z,y,0)],
mit den Losungen

ro_ €1 — €2 " 262

)

61—|—€2 €1+€2

Die Ladung ¢ "sieht” nur die Punktladung ¢’ und Medium 1, erfahrt also die Kraft

1 qq/ €, o 161_62 q2 €.

- €1 47eg (2a)2 €€ + e dmeg da?’

e Im Fall €5 = ¢; (einheitliches Medium im ganzen Raum !) gilt natiirlich F = 0.
e Im Fall e5 > ¢; wird ¢ von der Grenzflache angezogen.

Der Grenzfall €5 — 0o, mit der Spiegelladung ¢ = —¢ und dem Potential ¢5(r) = 0,
entspricht dem Fall einer Punktladung ¢ vor einer leitenden Metalloberflache.
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E. 60 Feynman’sches Zylinder-Problem (F 2018.E.2)

Vorbem. zu (a) und (b): Die Symmetrie fordert fiir das E-Feld

(a) Nach dem GauBschen Gesetz ¢, dS - E(r) = Cg—o" herrscht zwischen Zylinder und
Draht das elektrische Feld
-2 1

E(r) —
(r) 27T€0p p

(b) AuBerhalb des Zylinders gilt E(r) = 0, da die positive Ladung auf dem Zylinder die
negative Ladung des Drahts, beide pro Langeneinheit, genau neutralisiert.

(c) Mit B(r) = Bye, gilt zunéchst fiir die Impulsdichte des Feldes im Zylinder

p(r) = ¢ E(r) x B(r) = _;\Bo e, xe, = )\230 e
T p T p

Der Drehimpuls pro Langeneinheit (in 2-Richtung) ist also (wir wéhlen o.E. z = 0,
rechnen also in der zy-Ebene: r = pe,)

L = /adp/%pdmxp(r)
.2

= / dp/ pdqﬁp——ep X e5 = /\Bogez
(d) Gesucht: Magnetfeld B; einer Spule; nach Stokes gilt, s. Gl. (13) in Aufgabe E.61,
A Aw
By = woH1 = poowa = po5—wa = fio 5=
2ma 21

Bem.: Das neue homogene Magnetfeld B (r) = Bj e, ist zwar nicht extern, sondern
wird durch die Stromdichte des rotierenden Zylinders erzeugt. Dennoch trifft die
Rechnung aus Teil (¢) zu, und der Feld-Drehimpuls pro Léngeneinheit ist jetzt

2

L' = AB ~e..
2
(e) Drehimpulserhaltung:
a’ a® \B,

Im Grenzfall I — 0 wird w = i—g% und also nach Teil (d)

Bl = Bo.

Erklarung: In diesem Grenzfall kann der Zylinder keinen Drehimpuls aufnehmen,
sodaf3 der gesamte Drehimpuls im Feld bleiben mu$.

11



E. 61 Rotierender elektrisch geladener langer Hohlzylinder (H 2018.E.1)

Vorbem.: Es gilt wohl w = we, (Tippfehler 7) und K = oywR ey.

(a) Nach dem Ampereschen Gesetz kann H = MLOB nur in z-Richtung zeigen,
H(r,¢,2z) = H(r)e,.
Somit konnen wir B = V x A erreichen mit der Wahl

A(r,¢,z) = A(r) e,.

(b) Fiir das Magnetfeld H = ;%OB gilt V x H(r) = j(r), mit dem Satz von Stokes also

jiFdI.H(r) = /FdS. [V xH(r)] = /Fds.j(r)_

Der Symmetrie entsprechend wahlen wir F' als Rechteck ABCD in der xz-Ebene,
mit A(r1]0]0), B(r1|0|h), C(r2|0|h), D(r2|0|0), wobei 0 < r; < R < 15 und h > 0.

h[H(r1) — H(rs)] = hoow R.

Da die RS nicht von r; 5 abhéngt und H im Unendlichen verschwinden soll, so folgt

H(?") = HQ Q(R—T), HOZO'()OJR.

(c) Fir das Vektorpotential A gilt V x A = B = poH, mit dem Satz von Stokes also

éFdl.A(r) = /FdS. [V xAr)] = HO/FdS-H(r).

Der Symmetrie entsprechend wahlen wir F' als Kreisscheibe mit Radius » um den

Ursprung in der xy-Ebene,

also

(d) Die Abbildung zeigt die Funktionen H () (rot, in Einheiten von Hy) und A(r) (blau,

in Einheiten von Ay = £ R Hy):

A

1




E. 62 Fallender Ring im Magnetfeld eines Kreisstroms (H 2018.E.2)

(a) Im gegebenen Fall, mit J(r) = Id(z)d(y)e,, wird die gegebene Form fiir B(r)
nahegelegt durch das Ampere’sche Gesetz,

OE
VxB = /JJ()J (-'- €o o E) . (17)

Somit liefert der Satz von Stokes (X: Kreisscheibe L zur z-Achse mit Radius p)
2rp B(p) = j{ dr-B(r) = / dA - [V x B(r)]
oz by
= uo/ dA - J(r) = pol, (18)
bj

also B(p) = ’;Lﬂ[%

(b) Der Leiter £ ist hier die z-Achse, mit s = ze, und ds = e, dz,

0 T
0 | x Y
B(r) = Mol [T e xr=ze) M_OI/OOdZ' ! el
Ar ) _ o r — z'e.|? AT J_ o [x2+y2+(z—z’)2}3/2

(7Y o _
_ Hof T / dU[a:Q—i—yZ—l—uQ} 3/27
47 0 _

(e 9]

wobei wir 2/ — 2z = u substituiert haben. Mit 2% + y? = p? und u = pv folgt weiter

{7\ 1 -
B(r) = % x / pdv;[l—i—vﬂ 3/2,

O —00

{7\ It
= Bl e 52 = B, (19)

uv 0 p? 2r p

(c) Jetzt ist £ der erste Drahtring (mit Radius R),
Rcos¢ —Rsin ¢
s(¢) = Rsing |, ds = +Rcos¢ | do. (20)
0 0

Fiir einen beliebigen Punkt r = (0,0, 2)T auf der z-Achse folgt also

—Rsin ¢ 0 Rcos ¢
+Rcos¢p | X 0 | —| Rsinog
I [ 0 z 0
B = A2 [ -
47 J, [R? + 2] /
Rzcos ¢
Rzsin ¢
T 2 RQ I R2
= Bl Ty Hh = 7 e (21)
a7 /o [R2+22} 2 [324_22}
B(2)

13



d) Nach dem Faradayschen Gesetz V x E = —2B ¢ilt
Yy ot S

d d
|Una(t)| = ]{ dr-E(r,t)‘ = ‘——/dA-B(r,t)‘ = A —B(z(t))‘. (22)
ox dt /5 dt
Nun ist z(¢) = —1gt?, also |(t)| = gt, und wir erhalten
Una(t)] = A‘B’(z(zﬁ)) Z(t)‘ - A '—SMOIR%[R?H?}‘W gt
zzféth
3 g2t —5/2
= A2 IR | R?
1 Mo R°g°t [R + 1 }
— W [R? + 0] = f). (23)
Die Bedingung f’(t) = 0 fiihrt auf eine in ¢* lineare Gleichung, mit Losung
3R 12R? 12\ |R
7b 79 ( 7 ) g 24

Zu diesem Zeitpunkt ist die induzierte Spannung maximal.

E. 63 Reflexion und Transmission einer ebenen Welle (F 2019.E.1)

Hinweis: Genau das gleiche Problem wurde in Aufgabe E.11 (F 2006.E.1) behandelt!
(a) Mit D := eeoE und B =: ppuoH lauten die makroskopischen Maxwell-Gleichungen

(I) V-D=p, (1) V-B=0,

oD OB
() VxH=J+ 2" (IV) VxE+ 22 =0.

In dieser Aufgabe sind p = 0 und J = 0 zu setzen. (Wir schreiben €, = €, u, = p.)
(b) Im Fall E(r,t) = Eyelt@rte  folgt aus Gl. (IV)

9B 0y — O3 0 |
—E = VXxE = (93E1 — (‘91E3 = 0 = ik Eo e‘(’m_“t)ez.
31E2 — 82E1 alEQ
Es gilt also
. k
B(I‘7 t) = BO e‘(kx_wt)ez, BO = — E().
w

Mit der Beziehung V x (V x E) = V(V - E) — V2E ergeben die GIn. (IV) und (IIT),
unter Beachtung von J =0, p =0 (also V-E =0) und p =1,

0B 0 O*E

V2E = V(V.E)—VX<VXE):VXE = MoaVXH = EGOMOW-

0
Dies ist die Wellengleichung fiir E = E(r, t) mit Ausbreitungsgeschwindigkeit

1
v = —=

c
y/ € €olho Ve
Es gilt also v = ¢ (im Vakuum, mit n = /e = 1), bzw. v = £ (im Dielektrikum).
Im Fall E(r,t) = Eyelkz=wYe, ¢ilt V2E = OB _ _I2E und %27]23 = —w?E, also

Ox2

3o

k= eeppow’ = < W = w(k) =

c
k= —k.
c? n



(c)

Wir berechnen den Fluf beider Seiten von Gl. (IV) in z-Richtung durch das Rechteck
Y = ABCD in der zy-Ebene, mit A(alyy — b|20), B(alyo + blz), C(—alyo + b|zo)
und D(—alyy — b|zp), also mit dem Schwerpunkt S(0|yo|z0),

}z{ d1~E+2/dA-B:o, (25)
oy ot Jx

wobei wir im ersten Summanden den Stokesschen Satz f s dA- [V X E} = 3% Ldl-E
angewandt haben. Im Limes a — 0 geht die Rechtecksflache 2a - 2b von Y gegen 0,
sodaB gilt [, dA - B — 0, wéhrend (bei hinreichend kleinem, festgehaltenen b) gilt

% dl-E — 2b|:Ey(+0,y0,Zo) —Ey(—(),yo,zo)]
ox

Da dies nach Gl. (25) verschwindet, mufl die Tangentialkomponente E,(x,yo, 20)
bei x = 0 stetig sein, und zwar unabhéngig von yo und zy. Ein Rechteck X’ in der
xz-Ebene liefert die Stetigkeit der anderen Tangentialkomponente F.(x, yq, 2o)-

Fiir einlaufende, transmittierte (t) bzw. reflektierte Welle (r) gilt jeweils

E(r,t) = FEy ei(/’fac—wt)ey7 B(r,t) = B, cilka—wt) g
E; (j['7 t) = E, ei(nlmfwt)ey7 Bt<I', t) = B, ei(nkazfmf)ez7
E. (r, t) = F, ei(—kx—wt)ey’ Br(I', t) = B, ei(—k:r:—wt)ez.

Mit dem Faraday-Gesetz V x E = —28 folgt hieraus (wie in Teil b)

kEy = wDBy (siehe Teil b),

nkE, = wbh;

—kE, = wB. (26)
Sowohl die E- und B-Felder links (L) von der Grenzflache (z < 0),

EL(r,t) = E(r,t) + E/(r, 1), BL(r,t) = B(r,t) + By(r,1),
als auch diejenigen rechts (R) von der Grenzflache (x > 0),
Eg(r,t) = E(r,1), Bgr(r,t) = By(r,t),
enthalten nur Tangentialkomponenten. Diese miissen bei x = 0 stetig sein,
(B + E)e ™ = Ee ™ (Bo+ B,) e ™ = Bie ¥t
Wir multiplizieren alles mit e“! und benutzen die Ergebnisse aus Gl. (26),
E, + E, = E, E, — E, = nk,.

Dieses GS (fiir £y und F;) hat die Losung

2 1—n
E E, = E,.
1+n " 0

Et -
14+n

Beachte: Ignorieren des B-Felds ergébe nur eine Gleichung, £y + F, = E;. Dann
gébe es keine eindeutige Losung, sondern (u.a.) eine mit F, = 0, E;, = FEj.

e Im Spezialfall € = 1, also n = 1, wird auch das Dielektrikum zum Vakuum. Dann
verschwindet die Grenzfliche. Folglich kann es auch keine Reflexion geben (F, = 0),
und die transmittierte Welle wird identisch mit der einlaufenden (E; = Ej).
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E. 64 Kugelkondensator (F 2019.E.2)

(a)

Wegen der Kugelsymmetrie hat das elektrische Feld die Form
E(r) = E(r) . (r = |r])

Die Funktion E(r) folgt aus dem GauBschen Gesetz §,,dA - E(r) = & [, d®r p(r),
wenn wir fiir {2 eine Kugel mit Radius » und Mittelpunkt im Ursprung wahlen,

Q)

€0

4rr? B(r) =
Hier ist Q(r) die gesamte innerhalb von (2 gelegene Ladung,

0 (r<mr)
dmeg E(r) = { 9 (r> 1)

Fiir jede der beiden Kugelschalen gilt, mit (q,79) = (q1,71) bzw. (¢,70) = (ge,72),
jeweils das Ergebnis von Teil (a). Superposition dieser beiden Felder ergibt

0 (7" < 7"1)

dreg E(r) = L (rp<r<nr)
q1:;q2 (7“ > 7“2)

Im Fall ¢; = —¢o = ¢ verschwindet E(r) in den Bereichen I und III, und in II gilt

1
E(r) = FEQ% (r1 <r <mr).
Das Potential ®(r), gegeben durch E(r) = —&'(r), liefert die Spannung U zwischen

den Kugelschalen,

U = |#) - o] = [Carme) = f(2- )

dmeg \1r1 T

Die Kapazitat C' des Kugelkondensators, definiert durch ¢ = CU, ist also

q
C:—:4W60ﬁ:4ﬂ'60 .
U —_— = 9 — T

r1 T2

rire

Im Kondensator gespeicherte Energie W, Weg 1:

T2 1 2 T2 2
W = /dgrpen(r> = / dr(47rr2)%0E(r)2 = q / dr = Qq_C

9 2
- 2 47meq J,, T

Weg 2: Beim schrittweisen Aufladen muf} jeweils eine kleine Ladungsmenge dg
von der aufleren auf die innere Kugel flielen, also die momentane Potentialdifferenz
U(¢') = & iiberwinden,

q / 2
4q 4q
W = d¢d = = =—.
/0 1c T 2
Wir schreiben 7y = r; + d. Mit der Fliache A = 47r? der inneren Kugel gilt dann
ri(r + d) 47 (r? + rid) Al + %)
T e

Bei festgehaltenem d geht dieser Ausdruck im Limes r; — oo in die Kapazitat
C = ¢ g des Plattenkondensators tiber.

C = 4me
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E. 65 Elektrischer Dipol vor geerdeter Metallplatte (H 2019.E.1)

(a) Im Halbraum z > 0 herrscht das Potential @g4;,(r—a) des am Ort a = (0, 0, a) sitzen-
den, wirklich vorhandenen Dipols, plus das Potential — @4;,(r + a) eines gedachten,
am Ort —a = (0,0, —a) (unterhalb der zy-Ebene) sitzenden Bilddipols, der das
entgegengesetzte Dipolmoment —p = (—p,0,0) hat (vgl. die Skizze unten),

B(r) = Dup(r—a) + [~ Pulr +a)]
! [p«r—a) —p-(r+a)

dreg | |r—al3 Ir + a|?
1 px —px
T dre 2 4,2 213/2 + 2 4,2 213/2 | (27)
0 [22+ 4>+ (2 —a)? (2% + 12 + (2 + a)?]

Begriindung: (1) Dieser Ausdruck verschwindet offensichtlich auf der zy-Ebene
z = 0 (korrekte Randbedingung fiir geerdete Metallplatte) und (2) gentigt fiir z > 0
der Poisson-Gleichung mit der Ladungsdichte pgi,(r — a) des vorhandenen Dipols,

VA0) = L paglr—a) + (1 [ e +a)]).

0 €0
da hier auf der rechten Seite der zweite Summand fir z > 0 verschwindet.
Az

—1—¢ Dipol Skizze (schematisch):

Dipol (bei z = a) und Bilddipol (bei z = —a).
Rot/blau: Positive/negative Ladungen =+q.
Alle Krifte (anziehend oder abstofiend),

die von den Teilladungen des Bilddipols

auf diejenigen des Dipols ausgeiibt werden,
sind bei letzteren als griine Pfeile dargestellt.

- T
Metallplatte

I\

e Man erkennt: Die resultierende Kraft F

auf den Dipol hat nur eine z-Komponente F,.

® o Bilddipol (Dies gilt erst recht im hier interessierenden Grenzfall
von Punktdipolen, bei denen beide Teilladungen
jeweils auf einen Punkt bei x = 0 zusammenriicken.)

(b) Da in der Metallplatte (z < 0) das Feld E = 0 herrscht, so gilt zunéchst (mit 4 > 0)
o(e.y) = lim e.-[D(x,y.2 =h) =Dy, = = ~h)]
h—0

L B B 0P(r)
= flLlir(l) e, - [GOE(x,y, z=nh)— O} =~

)

z=0

wobei E = —V @ benutzt wurde. Schlielich liefert in Gl. (27) die Quotientenregel

dd(r) 1 |—pz-3[]Y2-2(z—a)  +pz-3[.]Y2-2(2+a)
- 3 T 3
0z |,_ Aregy [..] [..] 0
oyt 3pz[? + y* + a?)V%a _ . O Pyip(r — a)
ey [22 4 y? + a?? N 0z o
1 3pa

2meg (22 + y? + a?]5/?’
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Es gilt also

B 1 3pa x - 0Pgip(r — a)
) = s (= e Y

;J. (28)

F ist die Kraft, die der fiktive Bilddipol —p auf den vorhandenen Dipol +p austibt.
Obige Skizze zeigt, da F nur eine z-Komponente F, haben kann. (Man beachte,
daf in dieser Aufgabe, im Gegensatz zur schematischen Darstellung in der Skizze,
Dipol und Bilddipol Punktdipole sind.)

F ist die Gegenkraft der vom Dipol auf die Flachenladung (fl) ausgeiibten Kraft F’,

pﬂ<x> Y, Z)

F= F = —/dgrpﬁ(r) Eqy(r) = —/d3r H.0) 002) [—V@dip(r—a)}
= /dx/dy o(z,y) V Pyip(r — a)

Wie aus der Skizze hervorgeht, hat F nur eine z-Komponente,

P _
/dx/dyawyadlp(r a)
0z
wobei wir im zweiten Schritt Gl. (28) benutzt haben. Mit Gl. (28) folgt weiter
Fo— (3 pa / /
260 (2 +y? + a?)®
B (3 pa / / p cos? ¢
N 260 + CL2
1 (3 pa)? /
20 (2m)7 " Jy p(p-+a>

B 1 (3pa)? 4p°+a* 17 1 3 p?
2 (27)2 24(p2 +a2)*|,  4mey 16 at’

z:O'

= —— dx/dyaxy

260

2=0

Probe (nicht verlangt): Wir berechnen die Kraft F(b) auf die Teilladungen +¢
(mit endlichem Abstand 2b) des Dipols in unserer Skizze, die von den Teilladungen
seines Bilddipols ausgeiibt werden. (Diese Kraft entspricht der Vektorsumme der
vier griinen Kraftpfeile in der Skizze.) Bei festem Dipolmoment p = ¢ - (2b) bilden
wir dann im Ergebnis den Limes ¢ — oo/b — 0. Nach dem Coulomb-Gesetz gilt

0

2
q [1‘1—1‘3 ry — Iy o — Iy rp — I3

4dmeq

F(b) =

el L | ST T Rl P R F.(b)

wobei wir die vier Ladungen, beginnend rechts oben, im GU-Sinn von 1 bis 4 durch-

nummeriert haben, r; = (b,0,a), ro = (=b,0,a), r3 = (=b,0, —a), ry = (0,0, —a),

F.(b) = 4?:60 {2'4(a2fb2)3/2_2'4%}

It 2 @107 @

SRS G S U Y IS TG W - 1 IS N
 dreo 8b2a? a? Ameg 8b2a2 | 2a2| 4me 16 at
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E. 66 Potential einer Diode (H 2019.E.2)

(a) Das Medium zwischen den Platten soll Vakuum sein (¢ = 1, also D = ¢ E),

V.D=p = V.E=Z2

€0

Das Potential ¢ wird definiert durch die Bezichung E = —V¢. Daher folgt

V% = L VxE=-Vx(V4) =0

€0

(b) Translations-Invarianz in y- und z-Richtung, also ¢(r) = ¢(x), fithrt auf

§'(x) = —— plz).

€0
Bewegt sich das Elektron exakt in xz-Richtung (v, = v, = 0), hat es die Energie

E = T+V

= D@+ ()oln) = const. > w) = /o),

wobei wir v,(0) = 0 und ¢(0) = 0, also £ = 0 benutzt haben.

(¢) Mit der Stromstérke / muB auch die Stromdichte J = £ unabhéngig von z sein,

I
I =A] =A = = — :
J = Avi(x)- [-p@)], = p) To.(2)
Kombination mit den Ergebnissen von Teil (b) fiihrt auf die DGI
b I |/m
"r) = —— b:——:—a).
¢"(x) o) ( coA '\ 2¢
(d) Mit dem Ansatz ¢(z) = k™ ergibt sich
b 4 b\ 2/3
kn(n—1)2"? = ﬁx’”m = n=gz, k= <9Z)

Mit der Bezeichnung ¢(¢) = ¢ lautet die Losung

o) = o0 (5)"

(e) Das elektrische Feld E(x) = —¢'(z) ist im vorliegenden Fall gegeben durch

w0 - 4%()"

Im Fall p(z) =0, ¢"(z) = 0, also ¢(x) = ¢¢ - (7), hitten wir das homogene Feld

%
2.

SKIZZE: Beide Felder E(z), in Einheiten von 2, als Funktionen der Zahl £ = 2.

E(z) =

19



E.67 Magnetfeld eines zylindrischen Stromtragers (F2020.E.1)

Hinweis: Die Textzeile 6 ist vermutlich zu erganzen wie folgt: ”... und kann durch die
Volumenstromdichte J(o, 9, z) = K(9, 2) - (0 — a) ausgedriickt werden.” (?)

’ Abweichende Notation: H in der Aufgabenstellung ‘ hier ‘

Zylinderkoordinaten: (0,9, 2) (p, 0, 2)
elektrostatisches Potential: 0] ¢
Vorbem.: Die beiden Extremfille o = 0 und o = 7 in der angegebenen Formel fiir K

entsprechen einem Stromfluf langs des Zylinders bzw. demjenigen einer Zylinder-Spule!

(a) Eine solche Radialkomponente B,(p, ¢, z) miisste aus Symetriegriinden an jedem
Punkt auf einer gedachten Zylinderflache um die z-Achse den gleichen Wert haben,
B,(p,¢,z) = B,(p). Im Fall B,(p) # 0 hétte man einen B-Fluf} aus dieser Fliche
heraus (oder in sie hinein), im Widerspruch zur Quellfreiheit (V - B = 0) von B.

Damit mufl das B-Feld in Zylinderkoordinaten folgende Form haben,

B(I‘) = B¢<p7 ¢7 Z) €y + Bz(pa ¢72) €.

Die Komponenten By und B, konnen wegen der Zylindersymmetrie* weder von ¢ noch
von 2z abhéngen, miissen also reine Funktionen der Radialkoordinate p sein,

B(r) = By(p)es + B.(p)e.. (29)

Daher betrachten wir eine Kreisscheibe X' (Radius p = r) senkrecht zur z-Achse und
zentriert auf dieser, sowie ein Rechteck R (Hohe h) in einer durch die z-Achse begrenzten
Halbebene und mit Seiten in z-Richtung, bei p =r; < a und p = ry > a (Skizze).

a
N " Skizze:
/

[ Blau: Ausschnitt aus dem unendlich
| langen zylindrischen Stromtréager

- SRRk T s (mit Radius a).
// T AN
6 < ': J > Rot (durchgezogen): Der Rand
\\ g /

02 einer moglichen Kreisscheibe 3
, (hier mit Radius r > a).

N& Griin (durchgezogen): Der Rand
1 i~

OR eines moglichen Rechtecks R.

1Ein beliebiges Vektorfeld F(r) hat in Zylinderkoordinaten die Form

F(I‘) = Fp(pa(bvz) ep + F¢(p7¢,z)e¢ + Fz(p7¢7z)ez'

Hat das Feld speziell Zylindersymmetrie, so miissen seine Komponenten reine Funktionen von p sein,
F(r) = Fy(p)e, + Fy(p)es + Fx(p)e:.

Zylindersymmetrie: Translationsinvarianz in z-Richtung und Drehinvarianz um die z-Achse.
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Fiir diese Flachenstiicke lautet das Amperesche Gesetz V x B = poJ in Integralform

fgzdr-B(r) = uo/ZdS-J(r) = puoly,
ﬁRdr-B(r) = ,uo/RdS-J(r) = polg.

Linke Seiten (LS): Mit Gl. (29) fiir B(r) haben die Linienintegrale die Werte
7{ dr-B(r) = 2mr- By(r),
o5

7{ dr-B(r) = h- [Bz(rl) - BZ(T2>i| (1 <a, ro>a).
OR
Rechte Seiten (RS): Bei der gegebenen Stromdichte,

J(r) = K(r)-d(p—a)
= Ky (e,cosa + egsina) - 0(p — a),

tragen zu den Stromen [y (durch X') und I (durch R) nur die e,- bzw. die e,-Komponente
von J(r) bei,

I 0 (r<a)
¥ 2ma - Ko cosae (r>a) [’
Ir = h-Kjsina.

Zusammengefafit erhalten wir somit fiir B,(p) und B, (p) die Bedingungen

210 Bul) = 10°{ g o cona (s e) @)

h-|B.(r;) — Bz(rg)] = po-h-Kjysina (1 <a, rs>a). (31)
AuBlerdem mufl im Unendlichen gelten (dies ist sogar explizit angegeben !)

By(p), B.(p) — 0 (p— o0). (32)

(b) Innerhalb des Zylinders (p < a) gilt also wegen Gln. (30) und (31)
By(p) = 0,
B.(p) — B.(r3) = poKpsina (rg > a).
Da die zweite Gleichung fiir beliebige 7, > a gilt, so folgt wegen Gl. (32)

N

(c) AuBlerhalb des Zylinders (p > a) gilt somit
a
Blp) = %+ ok cosa,
B.(p) = 0.

(d) Sollte bei endlicher Leiféhigkeit o (also bei endlichem Widerstand) eine konstante
Stromkomponente in ¢-Richtung ("um den Zylindermantel herum”, sina # 0)
fliefen, so miisste es ein E-Feld (E = 0J) geben, das in geschlossenen Kreisen tan-
gential um diesen Mantel herumweist. Genau wie bei der Faradayschen Induktion
148t sich ein solches E-Feld nicht als Gradient eines Potentials @(r) darstellen.
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E.68 Inhomogener Kugelkondesator (F2020.E.2)

(a) Die erste Maxwell-Gleichung V - D(r) = p(r) lautet in Integralform

# a8 = [ ) = Qo (33)

wobei {2 ein beliebiges Raumgebiet (mit Oberfliche 02), und Qg die in {2 enthaltene
freie® Ladung ist. Bei der vorhandenen Kugelsymmetrie gilt (in Kugelkoordinaten)

Wihlen wir also fiir {2 eine Kugel mit Radius » um den Ursprung, so folgt

47rr2D(7"):{0 <7‘<“>} N Dm:{g (r <a),

Q (a<r<b) oz (a<r<b).

Um D(r) auch fir r > b zu bestimmen, miissten wir die Ladung @’ auf der d&ufleren
Schale (mit r = b) kennen, doch dies ist fiir das Folgende nicht notig.

Nach der allgemeinen Bezichung D = eeE, hier also D(r) = €(r) g E(r), gilt

E(r) = 1D(r) Q@ 1-Kr

€0 €(r)  Adwey 12

(a <r<b).

Damit ergibt sich die Spannung zwischen den beiden Kugelschalen zu

N R (R |

und die Kapazitat dieses inhomogenen Kugelkondesators ist

Q 41eg ab
C = = = 4
N N L T

(K—>O)}.

Die allgemeine Beziehung D = ¢)E+ P, hier D(r) = ¢gE(r) + P(r), liefert zunéchst

P(r) = D(r)—eE(r) = %% (a <7 <D).

Mit der angegebenen Divergenzformel finden wir dann

ppoi(r) = =V P(r)
= —%%<T2P(r)) = —%r—lg (a <7 <b).

Von der positiven Ladung () > 0 auf der Schale r = a wird die negative Komponente
des polarisierbaren Mediums angezogen; die positive Komponente wird abgestofien.
Daher entsteht bei r = a eine negative Uberschuﬁladung Ppola < 0, bei r = b eine
positive Uberschuﬁladung Ppola > 0.

°In Gl. (33) ist p(r) die Dichte der "freien” Ladungen. Dazu zéhlt etwa die auf eine Schale gebrachte
Ladung @, also auch @, nicht aber die (?gebundene”) Polarisationsladung ppo1(r) der Teile (¢) und (d).
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