T.65 Gummifaden (H2019.T.1)

Vorbem.: Dieses System ist dem klassischen idealen Gas ahnlich!
Dabei entsprechen einander die Gréflen —Z und P bzw. L und V.

(a) Die angegebene Zustandsgleichung (ZGl) fiir L(Z,T), mit «, Ly > 0, liefert direkt
oL aZ
— = —— < 0.
ar ), T2

(b) Die freie Energie F' = U — T'S hat das Differential

dFf = dU — TdS — SdT

— _SdT + ZdL,
also die Ableitungen (95), = —S und (4£)7 = Z. Es folgt die Maxwellrelation
(0s\ _ #E (02
oL), — oLOT — \oT),

L— Ly

)

«

wobei wir zuletzt wieder die gegebene ZGl benutzt haben, Z(T, L) = (L — Ly).
Andererseits folgt aus dU = TdS + ZdL (mit TdS = dQ und ZdL = dW) sofort

= (ar), = (@),

o5y _ ¢
or), T

Zusammengefafit erhalten wir also dS = % dT — % dL und

CLEC =

AIT—>0 AT

also

B T (L— Ly)?
S(T,L) = 8+ Cln e — = =5

Mit diesem dS und mit Z = g(L — Ly) folgt AU = TdS + ZdL = CdT, also

UT,L) = Uy + C(T —1Tp).
(¢) In Analogie zu Cp = (32)p + P(Z%)p bei Gasen erhalten wir
).+
Z or ), or ),

Da U eine reine Temperaturfunktion ist, so gilt (3%), = (2%),, also

o AQ| _ . AU-ZAL
2T M0 AT|, T athe AT
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T.66 Temperaturausgleich (H2019.T.2)

(a) Es flieit eine bestimmte Wérmemenge @ von B (73) nach A (77 < T3). Da beide
(starre) Korper die gleiche Warmekapazitdt C' (= Cy = Cp) haben, so gilt
T+ T,

Q=00nL-T)=0chi-T) = Ti=—5—

Fiir die Anderung der Gesamtentropie S gilt bei diesem irreversiblen Prozef

d@a d@s
Ag > [4@a [dUs
52 / Ta +/ Tg

Tt dT T dT T T T2
— / C_+/ C_ = C[ln—f—]ni} = Cln—— > 0.
e T Ts T Tl Tf T1T2

Bei diesem passiven Temperaturausgleich wird keinerlei Arbeit verrichtet,

W = 0.

(b) Zwischen A und B werde eine Arbeitssubstanz M (Carnotsche Maschine) geschaltet.
Der Carnotprozef (CP) werde N mal durchlaufen (N > 1). Beim n-ten Durchlauf
gibt B bei der Temperatur Tg(n) eine kleine Wérme Q2(n) > 0 an M ab, wihrend
M bei der Temperatur Ta(n) die kleinere Warme @Q1(n) > 0 an A weitergibt.! Nach
der Carnotschen Theorie andert sich dabei die Gesamtentropie nicht,

AS(n) = ASg(n) + ASu(n) + ASa(n)

Q) Qi(n)
mm T T T

Fiir die Summe aller CP gilt also

AS =Y AS(n) = 0.

n=1

Andererseits gilt jetzt, da es sich um einen reversiblen Prozef3 handelt,

dQa d@s
AS =
/ Ty +/ T
Ty T: 2
e T Ty T Tl Tr T1T2

Wegen AS = 0 folgt also

T, = V1ITs.

Die insgesamt verrichtete Arbeit W ist gleich der insgesamt von B an M abgegebenen
Wiérme abziiglich der insgesamt von M an A weitergegebenen Wérme,

W = C(h-T1,) - C(I, - T1)

- cVE- VAT

!Dabei gilt jeweils T} < Ta(n) < Tp(n) < Ts.




Alternativlésung zu T.66 (b):

Wir wéhlen eine Variable £, die monoton mit dem Prozefifortschritt wéachst. (£ ist keine
Zeitvariable, da thermodynamische Gleichgewichtsprozesse unendlich langsam verlaufen!)
Der n-te CP (n =1,2,3,..., N) sei bei £ = n - A = &, vollendet. Jeder CP beansprucht
also das gleiche Intervall AE.

Die Temperatur Tx(§) von A wichst monoton mit &, wahrend T5(£) monoton fallt,

TA(O) == Tla TA(&N) == Tr > T17

TB(O) = TQ, TB(gN) =T, < Ts.
Die beim n-ten CP ausgetauschten Warmen Qa(n), @g(n) > 0 sollen hinreichend gering
sein (" Annahme G”), soda8 die resultierenden Temperaturdnderungen |Tx (&) —Tx(&n-1)|

der Korper X € {A, B} sehr klein sind. (Im Carnotschen Idealfall miissten sie eigentlich
null sein, was hier im Limes N — oo erreicht wird.) Nach der Theorie von Carnot gilt

Qp(n) _ Ti(&n)
Qaln)  Ta(&)

Da beide Korper die Warmekapazitat C' haben, so gilt auflerdem

QB(”) = O[TB(fn—l)_TB(Snﬂ > 0,
Qa(n) = C[Ta(&) — Taléa1)] > 0.

Unter der ” Annahme G” ergibt Division der beiden letzteren Gleichungen durch A&

(1)

Qp(n) / Qa(n) :
—— = —C-T}(&), = C-T\(&).
ST LI . Tp©) s _ A ()
Damit liefert Gl. (1): TAE&% = -7 © T = —7he) &lso
d d
I InTg(§) = T InTx(€).

Funktionen gleicher Ableitung konnen sich nur um eine Konstante D unterscheiden,

mTp(§) — [~WTa(€)] = D &  Ta(§T() = "

Die Anfangsbedingung bei ¢ = 0 impliziert e? = T} Ty, also Tx(£)Ts(&) = Ty Ts.
Der Temperaturausgleich T (§) = Tg(&§) = Ty bei £ = N - A erfordert

Tr = TlTQ.

Die beim n-ten CP verrichtete Arbeit betragt

. TA (€n>
Tw(8n)

wobei wir den allgemeinen Wirkungsgrad n = 1 — =

>
Resultat fiir QBA—(;) verwendet haben. Insgesamt wird also die Arbeit

W) = 1 Qaln) = (1 ) Ciie) a¢

eines Carnotprozesses und obiges

N

W= Wn) - —/;N (1 - %8) CTL(€)d¢

n=1
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verrichtetet. Nun gilt 748 = 702, sodaB mit Tj (&) d¢ = dT folgt

T
' Ty
T

- C [(Tr - T) + Ty (Tl - T%)}

= —C[(Tr—Tz) + (Tr—Tl)} = C[\/Tz—\/ﬁr-

Zusammengefaflt,

Tr = vV TlTQ, AS

[
=
[

c[VE-vE]

= C(Iy—2T,+Th).
T.67 Polarisation (F2020.T.1)

(a) Temperatur 7" und elektrische Feldstérke F sind intensive GroBen, wiahrend Energie
U und Entropie S extensiv sind. Mit dem gegebenen Differential dU = T'dS + EdP
ist damit auch die Polarisation P extensiv?.

(b) G(T, E) soll die Legendre-Transformierte der Funktion U(S, P) sein,

G=U-TS—EP = dG = dU —(TdS+ SdT) — (EdP + PdE)
—8dT — PdE.

(Beim Vergleich mit einem Gas entsprechen einander F und —p, bzw. P und V.)
Insbesondere hat G also die partiellen Ableitungen

oG oG
(ﬁ)E = (a—E)T ="

(c) Dies ist eine Maxwell-Relation:

(), (6., (), - ), o

(d) Zunéchst gilt

_AQ)  TAS| oS
CE(T’E)_AT g AT E_T(aT)E'

Die Identitat (g—;)z(@)x(&)y = —1 liefert fiir die gesuchte Grofe

Oz Ox
(1) e e T,
O0E ) (a_g)T (g_S)E (%)E Cp(T. E)’
wobei wir zuletzt Gl. (2) fiir (g—lg)T und GI. (3) fiir (g—?)E eingesetzt haben.

2Hier ist P also nicht (wie iiblich) das Dipolmoment einer Probe pro Volumen (eine Intensititsgrofie),
sondern das gesamte Dipolmoment der Probe.



T.68 Ideales Gas in einem Zylinder mit beweglichem Deckel (F2020.T.2)

(a) Mit (g—g)T =0 (ideales Gas !) gilt U(T, V) = Uy + | CvdT = Uy + CyT = U(T),

U(T) = gnRT (cv = gnR, Up = o) .

Mit dU = T'dS — pdV gilt also in diesem Fall

f dU dV
d —d dv = % —
S = U—l—T nRU—irnRV

wobei im zweiten Schritt T'= == und p = "RT gesetzt wurde. Integration ergibt

S(U.V) = S(Uy,Ve) + fnR w4 R (@)
U Vo

(b) Da das System wirmeisoliert ist, so wird die anféngliche potentielle Energie M gh
des (reibungsfrei) im Schwerefeld absinkenden Deckels (h = Ly — L;) vollstandig in
innere Energie U des Gases umgewandelt. Damit lautet die Energiebilanz

Uuty) — U(Ty) = gnR(Tl —Ty) = Mg(Lo— Ly). (5)

(c) Schwierigkeit: Hier soll man den Ausdruck fiir die Entropie aus Teil (a) verwenden.
Da aber das Gewicht des Deckels pro Flache, =2, grofler ist als der anfangliche
Gasdruck, py = ”RTO , so ist das Absinken des Deckels ein irreversibler Vorgang.
Daher 1483t sich uber dle Entropie nur sagen, daf sie anwachsen muf}, AS > 0.3
e Dagegen wissen wir mit Sicherheit: Im Endzustand (p;,V1,T}), mit V; = AL,
muB Kréftegleichgewicht (zwischen Deckelgewicht und Gasdruck) herrschen,

= = 2 & RTy = MglL,. 6
b1 Vi 1 nivly gt (6)
Mit den Gln. (5) und (6) sind die beiden Unbekannten 77 und L, festgelegt,
f 2 Mg nR
T, = T —— — L Ly = —T 7
1 f+2 0 f+2 nR 05 1 Mg 1- ( )
3In GL. (4), mit U1 = % und Vl = Ll, ergeben die Werte von Gl. (7) zunéchst

AS = SUL, W) — S(Uo, Vo)

f / 2 MgLg f  nRT, 2
nR{ (f+2 + f+2 nRTO) + ln(f+2 MgLyg + f+2>}'

Mit den Abkiirzungen ¢ = fi = < 1 und z = %%“ > 1 wird daraus (wohl etwas umsténdlich!)
45 = "R{1¢¢ ln[¢> + (1—</>)a:} -~ ln[g + (1—¢)}}
R
_ 1n_¢ {omfo+a—ep] +1-0¢)(nfo+(1-0)s]-mz)}
R
= 1”7¢ {m[o + (1 -] - m@E)}

Offenbar gilt f4(1) =1 und f}(z) = ¢(1 — ¢)(z — 1)z®=2 > 0 (fiir z > 1), also tatsiichlich AS > 0.
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e Alternative: Wollen wir dagegen mit der Entropie argumentieren, so miissen
wir das Absinken des Deckels reversibel gestalten (wodurch sich neue, geédnderte
Gleichgewichtswerte T7, L} ergeben werden). Dazu brauchen wir ein Gegengewicht,
das vom absinkenden Deckel (iiber einen in geeigneter Weise variierenden Hebelarm)
angehoben wird, und zwar so, dafl die resultierende Kraft auf den Deckel stets null
ist, dieser also quasistatisch (mit beliebig langsamer, konstanter Geschwindigkeit)
absinken kann. Dann ist die Energiebilanz von Gl. (5) zu ersetzen durch

U(Ty) — U(Ty) = Mg(Lo— L)) — Whu, (8)

mit der Hubarbeit Wi, am Gegengewicht. Jetzt bleibt die Entropie konstant,
S(U;, V{) = S(Up, Vo). Mit {+ = 7+ und ¢t = 7! impliziert GL. (4) daher

Lo
L/ f T/
In— = In — 9
- 2 Ty ©)
und mit dem Kréftegleichgewicht nRT] = MgL) nach Gl. (6) findet man jetzt
2
MgLo\ 7 nR
T/ = T . L/ - _T,.
1 ()(an> | boMg !

Bem. 1: Da der reversibel absinkende Deckel am Gas weniger Arbeit verrichtet,
wird 7] < T} sein! Tatséchlich: Mit ¢ = f+2 = % <1 und x = MgLO > 1 gilt

T, = Ty-z'°,

T = To-lo+ (1—0)] > To-a'™
Bem. 2: Obwohl wir sie nicht benutzt haben, ist die Energiebilanz von GI. (8)
erfiilllt: Wi, ist gleich der vom Deckel am Zugseil verrichteten Arbeit; die Zugkraft
des Deckels ist sein Gewicht M g, verringert um die vom Gasdruck auf ihn ausgetibte

Kraft Ap(z) (wir wihlen die z-Achse in Zugrichtung, also nach unten, mit z = 0
bei der Anfangsposition des Deckels (Rechnung wieder etwas umstandlich!)),

Lo—L),
Wiy = / dz [Mg _ Ap(z)]
0

Der Gaszustand folgt einer Adiabate, p(z) = po(%)n, mit V(z) =V — Az,

Lo—L} v K
_ oy 0 _ se2
Wi = Mg(Lo — L) /0 dZApO<%—AZ) (K 7 )

Vo—V{ Vv K
— Mg(Loy— L) /0 deO(VO_V) (dv Adz)
v . V 1-k V:VO_Vll
= MQ(LO—L) _povn{ <01—)1
-k V=0
_ oy PoVE ii—] VTRV
= Mg(Lo - Lf) = 220 vy —v)' )
RTy [(Vo\*!
= Mg(Ly— L)) — 220 (2} 4
oo = 1) m—l{Gq

T/

To
wobei wir zuletzt k — 1 = % und GI. (9), (5_?)1471 = (i—g)nil = Tl benutzt haben.
Die Energiebilanz von Gl. (8) ist also tatséchlich erfiillt.



