E. 57 Homogen magnetisierte Kugel (H 2017.E.1) !

Bem. 1: Das gegebene Magnetfeld hat in kartesischen Koordinaten die Form

~—

B be. (r < R)
Blr) = { rmf)[?wzex + 3yze, + (332 - TQ)QZ} (r>R) } !

Fir r < R ist B(r) also homogen in z-Richtung, mit dem Betrag |B(r)| = b.
Um dies zu sehen, betrachten wir die lokale Basis der Kugelkoordinaten r(r, 6, ¢),

sin @ cos ¢ cos 6 cos ¢ —sin¢
e. = | sinfsing |, eg = | cosfsing |, e; = cos ¢
cosf —sind 0

In Gl (Ang.1) der Angabe ist also (cosfe, —sinfey) =e,, und wir erhalten Gl. (1).

Bem. 2: Aus Gl. (1) [oder, in Kugelkoordinaten, direkt aus Gl. (Ang.1)] folgt

. 1 [0 (r<R),
J(r):%VxB(r)—{o (r> R).

Strome j konnen also nur auf der Kugeloberflache » = R flielen,
i(r) = o(r— R)k(0,¢), k(0,0) = ko(0,0)es + ko(0,0) ey (2)
<

Wihrend j(r) die Einheit [j] = 1 -5 hat, ist k(6, ¢) eine Flichen-Stromdichte, [k] =1 =
(Beachte: Die Deltafunktion hat die Einheit [6(r — R)] = 1m™!.)

(a) e Aus der einen Gl. (Ang.2), V- B = 0, folgt nach dem Gaufischen Satz ("=")

ngdA-B(r) = /Qd3r[V-B(r)] =0,

wobei (2 ein beliebiger Volumenbereich mit Oberflache 02 ist.
Entsprechend der Symmetrie des gegebenen B-Felds wéhlen wir (Fig. 1 links)

Q:{r(r,9,¢)‘ R—e<r<R+e 6y<0<8b+00, ¢0§¢§¢0+5¢}.

Wenn € < R und 66, 0¢ < 1 klein werden, wird {2 ein Quader mit den Seitenlangen
a; = 2¢ (griin in Fig. 1 links), ay = Ré0 (blau) und a3 = Rsinfyd¢ (rot).

Im Limes € — 0 (also a; — 0) bleiben nur zwei der sechs Seitenflachen des Quaders
endlich (je mit Flacheninhalt asas), und das FluBintegral 148t sich abschétzen als

0 = lim ¢ dA-B(r)
e—0 o0

~ aay lim | B,(R+€,60) — B (R - ,00)|.

Fiir hinreichend kleine as, a3 geht hier "~” in ein Gleichheitszeichen ”=" {iber,
lim | B (R +¢,06) — B, (R —€.6,)| = 0. (3)

Dies ist die erste der beiden Randbedingungen (Ang.3) der Angabe.
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Figure 1: Links: Der Volumenbereich (2. Rechts: Das Flachenstiick X.
Zur iibersichtlichen Darstellung wurden gewihlt: 6y = 60°, 60 = ¢ = 15°, € = &,

e Die zweite Randbedingung (Ang.3) folgt nicht aus der anderen Gl. (Ang.2) der
Angabe, sondern einfach direkt aus der gegebenen Form des B-Felds,

11_{% |:B9(R+€,9)—B9(R—E,6)i| = 11_{% {m sinfl — (—bsm@)}

— (%—I—b) sind =: f(0). (4)

(b) Dagegen folgt aus der anderen Gl. (Ang.2), V x B = pj, der Zusammenhang
zwischen f(6) und j: Zunéchst liefert in V x B = 9 j der Stokessche Satz

]gzdr-B(r) = /ZdA[VxB(r)} = “O/ZdA‘j(r% (5)

wobei X ein beliebiges Flachenstiick mit Randkurve 92X ist.
Jetzt wihlen wir (Fig. 1 rechts)

5= {r(r,e,qso)) R—e<r<R+e 90§0g00+59}.

Wenn € < R und 66 < 1 klein werden, wird X' ein Rechteck mit den Seitenlangen
a; = 2¢ (griin in Fig. 1 rechts) und ay = R0 (rot).

Im Limes ¢ — 0 (also a; — 0) bleiben nur zwei der vier Seiten dieses Rechtecks
endlich (je mit Lénge as), und das Linienintegral in Gl. (5) &8t sich abschétzen,

lim ¢ dr-B(r) ~ a; lim | By(R+e,00) — Bo(R — e,60) | = a3 f(60).

e—0 o
Lassen wir hier a; = R 6 — 0 gehen, so wird aus "~” das Gleichheitszeichen ”=",
) 1. .
f(f) = po Jim - [15% /E dA - J(r)} .

Dies ist der gesuchte Zusammenhang zwischen f(#) und j.
Mit ay = R0, dA =rdrdfey, j(r)=0d(r— R)k(0,¢) [GL (2)] folgt explizit

1 Rte Bo+50
f(By) = po lim —{lim / rdr/ d0o(r — R) ey - k(6,9)
0 —

56—0 R&O | e—=0 R—e o
=k (0,9)
1 0o+60
= Mo 5191210 RS0 {R/eo de /%(9»@5)1 = o ke(o, @),

woran man erkennt, dal k4 (6, ¢) = k,(#) nicht von ¢ abhéngen kann.
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Jetzt benutzen wir Gl. (Ang.3), also unsere beiden Ergebnisse Gln. (3) und (4):
Mit Gl. (Ang.1) liefert unsere Gl. (3) [die erste der beiden Gin. (Ang.3) der Angabe]

bR?

lim L320059 — bcos@] =0 = m = 5

e—0 | (R+¢)

Damit liefert unsere Gl. (4) [die zweite der beiden Gin. (Ang.3) der Angabe]

fo) = [%—i—b] sinf = 3EbsinQ.

Mit der Energiedichte €(r) = % des B-Felds ist die im Aulenraum {2, (mit r > R)
enthaltene Feldenergie gegeben durch (beachte: e, L ey)

1
E, = / Erer) = —— [ a% BE)?
2 210 Jo,
_ b Oodr /ﬂdé /Qﬂdcﬁ (r*sin 0) ﬂ2(4 cos? @ + sin? 9)
210 Jr 0 0 ro

2 2 [e%] d s
_ zmm —:/ dé sin9(300829+ 1>
20 Jr ™ Jo

Tm? 1 ! 4 m?
= — [ du(3P+1) = —— —..
po 3R? /1 u 3+ 1) 3po B3

Nach GL (1) ist B(r) in §2; (mit » < R) bzw. in (2, (mit r > R) gegeben durch

0 m 3rz m 3rz
B;(r) =b[ 0], B,(r) = p 3yz =3 3yz
1 322 _ 2 222 — 22 — ¢

In der yz-Ebene (x = 0) gilt B, = 0 also auf den vier Strahlen mit der Eigenschaft

z = i%y und v+ 2% > R (6)
Diese Strahlen (griin in Fig. 2) miissen in der yz-Ebene die B-Feldlinien (rot) dort
schneiden, wo diese horizontale Tangenten (parallel zur y-Achse) haben.
e Zur Losung der Aufgabe zeichne man zunéchst die blaue Kreislinie und die vier
griinen Strahlen von Fig. 2. Anschlieend skizziere man qualitativ einige der roten
Feldlinien so, daf} diese die griinen Strahlen jeweils horizontal schneiden.



/l

Figure 2: Kugel (blau), exakte B-Feldlinien (rot) und die Strahlen von Gl. (6) (griin).

Exakte Feldlinien (nicht verlangt): Laut Angabe gilt auflerhalb der Kugel

B(r) = g(QCOSHGT + sin9e9>

= B,(r,0)e, + By(r,0)e, (r > R).
Eine Feldlinie r = r(f) geniigt also (warum genau?) der Differentialgleichung

(0) = dr _ rB.(r,0) _ 2r(f) cost
T d0 By(r,0) sinf

Trennung der Variablen und Integration ergibt

% — 2C989d0 = lni = 2Insiné,
r sin @ To

mit einer Integrationskonstante ry. Die gesuchte Funktion 7(6) ist also
r(0) = 1y sin?#,

wobei 79 = r(%) der Maximalabstand der jeweiligen Feldlinie vom Ursprung ist.2 Mit 0
als Kurvenparameter sind die Feldlinien in der rechten (y > 0) bzw. linken Halfte (y < 0)
der yz-Ebene (mit ¢ = +7 = ¢ ) gegeben durch

= (50} = (Ot ) _ (e

2Der Ort, an dem diese Feldlinie aus der Kugel austritt, mit 7(6) = R, hat daher den Polarwinkel

6(ro) = arcsin/R/ro.



E. 58 Wellenausbreitung im Koaxialkabel (H 2017.E.2)

(a) Wir miissen zeigen, dafl die kartesischen Komponenten E, und E, jeweils die

Wellengleichung erfiillen (fiir £, = 0 ist dies trivialerweise der Fall),

1 0°F
— 2 . T
AE, = V°E, = 2 92 etc.
Wegen e, = cos g e, +sin g e, gilt
U . U .
E.(p,¢,2;t) = — cosge®lzel), E,(p,¢,2t) = > sin ¢ eF(z=et),
P

Mit der angegebenen Formel fiir den Laplace-Operator A = V? in Zylinderkoordi-
naten folgt (Term fiir Term)

2 1 1
V’E, = S E, — E, — S5E, — KE,
p p p
= —k*E,.

Andererseits gilt offenbar & 22 = —k2F, q.e.d. Analoge Rechnung fiir F,,.
g y

2 a2 T

Nach dem Faradayschen Gesetz gilt (mit der angegebenen Formel fiir die Rotation)

B
ot

= —-VxE = —Re [e¢ % % eik(zcﬂ}

= —Re [e¢ L eik(z_“)] = e, kU sin [k(z — ct)].
p p

Integration ergibt

B(r,t) = ey v cos [k(z — ct)] = lez x E(r,t),

cp c

wobei benutzt wurde: E(r,t) = ep% cos [k(z — ct)] (Angabel), sowie e, = e, X e,.

Der Poynting-Vektor,

1 U 1
S(r,t) = —ExB = —e, — cos® [k(z — ct)],

Ho HoC P
gibt die Energie-Stromdichte an, welche zusammen mit der Energiedichte w(r, t) die
Kontinuitatsgleichung V - S 4+ w = s (mit Quellterm s) erfiillt. Im zeitlichen Mittel,
cos?(wt) = 3, gilt hierbei

_ U? 1 _

S(r) = —e.— = S(p).

2p0c " p

Die durch den Querschnitt des Koaxialkabels transportierte Leistung ist der Fluf§ der
Energie-Stromdichte S durch den ringférmigen Kabelquerschnitt X' (mit dem vek-
toriellen Flachenelement da = e, dp pd¢),

- v e 1 U? R
P = da-S(r) = / d / dpp—= = 27 In —.
L (r) e ) ¢ L P T e R,




E. 59 Ladung vor Grenzfliche (F 2018.E.1)

(Vgl.

(a)

Jackson, S. 171ff.: 4.4 Randwertprobleme bei Anwesenheit von Dielektrika.)

Die beiden ersten Gleichungen folgen aus: ”Die Tangentialkomponenten von E sind
immer stetig”. Die dritte Gleichung ist dquivalent zu

[Dl — D2i| e, = O = [ElEl - 62:EZ} €, = —,

€0

wobei o die makroskopische Flidchenladung auf der Grenzflache (ausschlief3lich der
Polarisationsladung) bezeichnet, hier also o = 0, s. Jackson, Gl. (4.40) auf S. 171.

Wiirde Medium 1 den ganzen Raum austfiillen, so wiirde die Ladung ¢ bei ry = a =
(0,0, a) und eine Bildladung ¢’ bei ro = —a am Ort r das Potential ¢;(r) erzeugen,

11 q q
éilr) = €1 4meg (]r—a| * |r—|—a|)'

Ebenso wiirde eine Bildladung ¢” bei r; = a im Medium 2 das Potential ¢, erzeugen,

1 1 q//
€9 4mey v — al’

Pa(r) =
Wir wollen ¢’ und ¢” so wéahlen, dafl das tatsdchliche Potential gegeben ist durch

_ J ou(r)  (220),
¢(r) = { bo(r) (2 <0).

Mit
0o 1 Ol 5 o 5] 73/2 x
9 -9 i } _
Jdz|r+al|,_, Ox [3: Y+ (2 xa) o [22 + y% + a2]3/2’
0 1 0T 5 o 5] —3/2 +a
= . + } _ 7
Oz |r+al| _, 0z [x Y+ (e Ea) o [22 + 42 + a?]3/2
liefern die Grenzbedingungen aus Teil (a) die Gleichungen
01 (I‘) a(b?(r) 1 / L,
—_— pr— ﬁ —_— = -_—
Ox z=0 Ox z=0 €1 (q * 1 ) €2q ’
0 0
€ q;l(r) . ¢2(r) - q— q/ _ q//
< 2=0 (92 z=0

[die erste Gleichung folgt bereits aus der Stetigkeit ¢1(x,y,0) = ¢o(z,y,0)],
mit den Losungen

ro_ €1 — €2 " 262

)

61—|—€2 €1+€2

Die Ladung ¢ "sieht” nur die Punktladung ¢’ und Medium 1, erfahrt also die Kraft

1 qq/ €, o 161_62 q2 €.

- €1 47eg (2a)2 €€ + e dmeg da?’

e Im Fall €5 = ¢; (einheitliches Medium im ganzen Raum !) gilt natiirlich F = 0.
e Im Fall e5 > ¢; wird ¢ von der Grenzflache angezogen.

Der Grenzfall €5 — 0o, mit der Spiegelladung ¢ = —¢ und dem Potential ¢5(r) = 0,
entspricht dem Fall einer Punktladung ¢ vor einer leitenden Metalloberflache.



E. 60 Feynman’sches Zylinder-Problem (F 2018.E.2)

Vorbem. zu (a) und (b): Die Symmetrie fordert fiir das E-Feld

(a) Nach dem GauBschen Gesetz ¢, dS - E(r) = Cg—o" herrscht zwischen Zylinder und
Draht das elektrische Feld
-2 1

E(r) —
(r) 27T€0p p

(b) AuBerhalb des Zylinders gilt E(r) = 0, da die positive Ladung auf dem Zylinder die
negative Ladung des Drahts, beide pro Langeneinheit, genau neutralisiert.

(c) Mit B(r) = Bye, gilt zunéchst fiir die Impulsdichte des Feldes im Zylinder

p(r) = ¢ E(r) x B(r) = _;\Bo e, xe, = )\230 e
T p T p

Der Drehimpuls pro Langeneinheit (in 2-Richtung) ist also (wir wéhlen o.E. z = 0,
rechnen also in der zy-Ebene: r = pe,)

L = /adp/%pdmxp(r)
.2

= / dp/ pdqﬁp——ep X e5 = /\Bogez
(d) Gesucht: Magnetfeld B; einer Spule; nach Stokes gilt, s. Gl. (??) in Aufgabe E.61,
A Aw
By = woH1 = poowa = po5—wa = fio 5=
2ma 21

Bem.: Das neue homogene Magnetfeld B (r) = Bj e, ist zwar nicht extern, sondern
wird durch die Stromdichte des rotierenden Zylinders erzeugt. Dennoch trifft die
Rechnung aus Teil (¢) zu, und der Feld-Drehimpuls pro Léngeneinheit ist jetzt

2

L' = AB ~e..
2
(e) Drehimpulserhaltung:
a’ a® \B,

Im Grenzfall I — 0 wird w = i—g% und also nach Teil (d)

Bl = Bo.

Erklarung: In diesem Grenzfall kann der Zylinder keinen Drehimpuls aufnehmen,
sodaf3 der gesamte Drehimpuls im Feld bleiben mu$.



