Q. 63 Verschwinden eines antisymmetrischen Zustands (F 2019.Q.1)

(a) Wir betrachten zunéchst das einfache Deltapotential
V(z) = —=—gé > 0).
(x) 5 90() (9 >0)

Der Graph einer Eigenfunktion ¢ (x) mit £ < 0 ist an jeder Stelle z mit V(z) = 0
(also fiir alle # # 0) von der z-Achse weggekriimmt. Ein antisymmetrisches ¢(x)
mit ¢(xz) — 0 fiir £ — £o00 kann also bei x = 0 nicht stetig sein und kommt daher
als Wellenfunktion nicht in Frage.

Ab jetzt betrachten wir das doppelte Deltapotential

V(z) = —%g d(x+a) + 6(z—a) (a,g > 0).

(b) Fiir die antisymmetrische Eigenfunktion (x) zum niedrigsten Eigenwert £ < 0 gilt

_ptilzta) ( —a)

(§ T < a

Qﬁ](\f) — %[_efn(awra) + eli(mfa)] (|£B| < CL) k>0 C=1- e—zﬁa’
e*li((ﬂ*(l) (ZL’ > CL)

mit einer geeigneten Normierungskonstante N. (Die Konstante C' ist so gewéhlt,
daf 1) bei x = +a stetig ist). Dabei gilt

h?K?
" 2
— i E p— - .
V'(z) = r*Y(x) 2m
Die Ableitung ¢’(z), mit
_ pnk(zta) —
, Ke (z < —a)
—Ke H@=a) (z > a)

hat die Eigenschaft [man beachte, daf ¢/(—a) = —N und ¢ (a) = N]

V(=a+0) — ¢(=a=0) _ ¢'(a+0) — ¢'(a=0) 2
(—a) v(a) 1 — 2’
Nach GI. (2) der Angabe wird der Wert von x > 0 also festgelegt durch
2K -
1 — e—2ka =9

Multiplikation mit a ergibt die Bedingung [Gl. (3) der Angabe]

KQ 1 —e 2

5= f(wa), fla) = —

(1)
[Die triviale Losung x = 0 dieser Bedingung ist zu verwerfen, da sie (erstens) zum
nicht-niedrigsten Eigenwert F' = 0 gehoren, (zweitens) eine unstetige Wellenfunktion

Y(z) = £N liefern und (drittens) die Sprungbedingung an v¢’(x) verletzen wiirde.]
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(c) Zur graphischen Losung von Gl. (1) zeichnen wir die Graphen der Funktionen
{(ka) = 22 (eine Gerade) sowie f(ra) in ein Diagramm ein (Fig. 1).

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.5 1.0 1.5 2.0

Figure 1: Die Funktionen ((z) = - (rot, mit ga = 2) und f(z) = 1’62_21 (blau).
Die Losung ka > 0 von Gl (1) ist die Abszisse des Schnittpunkts beider Graphen.
e Damit ein socher Schnittpunkt existiert, mufl die Steigung der Gerade < 1 sein,

ga > 1.
(d) Fiir ga — oo zeigt die Losung ka > 0 von Gl. (3) das Verhalten

ga h2 K2 h2 g2
- = = E = — - ——.
mT 2m 8m
Bei abnehmendem ¢ > 0 verringert sich der Betrag von E < 0 (der Zustand wird
also immer schwécher gebunden). Im Grenzfall g — % + 0 geht E gegen null.

Bem. (nicht verlangt): Ein symmetrischer Zustand exisiert dagegen immer.
Um dies zu sehen, wiederholen wir die Teile (b), (¢) und (d) fiir diesen Fall:

(6) Ein symmetrischer Zustand muf} folgende abschnittsweise Form haben,

en(:era) (I < _a)
U(@) = { Bl 4o 0] (g <a) ¢ D—14e
e—n(x—a) (fE > Cl)

(die Konstante D garantiert wieder Stetigkeit bei z = +a), da in diesem Fall gilt

h?k?
" 2
V() = K@) au
Damit 1 (x) normierbar ist, muf offenbar x > 0 sein.
(7) Mit der Ableitung
Ker@ta) (x < —a)
Y(a) = { Blme ) f o) (o] <a) b D=1-c"
— ke~ rl@=a) (x > a)
finden wir [man beachte, daf} jetzt ¢(—a) = ¢ (a) = 1]
Y(at0) —w(—a—0)  $la+0)—¢a=0) 2
(—a) N ¥(a) o Lgerme
Nach GI. (2) der Angabe wird der Wert von x > 0 also festgelegt durch ; +§f2,m =g,
Ka 1+ e 28
— = ——— = f(ka).
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Q. 64 Spinprazession (F 2019.Q.2)

(a) Der Hamiltonoperator ist gegeben durch die Matrix

hw hwo (1 0
H_wSZ_TUZ_T(O _1)7

hat also die Eigenwerte i%‘". Die entsprechenden Eigenzustiande sind

= (o) = s, W= (1) = 150

Dies sind natiirlich zugleich die beiden (korrekt normierten) Eigenzustinde von S.,.

(b) Fiir den gegebenen Zustand |x) = \/Lﬁ(i) und die Matrix S, = 2 0, gilt

wo =22 ) (1) -3 () <o

|X) ist also tatséchlich Eigenzustand von S, zum Eigenwert +5: |y) = |Sx .
|x) ist auBerdem korrekt normiert, denn mit a = b = % gilt

(xlx) = (Z)%Z) = (o’ b*)(Z) = a'a+bb = 1.

(c) Mit |¥(t)) = (3;23) lautet diese Schrodingergleichung

(8)-5 (5 2 =5 ()
Ya(t) 2 \0 ~1 Va(t) ) 2\ () )
Dies sind zwei entkoppelte Gleichungen fiir ¢, (f) und v5(¢), mit den Lésungen

Gi(t) = Cre ™2, Ua(t) = Chet™!/2,

Die Werte der beiden Integrationskonstanten C; und Cy werden durch die Anfangs-
bedingung |LP(O)> = \%(1) festgelegt,

1 efiwt/Z
}W(t» = ﬁ ( otHiwt/2 ) .
(d) Schreiben wir |¥(t)) als Linearkombination der beiden Eigenzustinde von S.,

[2@®) = n®)]S: 1) + u@)|S: 1)

w0 (g )+ ( 7).

so betragt die W’keit, bei Messung von S, das Ergebnis —I—g (also ”1”) zu erhalten,

S|
=3

P(t) = |n(t) —me

-
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(e) Nach Teil (b) hat S, die Eigenzustéinde |S, 1) = \%(1) und |9, 1) = \%(jl) Mit

1

e—iwt/2
7(0) = s[5 1) + )]s 4) = 5 (s )

wt

5 also offenbar

gilt wegen e¥“/? = cos¥ Fisin

t t
ar(t) = cos%, a(t) = —isin%.

Die W'keit, bei Messung von S, das Ergebnis —1—3 zu erhalten, ist also

P.(t) = }0@(2&)‘2 = COSQ%t.

(f) Nach Definition des Erwartungswerts in der Quantenmechanik gilt jeweils
1 owt/2\Th /0 1 1 p—iwt/2
(Sp)(t) = <W(t)|5x‘ ‘I/(t)> = E ( oHiwt/2 ) 5 ( 10 > ﬁ < oHiwt/2 )
h w“ W e+iwt/2
= <e+ KA t/2> ( o—iwt/2 )
h

[e*m + e*i‘”t] = 3 cos(wt),

1 efiwt/Q T h 1 0 1 efiwt/Q
(S)H(t) = <W(t)|52‘ W(t)> = E ( oHiwt/2 ) 5 ( 0 —1 ) E < o Hwt /2 >
h w“ iy e—iwt/2
= — <e+ 2 o t/2> ( _otiwt/2 )

RS CR V] B}

S o

N S

(g) Interpretation der Ergebnisse von Teil (f): Der mittlere Spinvektor (S)(¢) hat den
Betrag g und rotiert mit Winkelgeschwindigkeit w in der xy-Ebene.



Q. 65 Unscharferelation (H 2019.Q.1)

(a) Im Fall A=z und B = p? gilt

[A,B] = [z,p°] = ple,p] + [z, plp = 2ihp = Az-Ap* > K|(p)|.

b) Der Operator Ag = A— (A), ist fiir jede gegebene Wellenfunktion ¢ () hermitesch,
P
da A hermitesch ist und folglich (A), reell und damit ebenfalls hermitesch ist.

(do) = (A=(A)) = (4) = () =0,
(A = ((A-)) = (2 -2)a147) = (4% - (4 = (247

(c) Da Ag und By hermitesch sind und v € R, so gilt

(XIx) = (@[(Ag+ivBo) (Ao +ivBo)|¢)
= (¥|(Ay — ivBy) (Ao +ivBo)|¢¥)
= (W|A] +iv[Ao, Bo] +V*Bily) = (A) +iv([A, B]) +*(B),

wobei wir im letzten Schritt [Ag, Bo] = [A, B] benutzt haben.!
Bem.: Der Kommutator hermitescher Operatoren A, B ist anti-hermitesch,

[A, B] = iC,
mit einem weiteren hermiteschen Operator C. Daher ist ([A, B]) rein imaginér

(A, B)) =1iC), (C)eR.

(d) Die Funktion f(y) = (x|x) hat D; = R und W; C R{. Es gilt also f(v) > 0.
Der minimierende Wert v = 7 ist gegeben durch f’(vyy) = 0,

([A,B]) +27(Bg) = 0 = v = —% € R.
Wegen f(7o) > 0 gilt also
() + nollA B +§B) > .
- A
wy > W
ey > 4D

Radizieren beider Seiten liefert genau die angegebene Unschérferelation,

[l B)|

AA-AB > .

In GL (2) der Angabe ist statt (Bg)? wohl (B3) gemeint, denn (Bg) = 0.
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Q. 66 Wasserstoffatom in zwei Dimensionen (H 2019.Q.2)

2 . . .
Vorbem.: a = 47360 Z—c ~ % ist die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante.

(a) Es muf fiir alle ¢ € [0,27) gelten ¢(r, ¢ + 2m) = ¥(r, ¢), also
pezZ = {0+1,+2 .}

(b) Nach der angegebenen stationdren SGl muf fiir - 1o(r, ¢) = No exp(—¢2r)  gelten

2 2
(= Eo)vo(r,6) = Ny {—ﬁ— ( o ;1 a) _ ahe EO] —

or?2  ror T
h? 2 h
B B r
Wegen é = "2 impliziert dies
mcla? 1 [ ahe
|:— 5 Vg—EO + ;(TVQ—CYFLC)} = 0,

also (mit der Ruhenergie mc? = 0.511 MeV  des Elektrons):
vy = 2, Ey = —2a*mc® = —54.5¢€V.

e Mit Kk = —; = % lautet die Normierungs-Bedingung
00 2 00
2 2
1= /d%woy? - Ng/ dr/ rdpe ™ = N2 —Z/ dune™ = N3 =,
0 0 K= Jo K
4
sodafl Ny = W oo

(c) Fir  4i(r,¢) = Nirexp(ip — 2r)  berechnen wir zuerst die Ableitungen

19 (re) _ 1 (1 - ”—r) exp (ip — 2r),

ror N; r ap

P (1o .
e Car L)
L& (r¢) "

7‘2 89252 N1
Mit der SGI folgt also die Bedingung

h? 1 1 h
0 = __[_ﬂ(z_ﬂr)+ (1_&)__] _T(E%)
2m ag ag T ag T T
2

h2
= —0 [—3ﬂ (ﬂ> | — (ahc + Elr).
2m ag ag
Wegen % = == impliziert dies
2 2
= 3’ FE = —§oz2mc = —6.05¢eV.
. 2
o Mit A = Bl = 3a lautet die Normierungs-Bedingung
“ar 2 127
1—/d2r|@/)1|2 N2/ dr/ rdgrie " = N? /\4/ duude™ = N} — BYR
_ _ _ 8
sodaBl N; = 2\/37 = e



(d) Das Betragsquadrat des Matrixelements (wg|r|i);) ist gegeben durch

[(wolrlwn)|

Rt

Im Einzelnen findet man

(ol z|t1)

{¢olylin)

Damit ergibt sich

[olrn)

00 2m
NSNl/ dr/ rd¢ exp(—22r) (7" cos gb) re' exp(—
0 0

27 00
NS‘Nl/ do Cos¢ei¢/ drr? exp(—%r)
0 0

4 roo
N{;Nl/ d¢ cos qb( ) / duu’e™
0 V0+V1 0
—_— —_——

m 3!
4 8 ah 6
. . ﬂ' . .
Vorag 9V3rmak (24 2)°

927
646 T

N*Nl/ dr/ rd¢ exp(—2r) (7" sinqﬁ) re' exp(—

1 .
64\/6 B

2 27 2 3,
= 2 maB = ﬁaB.

= [twolaln)| + [twolytn)]

an

)



