M.63 Reflexion an weicher Wand (F2019.M.1)

m, 2

(a) Am Umkehrpunkt = x¢ hat sich die anfangliche kinetische Energie % vZ, vollstindig
in die potentielle Energie V() verwandelt,
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(b) Aus der Energieerhaltung 2@ + V(z) = 202, gewinnen wir durch Auflésen nach
2 eine DGI erster Ordnung,

d \%
T = :I:—x = :i:\/v2 _ Ye-az,
dt m

Trennung der Variablen ergibt,

d d
Tudt = * = * .
Ji— e VIt

Wir integrieren mit der Anfangsbedingung x(t = 0) = xo,

* d 2
to, t(z) = ’ — arcosh (ea(w_z(’)/?) :

/ Tr—x0 dx/
0 \/1 _ e—a(x’—xo) _A V1 — e—a(x/) o o

wobei wir im letzten Schritt den Hinweis in der Angabe benutzt haben.
Auflésen nach x liefert, unter Beachtung von cosh(—u) = cosh(u),

2 t
z(t) = 29 + — In [cosh A0 }
a

(¢) Mit < cosh(u) = sinh(u) findet man

QU T

(t) = vo tanh

Fiir u — 400 gelten: e Incosh(u) — In eiTu =4u—1In2, e tanh(+u) — +£1,

21n2

z(t) — (:vo - ) + Voot T(t) = Vs

«

Blau: § z(t) im Fall zo = 0 (Vo = mv2,),

Rot: ;= @(t).
Beide Funktionen sind aufgetragen gegen

QUoo t

die dimensionslose Zeitvariable 7 = A,

(d) Der Grenzfall & — oo entspricht der Reflexion an einer harten Wand.



M.64 Zwei Massen an einem Faden (F2019.M.2)

(a) Betrachte kartesische Koordinaten x,y (auf der Tischplatte) und z (nach oben),

mi, g . my |
L = 71(932+y2)+7222—mggz
my

= 5 (72 +1%¢%) + %7’“2 — mag(r —10),
wobei in der zy-Ebene Polarkoordinaten (7, ¢) eingefiihrt wurden, mit z = r — ¢.

(b) Die Bewegungsgleichungen fiir r bzw. ¢ ergeben sich nach der iiblichen Regel zu

d .
gi (o) = o
(my +mo)i = my 7’& — Mag.

(c) Da in der Lagrangefunktion die Variable ¢ zyklisch ist, so ist
oL
¢

eine Erhaltungsgrofie. Es handelt sich um die z-Komponente des Drehimpulsvektors,

= mlrzé = L,

L, = [mlrxv]z = my(xy —yt) = mir’e.

(d) Da die Zwangsbedingung z = r — ¢ skleronom ist, und das Potential V' (2) = ms gz
nicht von den ¢ abhangt, so impliziert die explizite Zeitunabhangigket von L die
Erhaltung der Energie F,

E=T+V = %(7‘2—1—7“2@2) + %7‘2 + mog(r —10).

(e) Mit ¢ = —£=; lautet die zweite Bewegungsgleichung aus Teil (b)

mir2

L? 1
poo ot 2 Mg _ C (c,d > 0).

my (m1 + m2> r3 mi + ma r3
(f) Wenn r = const sein soll, so muf} gelten 7 = 0, also
c\ /3 L? \1/3 - L,
r = (—) = ( - ) =7y = o= 5
d mimsa g marg

Je nach dem Wert von L, sind dies unendlich viele stationdre Losungen.
Weicht r geringfiligig von rq ab, r = ¢ + s, so gilt mit # = § fiir s(¢) die DGI

c c s\ 3
"z——dz—(l —) —d.
5 (ro + )3 re +r0

Wegen > < 1 gilt (1+ %)_3 ~1-32. Mit 5 —d = 0 folgt also die einfachere DGI
0

. C
s = —3—43.
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Mit der Losung s(t) = Acos(£2t), wobei £2* = 35, sehen wir, daf§ die Stérung s
0
kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage s = 0 mit Kreisfrequenz {2 ausfiihrt.



M.65 Ebenes Pendel mit zwei Massen (H2019.M.1)

(a) Die kartesischen Koordinaten seien (z,y) fir m und (X,Y") fiir M,

r=ssinf = fzésin«9+36’cosé’, X =1Lsinf = X:LQCOSQ,
y=scos = y=3scosf—sfOsinh, Y =~Lcosd = Y =—LOsind.

Damit ergibt sich die Lagrangefunktion £ zu

L(s,0:$,0) = 5(1: —i—y)—l—%().(z—i—}ﬂ) — [—mgy—MgY} —2(3—6)2

M . k
= 5(8 +5292) 5 — L*¢* + g(ms+ ML) 0080—5(5—6)2.

(b) Mit den Ableitungen

: d d
g—f = msf® + gmecosf — k(s —{), E% = &[ms]
= mé,
oL . d oL d 9 N A
20 —g(ms+ ML)sin6, Toi E[(ms + ML )0}
= 2mss6 + (ms2 + MLz)é,
erhélt man die Bewegungsgleichungen £ gs = % (mit ¢ = s bzw. ¢ = 0),

ms = m(sé2 + gcosf) — k(s — ),
o2mss 0 + (ms®> + ML*)G = —g(ms—+ ML)sin.

(c) (Beachte: Ab jetzt soll M = m sein!) Zwei zeitunabhéngige Losungen sind

{9:0, 3—6—1—%} {9:71', S—E—%}.

Die erste davon ist die stabile Gleichgewichtslage des Pendels, bei der beide Massen
vertikal unter dem Drehpunkt liegen. Bei der zweiten liegen beide Massen vertikal
iiber dem Drehpunkt (metastabile Lage des Pendels).
Falls k(L + ¢) < mg, so sind zwei weitere zeitunabhéngige Losungen gegeben durch
{62:&90, 5= —L}, cosfy = —M.
mg

e Um all diese zeitunabhéngigen Losungen systematisch zu finden, setze man in
den Bewegungsgleichungen alle Zeitableitungen s, s, 9 0 gleich null (sowie M = m),
0 = mgcosf —k(s—1),

0 = —gm(s+ L)siné.

(d) Eine einfache zeitabhéngige Losung ist

_ . _ .k
{9_0, s(t) = 0+ +Acos(wt)}, w=1/=.

Dabei ist das Pendel wieder in der stabilen Gleichgewichtslage (6 = 0), wéhrend die
Feder jetzt vertikal um ihre eigene Gleichgewichtslage (s = £+ %) schwingt.



M.66 Bahn und Potential (H2019.M.2)

(a) Das Drehmoment N verschwindet im Zentralpotential, da dann F || r,
N =rxF = —-rxVV(r) = —rx [EV’(T)] = 0.
r

(b) Wir zeigen zuerst, dafi L. = mr?¢,

L = rxp
7 COS ¢ I cos ¢ — rosin g 0
= mrxr = m| rsing | X | rsing+rocosgp | = m 0
0 0 r¢

Fiir die Energie F ergibt sich

E = %(:ﬁ +9)+V(r) = g(ﬁ +12¢%) + V(r).

(¢) Mit 7 = g—;gb (Kettenregel) erhalten wir
Vi) = B - Z(?4+0%)
2

m | /dr\2 : L dr 2
- B[ - e e (2]
2 [ do ¢ 2mrd do
wo wir zuletzt ¢ durch die ErhaltungsgroBe L. ausgedriickt haben, ¢ = nfif?'
Dieses Ergebnis zeigt: Bewegt sich ein Teilchen in einem Zentralpotential, dessen
Funktion V' (r) wir nicht kennen, mit bekanntem Drehimpuls L, auf einer Bahn mit

bekannter geometrischer Form r = r(¢), so kénnen wir die Funktion V'(r) berechnen,

B L? ) dr 2 _ L? 2 1
0 = g+ ) 0 = w7

Hier ist ¢(r) die Umkehrfunktion von r(¢), und C' ist eine willkiirliche Konstante.

(d) Bei dieser Skizze erinnere man sich an den Thaleskreis:
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Figure 1: Die Bahn r(¢) = 2R cos ¢ (blau) in der zy-Ebene mit Polarkoordinaten (r, ¢).

Die Funktion 7(¢) = 2Rcos ¢ beschreibt also tatséchlich eine Kreiskurve in der
zy-Ebene, mit Radius R und Mittelpunkt (e) bei (x|y) = (R]0).
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(e) Mit r(¢) = 2R cos ¢, also g—; = —2Rsin ¢ haben wir nach Teil (c)

L 7, N2
V(r) = E — Sy [7“ + (—2Rsing) }
L2 2L2R? 1
= FE - W[r2+4R2(1—0052¢)] = FE —

m
wobei im letzten Schritt wieder 2R cos ¢ = r benutzt wurde.
Bem.: Man konnte auch die Umkehrfunktion ¢(r) = arccos 5z benutzen, mit

1 1
r) = ———— = —— = 4R* — %
¢ AR? — 12 ¢'(r)?
(f) Das effektive Potential Vog(r) fiir die Radialbewegung eines Teilchens der Masse m
mit beliebigem Drehimpuls ¢, (wobei £, # L, sein darf) ist allgemein gegeben durch

, 2 &
r = i\/m |:E - chff(r)i|7 VCff<r) o V(T) + 277LT27 (1)
hier also
2L2R? (2 L2 BN\ (L2 (RN
= — z z = z _4 - 72 — N
Vet (1) il + 22 ImR2 { (r) + (LZ> (r) ]

Bei kleinen r > 0 dominiert der Anteil o —7%4, bei groflen r der Anteil %2
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Figure 2: Effektives Potential Veg(r) (blau) und seine Anteile V'(r) (rot) und 5 =5 (griin),
im Fall £, = L./2 und in Einheiten von %: Ve (1) = Ly [—4(5)" +2(8)2].

2mR?
Die blaue Kurve hat ein Maximum bei r = 2v/2 % R, hier also bei r = 2R.

Fiir die durch (2) (in der Angabe) beschriebene Bahn gilt ¢, = L,. Nach der Skizze
von Teil (d) gibt es genau einen Punkt auf dieser Bahn, in dem 7 = 0 ist: r = 2R.
Wegen 7 = 0 mufl in diesem Umkehrpunkt £ = Vig(r) sein, siche Gl. (1),

E = Vg(2R)
L? R\4 R \2
= gl 4ar) *(Gr) | = ¢
Da Vg (r) eine Maximalstelle 7 > 0 (genauer: r = 2v/2 ’;7—; R) hat, gibt es Bahnfor-
men, bei denen das Teilchen sich stets aulerhalb dieses Maximums aufhélt.




