Q.59 Teilchen im konstanten magnetischen Feld (F 2018.Q.1)

(a) Wegen A; =0, Ay = Box, A5 = 0 gelten offenbar

[P, Ap(r)] = 0 (falls @ # 1 und b # 2),
[pl, AQ(I‘)} = —lhBQ [&E, l’}

(b) Vereinfachung von H:
L, 2 2
i = 2m [px + <py B qBOaj) * pz]

Da also H (zwar von z, aber) nicht von y oder z abhéngt, so folgt
H,p,] = [H,p.] =0 <aber [H,p.] # ())_

(c) Mit dem Ansatz (x, vy, 2) = x(x) eP¥/" finden wir

pp =~ (x) e,
2 2

(py - qBofE> P = <p0 - C_IBOZL‘> 1,
Py = 0,

Somit folgt aus der stationdren SGI

Hi(x,y,2) = EY(r,y,2)

eine 1D SGI fiir die Funktion x(z),

Dies ist die SGI eines 1D harmonischen Oszillators mit Frequenz

qBo
m

wp =
(und Gleichgewichtslage xy = qp?oo). Die moglichen Eigenwerte sind
E, = (n+3)hwg (n=0,1,2,...),

die sog. Landau-Niveaus.



Q.60 Gebundene Zustinde im endlich tiefen Potentialtopf (F 2018.Q.2)

(a) Anwendung von H auf die gegebene Wellenfunktion (2) ergibt (es gilt V4 > 0)

i

R 22
g V@) 0ste) = § (52 W0) boste) = Bosta).

_ R%k2

2m

Folglich besteht zwischen E, k und s der Zusammenhang

h2K? h2k?
2m 2m 0

b) Anschlulbedingungen bei = a: Stetigkeit von (i) ¢+(x) und von (ii) ¢/ (z),
-
(1> ﬁ(eikaiefika) = a,
(ii): Bik(e* Fe ™) = —ka.

Da ¢, (z) gerade und ¢_(x) ungerade sind, so sind die entsprechenden Bedingungen
bei x = —a hiermit bereits automatisch erfiillt.

(c) Einsetzen von (i) in (ii) ergibt

ik:(elk“ e= e—lka) — —,%(e‘ka + e—lka),
eika ¥ e—ika —K
oika - oika ik’

k2 _ L2 h2 k2
+if tan(ka)] T = i% =iy " (Q—mO—vo),

also die gewiinschte Beziehung: tan(ka) = i(kgk_—f)ﬂ/?

(d) Fiir die Zustdnde gerader Paritdt (oberes VZ, n = 1,3, 5, ...) lautet diese Beziehung

(ka) tan(ka) = +/(koa)? — (ka)2.

Die Losungen k,, = 11/2m(E, + Vp), mit n = 1, 3,5, ... findet man aus der Skizze:
n

k., = kou,, mit den Abszissen u, der Schnittpunkte von G (rot) mit G, (blau).

Die Funktionen f(u) = utan(koaw) (rot)

und g(u) = v/1 —u? (blau),
ka _ k

der Variable u = = = =,
0a

ki
hier dargestellt fiir den ﬁall koa = 9.




Q.61 Variation (H 2018.Q.1)

(a) Normierung von 1y(z) = A(AN)e™**" (wir benutzen ein angegebenes Integral):

™

1 = /dxm(x)\? = A(A)?/dzew = AN /55

also

(ol Hln) = / da () H (2)

2\ 2 h? 2
= —/dxe’\x {——(4)\21:2 —2)\) + k’xﬂ e M
2m

T
2 2 222
= —)\/dx {Q — A 2 4 k‘x‘ﬂ 6_2’\”52
T m m
_ R A e L e 8w
N 7| m 2\ m 2\ 8)\3 4\ 32)\5
h2 3k 1
TRV
= E).

(¢) Der minimierende Wert Ag von E()) ist die Losung der Gleichung

3km

_ -3 _ 3
B =g- -2 =0 = XN="5=

Das entsprechende Minimum von E(A) ist

R: 3k 3km\ /* 3n?
E(h) = Mo (22 + 20 ) = S
(o) = %o <2m * 16/\§> <4h2> am

(d) Mit [¢x) = 32, cn(A)|n) folgt

(OAlHD) = Y anNew (NGl Hldw) = Y lea( V)P En

> Z|Cn(>\)|2EO = Ey,
n=0

wobel benutzt wurde, daB: Ey < By < Ey < ... und > o7 ]c,(N)]? = 1.



Q. 62 Teilchen im Zylinder (H 2018.Q.2)

(a)

Da das Potential auerhalb des Zylinders unendlich ist, V' (r) = oo fiir r > 7¢, so
muf die Wellenfunktion dort verschwinden. Da auBerdem V' (r) = 0 fiir r < rg, so
konnen wir die zeitunabh. Schrodinger-Gleichung (SGI) (fiir r < rg) schreiben als

2
‘QHWVQ@O@ ¢,2) = EO(r, ¢, 2), (r <o),

mit der Randbedingung (bei r = ry)
D(ro,0,2) = 0 (alle ¢, z). (1)
Zusétzlich gilt (beziiglich ¢) die Periodizitatsbedingung
O(r,p+2m,2) = O(r,¢,2) (alle r, 2). (2)

Mit dem Produktansatz @(r, ¢, z) = R(r)P(¢)Z(z) und der angegebenen Form des
Laplaceoperators ergibt Division der SGI durch —%R(T)P(qﬁ)Z(z)

R"(r) R'(r) N P"(9) N Z"(z) _  2ME
R(r) ~ rR(r)  rP(¢)  Z(z) R
Als einziger z-abhéangiger Term mufl ZZN((ZZ)) = —k? eine (negative) Konstante sein,
Z(z) = e (k € R)

(eine positive Konstante +k? hiitte divergente Funktionen Z(z) = e** zur Folge).

Multiplikation der resultierenden Gleichung mit r? liefert

r’R'(r)  rR(r) = P"($) (QME - k2) r* = 0.

R(r) R(r) P(¢) h?
Als einziger ¢-abhingiger Term mufl % = —m? eine (negative) Konstante sein,
P(g) = etim? (m € No)

(eine positive Konstante +m? ergibe P(¢) = e*™¢  im Widerspruch zu Gl. (2)).
Somit verbleibt fiir R(r) [nach Multiplikation mit R(r)] die Eigenwertgleichung

rR'(r) + rR(r) + [(/@2 — k52>7“2 - mZ}R(r) =0 (E = 22;[2) . (3)

Wir bemerken zuerst, da8 k2 — k? > 0 ist, denn es gilt

P g = ey = Lprpr
2M T 2M Co2M YR
J R . h2k?
- P2 P2
2M Lt_yz o
>0
wobei wir zuletzt Z(z) = % (und P, = —ih-2) benutzt haben.

Daher konnen wir substituieren

Ar = w <)\:\/m20).

4



Schreiben wir entsprechend

so folgt (mit & =dw d — \.d)

dr dw dw
d w ., d
/ = R = _— B = /
rR(r) = r o R(r) ) A T J(w) = wJ'(w),
d2
2 — 2 _ _ 2
r*R'(r) = r o2 R(r) = = w'J"(w).

Damit geht also Gl. (3) fur R(r) tiber in die Besselsche DGI fiir J(w),

wJ"(w) + wt' (w) + [w* —m?]J(w) = 0.

Damit die Wellenfunktion &(r,¢,z) = J(\r)e™™? el bhei gegebenem Wert von
m € {0,1,2,...} normierbar ist, miissen wir J(w) = J,,(w) wéhlen,

R(r) = Jn(Ar).

Damit auBerdem die Randbedingung R(r¢) = 0 erfiillt ist, mul w = Ar( eine der
Nullstellen von J,,,(w) sein,

AT) = Wy
A kann also nur die Werte A, ,, = eron annehmen, und die Energieeigenwerte sind
2

D) h? w 2
F = 2 2\ _ m,n 2
manlk) = 2M (Am’”Jrk) 2M [( To ) Tk

mit den zugehorigen Eigenfunktionen

@ﬁm(r) = T (Anr) €M% P2,
Diese sind zugleich Eigenfunktionen der Erhaltungsgrofien P, und L,,
f.P] = [A.1] - 0.

Die Quantenzahlen k£ und m sind festgelegt durch deren Eigenwerte hk bzw. £mh.

e Im Grundzustand gilt £ = 0, m = 0, n = 1, da wy; die kleinste aller Nullstellen
Wiy > 0 der Jp, (w) ist.

R(r) A

\/
<

To

Figure 1: Rot: Die Radialfunktion R(r) = N - Jo(Ao17) - ©(rg — r) im Grundzustand.



