M. 59 Perle auf rotierendem Draht (F2018.M.1)

(a) Da in diesem Fall die gesamte &duflere Kraft die Schwerkraft F, ist, so gilt

0 y
P=F,=-mg| 0 |, L=N=rxF,=-mg| -z |. (1)
1 0

Folglich sind P,, P, und L, Erhaltungsgrofien.
Die Energie E ist erhalten, da F,(r) = —V(mg z) ein konservatives Kraftfeld ist.
In Zylinderkoordinaten (p, ¢, z), mit

x p COS ¢
r= |y | = | psing [, (2)
z z

ergibt sich die Lagrangefunktion
’C(p7¢>z;pa ¢7 Z) = E[p2+p2¢2+22] — mgz. (3)

(b) In Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) lauten die Zwangsbedingungen, ¢ = wt, z = $ p°.

Daher setzen wir

p coswit
r = | psinwt | = s(p,t), (4)
a 2
2P
und erhalten jetzt die Lagrangefunktion
) m ) mygo
L(p,p) = 5[(1 +a%p?)p® + w2p2] - Tgp2 (5)
Durch den Draht sind alle Translations- und Rotationssymmetrien gebrochen, keine

der gegebenen Groflen ist mehr separat erhalten.

doL _ oc.
dtop — op°

d

(c¢) Bewegungsgleichung

dt
(1+a0?)p + 2a°pp?

Som (1+a%p?)p = mla®pp® + wip| — mgap;

a’pp? + (W* —ga)p;

(1+a?p%)p + o?pp* + (900 —w?)p 0. (6)
Multiplikation mit p ergibt
pp + o (p*pp + pp’) + (9o —w?)pp = 0. (7)
Die linke Seite ist eine totale Zeitableitung,
d1r, .
gy 5[ 1t pPpt + (goz—wz)pﬂ = 0. (8)

Auflosen von (1 + a2p2)p2 + (ga — wQ)pz = C nach p ergibt

dp _ i\/C + (w2 — ga)p®

dt 1 + a?p?
Schliefllich erhalten wir durch TdV

o) = i) + | '

dp’

C+ (w2—ga)p?
1+ 012p'2

(10)



d) Da £ nicht explizit von der Zeit abhingt, 2 = 0, so ist die Hamiltonfunktion
( &Y o

H = pp— L = %[(1 +?p?)p* + (9o —w2)p2} = %C (11)
eine Erhaltungsgroe (die hier jedoch nicht gleich der Energie £ =T + V ist).

(e) Bei jeder zeitunabhéngigen Losung gilt p = p = 0, also (ga — w?)p = 0.
Dies ist fiir beliebige p = py erfiillt, wenn gilt

w = 4/gao. (12)

In diesem Fall hat die Resultierende aus Zentripetalkraft F, = —mw?pe, und
Schwerkraft F, = —mge, keine Komponente tangential zum Draht (Skizze!).

M.60 Bewegung gekoppelter Massenpunkte (F2018.M.2)

(a) Zwangsbedingungen: x; =1, x9=0.

(b) Lagrangefunktion L =T — V = L(y1,y2; 11, §2):

M, o o . f
L o= S+ +a3+3) — mgl-n—p) = 5 [(xl o)+ (g — )
Mo f
— 5(2?;% + yi) + mg(y +y2) — 5(2y% — 2019 + yg) (13)

(c) Bewegungsgleichungen %% = (%L (n=1,2):

2mjy = mg — f- 2y —p2),

mijs = mg — [+ (=y1 + ya). (14)

Die Gleichgewichtslagen ergeben sich aus den Bedingungen ij; = ij» = 0,
myg mg
7 T

(d) Die neuen Koordinaten sind 7, = y; — ¢y und 1, = yo — 49 .

yo=2 vy =3 (15)

(e) Die gekoppelten Bewegungsgleichungen lauten in Matrixform

()43

Der Ansatz n(t) = &el“t, mit 4j(t) = —w?n(t), liefert die Eigenwertgleichung

— 2
( i_é)f:m A= T (17)

Die Eigenwerte sind Ay g = —(2 ++2 ), die Eigenfrequenzen also

Wwap = %\/21\/5. (18)

Die zugehorigen Eigenvektoren (willkiirlicher Lénge) sind



M.61 Zerfall eines Teilchens (H2018.M.1)
(a) Impuls- bzw. Energie-Erhaltung:
M 2 /m
MVL = m1vVy1 + MmoVyo, 7V% -+ Ez = Z (TnV%m -+ Ez’n) (20)
Mit AE = E; — (Ey + Ejp) 148t sich die Energie-Erhaltung auch schreiben als
1_2 ma o

M m

(b) Im Schwerpunktsystem (5) lauten diese Gleichungen

m m
0 = mvsy + Mavgo, AE = 71v§1 + 72v§2. (22)
(¢) In S gilt
. ma - my o < m1>
= -1 =  AE = A2 (1 + ). 23
Vs2 m2V51 5 Vs + "y (23)

Folglich haben beide Teilchen in S fest gegebene kinetische Energien,

Ts1 = 1 f_z_;, Tsy = AE — Tg1 = 1 —Ai—z—f (24)
(d) Der Ursprung von L bewegt sich in S mit der Geschwindigkeit v = —v,
Vi = Vs1 + Vi (siche Angabe). (25)
Dabher gilt bei gegebenen Betrégen |vg;| und |vy| die (Dreiecks-) Ungleichung,
Varl = vil| < Ivaal < [vsal + vl (26)
Daraus folgt die Behauptung (in der Schreibweise |v| = v),
%(UL —vs1)® < Tpy < %(UL + vs1)*. (27)
Mit dem Resultat von Teil (c) erhélt man
Vi = milTﬂ = % W?A%nm (28)
(e) Der Ablenkungswinkel 6 zwischen vy, und vy, = vy 4+ vg; wird maximal, wenn
vgr L vy & Sin(Opax) = Ust _ i M2 ﬂ (29)

VL, v, mq (m1 —i—m2)

(Skizze!).



M.62 Punktteilchen im periodischen Potential (H2018.M.2)

(a) Einheiten: [V;] =1 J (Energie), [zo]=1m (Léinge)
Minima: V(z)=-V, & sin*(})=1 & Y= 5o € {£3, +3, .}
Maxima: V(z)= 0 & sin*(§) =0 & §=3=c{0,+r£2r, ..}
Vi(z) A 2m 4m
T
0 1 1 > y=—

Vo4+—— > _ _ _ _ -

Figure 1: Rot: Das periodische Potential V(z) = —V;sin (2—)

(b) Aus der Erhaltung der Energie E = 24>+ V(z) ergibt sich die DGI

:J'c——: \/mEV (30)

Mit dz = zody folgt

e _ 20 = 2 (31)
W VJE[E 4 Vosin?(B)] (/26 + bsin®(¥)]
wobei a = +xy, b= % und € = %

(c) Die geg. Funktion y(t) = 4arctan(et/) + Crk (C = 4) hat die Umkehrfunktion

— Crk
t(y) = to In [tan (y—”)] (k€ 7). (32)
Deren Ableitung,
1 1 1 to 1 to 1
t/ = ty- . iy W sy sy
W) =t oy () 1~ 1 sl Jeos() 2 sin (L=Ck)” (33)
zeigt, daB t(y) Losung der DGI (31) mit € = 0 (also £ = 0) ist, wenn wir setzen

3 = o= o 3

Bem.: Man kann sogar (allgemeiner) C' = 2 setzen!

(d) Fiir die geg. Funktion y(t) = 4arctan(e/t) + 47k = %) gilt

y(0) = 4darctan(l) + 47k = © + 4nk,
1 1 2

) T (33

Wegen xz(t) = xoy(t) sind die gegebenen Randbedingung(en) erfiillt durch die Wahl

21’0
ty = o (36)
Vom Minimum bei y = 7 aus (wir wihlen & = 0) wird das erste Maximum bei y = 27
im Prinzip erreicht, da die Energie £ = 0 des Teilchens dafiir gerade ausreicht.
Bis dahin verstreicht jedoch die Zeit

At = lim {t(y)—t(ﬁ)} =ty lim {ln [tan (%)} - 0} = 00. (37)

y—27—0 y—2m—0



