Q.55 Teilchen im sphéarischen Delta-Potential (F2017.Q.1)

(a) Da ¥(r) = @ nicht von den Winkeln 6, ¢ abhangt, so gilt

10 4,0 u(r) 1 0 ,ru(r)—u(r) 1, ,
VRO = e S wet e = )]

u”(r).

r

Mit dem Potential V(r) = —%V5 (r — R) lautet die Schrodinger-Gleichung also

2mkE
u'(r) + vé(r — Rju(r) = — 7;; u(r).
Wie in der Angabe schreiben wir hierfiir
2m(—FE
W) — Kulr) = —vor— (), w2 = 2B L

h2

Da der Operator L2 nach den Winkelvariablen 6, ¢ ableitet, so gilt L2 U(r) =
Somit ist ¥(r) Eigenfunktion von L? zum Eigenwert ¢(¢ + 1)h* = 0,

¢ = 0.

(b) Integration [ ;_te du ... der Schrodinger-Gleichung liefert zunachst
R+e
[u’(R +e€)—u'(R— e)] — HQ/ duu(r) = —vu(R).

R—e¢

Im Limes € — 0 folgt die gewiinschte Beziehung,

lim [u’(R—i—e) (R~ e)} — —vu(R).

e—0
(c¢) In den Bereichen I (r < R) und II (r > R) gilt jeweils
u'(r) — k*u(r) = 0 (r#R).
Wegen k > 0 (E < 0) ist die Losung jeweils von der Form

u(r) = Ae" 4+ Be™™ (r < R)
| Ce" + De " (r>R) [’

Damit ¥(r) = @ am Ursprung regulér ist, mufl »(0) = 0, also A+ B = 0 sein.
Damit ¥(r) normierbar ist, mu8 C' = 0 sein,

N A

(d) Nur Skizze (i) ist mit dem Ansatz aus Teil (c¢) vertréglich.

(2)

(3)

0.

(4)

(8)

(9)



(e) Der Ansatz aus Teil (¢) mufl bei r = R stetig sein,
A(e" — e ) = De™f = D = A(e*f —1). (10)
Damit ergibt sich (mit A als Normierungskonstante) die Funktion

A(e" —e") (r < R)
U(T) = { A(<e2nR_ 1)6—27" (7’ i R) } (11>

Der Wert von x folgt aus der in Teil (b) hergeleiteten Bedingung fir u/(r),
—kDe™™ — K A(e™ 4+ ) = —v De ", (12)

Mit D = A(e*f — 1) aus der Stetigkeitsbedingung wird daraus

26R
VR = [ (13)
(f) Man plotte die Funktion f(5) = % des dimensionslosen Parameters 5 = 2kR
und bestimme die Schnittpunkte des Graphen mit der Horizontalen ¢(8) = o = vR.
Da f(j3) streng monoton steigend ist, mit f(0) = lim —5—= = 1, so gibt es

B—0 B+0O(5%)
e keine Losung im Fall a < 1,
e genau eine Losung im Fall o > 1.
Der Parameter « ist, ebenso wie 3, dimensionslos.

Q.56 Oszillierende Zustidnde (F2017.Q.2)

(a) Die gegebene Wellenfunktion,

U(r,t) = o3 [\/g sin <7r g) + \/g sin (27r g) e—iwt] , (14)

1aBt sich schreiben als

. . z) = y/Zsin (7w 2),
U(x,t) = i[cbl(x) e W3 4 ¢2(:13)e_14“t/3] () \[ () (15)
V2 ¢o(z) = \/gsin (2m%).
LS der zeitabh. Schrodinger-Gleichung (zaSGl):
0 1w —iwt/3 4hw —idwt/3
lhat V(x,t) = 7 [ 3 1(x)e + 3 Pa(x) e : (16)
RS der zaSGI:
h* 0? R 1 [/my2 ot 27\ 2 :
e - v - o —iwt/3 “n —idwt/3
o Vant) = g (T ot o (Y o] )

Die zaSGl ist also erfiillt, LS = RS”, wenn w = 3hm”

2ma? "

(b) Die Energie fw = %hw — %hw ist gleich der Energiedifferenz Ey; — E; der beiden
beteiligten Eigenzustiande ¢; () und ¢o(z) von H,

V(1) = e“flt/%[mm + gal) e E BN, (18)

2



(c) Da ¢; (Grundzustand) und ¢, mit gleicher Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢ = -

beteiligt sind, gilt W, = |¢|*> = 1
W ist zeitunabhangig, da Eigenzustande stationar und paarweise orthogonal sind.

(d) Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit ¢ im Intervall [0,

W) =

a/4 9
/ do | ¥(z,1)]
0

V2

%] zu finden, betrégt

1[4 T T 2 T 2
—/ dx { [sin (71'—) + sin (27r—> cos wt} + [sin (27?—) sinwt} }
a J, a a a

/0 "y {[Sm(wy) + sin(2ry) coswtr + [ sin(2ry) sinwtr}

1/4
/ dy { sin®(ry) + 2sin(my) sin(27y) cos wt + sin2(27ry)}
0

1 sing [sin 7 sin 3—”} 1 sin7

8 47

4 t+ ==
o 6r | ST s T T

wobei er zuletzt einige der angegebenen Integrale benutzt,

sowie fo dy sin?(27y) =

Die Oszillationsfrequenz w =

1/ ?du sin?(7u) substituiert haben,
1 1 V2 3hm?
Wi(t) = 1_1(1_;> + 3 cos wt, W=
~————
0.170 0.150
EooB, h L entspricht der Periode T = 2.

Bei der (kinetischen) Energie E = $(FE) 4+ F») = 2 hw hitte ein klassisches Teilchen
die Geschwindigkeit v = \/ZE/m, also die Periode

2a 2a/m 2ay/m 27 3 27w
Ty = 22 = — ~ T.

Vel VoE 5 h2x2 5 h2xd \/ w

2ma?

(e) Der Mittelwert des Ortes « zur Zeit ¢ berechnet sich gemé&s

(x); = /OadxﬂW(:r,t)}z.

Mit der gleichen Substitution wie in Teil (d) ergibt dies

()¢

1
= a/ dy y{sin2(7ry) + 2 - sin(7my) sin(27y) coswt + sin2(27ry)}
0
1 8 1
= a 1—1—2-ﬁcoswzf—i-l—l

1 16
= a|=- — —— coswt
(2 972 )

(22)

(23)

Dieser Mittelwert iiberquert den Mittelpunkt z = ¢ des Kastens immer dann, wenn
coswt gleich null wird, also zu den Zeiten

™ 3 5T
2w 2w 2w’

(24)



Q.57 Teilchen im Kastenpotential mit durchlassiger Wand (H2017.Q.1)

(a) Die Wellenfunktionen von Grundzustand (gerade) und erstem angeregten Zustand
(ungerade) sind im Limes g — oo gegeben durch

vl(z) = \/% ‘sin (%x) ) , Plz) = \/%sin <%x> (25)

In beiden Féllen gilt offenbar

R A2 A2
“omazta® = 55
EOO
0

Hyg (x) = o (). (26)
Im Limes g — oo sind diese Zustande also tatséachlich entartet.
(b) Wir schreiben die zeitunabh. SGI in der Form

W) = Tede) i) - T w() (el < L), (27)

Integration f_EE dx... und anschlieBender Grenziibergang € — 0 liefert
_ 2m
Y(07) = ¢(07) = S g9(0) (28)

(c) Bei endlichem g > 0 bleibt die ungerade Wellenfunktion unveréndert,

vi(x) = \/%Sin (%x) (29)

Dagegen nimmt die gerade Wellenfunktion folgende Form an,

Nsin (k(L —z)) (0<z <L),

vi(r) = { Nsin (k(L+2)) (~L < <0), (30)

mit einer Normierungskonstante A" und einem k < 7, welches durch die Bedingung
aus Teil (b) festgelegt wird. Im Grenzfall g — 0 wird k& = 77 und

Yo(z) = \/%COS (%x) (31)

Da die Funktion v (z) fiir 0 < g < oo schwécher gekriimmt ist als ¢{(x), so gilt

By < EY = E& (32)
(d) Der Anfangszustand ¢ (z,0) = ¢o(x) + ¢1(x) entwickelt sich im Laufe der Zeit ¢ als

w<x,t) = ¢0($) efiwot + (bl(x) efiw1t
B, — E,

o iwot [gbo(a:) + ¢y(w)e |, W= w; —wy = _— (33)
Die Wkeitsdichte [¢)(x,t)|* geht also nach Ablauf der Zeit 7' = I, mit e” " = —1,
in ihr Spiegelbild beziiglich z = 0 tiber, | (z, T)|> = | (—z,0)|>.
Mit g — oo wird w; = wy, also w = 0 und |¥(x, t)|? zeitunabhingig: T — co.




Q.58 Bindungszustand im sphérischen Potentialtopf (H 2017.Q.2)

Vorbem.: Laplace-Operator V? = 88—;2 + 88—;2 + 5—22 in Kugelkoordinaten (r, 6, ¢),

z

Das Quadrat L? des Bahndrehimpulsoperators wirkt nur auf die Winkelkoordinaten (6, ¢),

2
j;2:_h2<1 2Sinﬁa ;8)

sn020°"80 T Sn20 052
Dabei gilt: L2 Y (0, ¢) = (0 + 1) B2 Yy (0, ¢).

(a) Die Wellenfunktion faktorisiert geméa8 1(r, 0, ¢) = R(r) Yo (0, ¢).
Schreiben wir R(r) = @, so geniigt u(r) bekanntlich! der Radialgleichung

) + VRO = Bul), V) = Vi D

Im Fall =1 und mit £ = 0 wird daraus (nach Multiplikation mit —2%)

2m 2

" [T% — 2’;—2‘/0] u(r) (7” <a: V(r)= —Vb)
2 u(r) (r>a: V(r)=0)

AuBenraum r > a: Der Ansatz u(r) = r™ liefert die Losung u(r) = Cir—t + Cyr?.
Eine normierbare Wellenfunktion R(r) = “2 erfordert Cy = 0, also u(r) = G,

T

[e’s) [e%s} [e’e) 2
/ drr? |R(r)|? :/ dr |u(r)|? :/ dr ’67:12| < 0

(b) Innenraum r < a: Dem Hinweis R(r) o ji(kr) folgend setzen wir u(r) = C'rji(kr),

C [sink
u(r) = " Slzr T cos kr] :
= J(r) = % coikr — SII?T];T + ksin kr] ,
(2 [sink in k 2
= d'(r) = % = (SIZTT — cos kr) — kK (SIET L cos kr)] = [ﬁ — k’Q} u(r).

Die Radialgleichung fiir » < a ist also tatsachlich erfiillt, wenn wir identifizieren

vV2mVjy

k = .
h
IMit der angegebenen Form von V2 und mit (r, 0, ¢) = @ Yo (0, ¢) sieht man dies so:
R _, r? (1 92 1 L2 u(r)
- S S i Rt VA ¥
2m Viy(r,9,¢) om\ror” T w2 r em (0, ¢)

2 2




(c) Nach den Teilen (b) und (a) hat die Radialfunktion nunmehr die Form

C [sinkr
() o [T—coskﬂ (r<a) R
R(r) = == = . . (k=22 (30)

Bei r = a muf sowohl R(r) selbst als auch die Ableitung R'(r) stetig sein.
Letzteres trifft genau dann zu, wenn auch die einfachere (nennerfreie) Funktion

C Isinkr — kr cos kr r<a
T2R(T) B { ' [ Ch } ET>G§7

bei 7 = a eine stetige Ableitung hat, wenn also

d B Cr sinkr (r <a),
dr (r) = { )

a o
rh 0 (r>a
bei r = a stetig ist. Zu diesem Ende muf3 offenbar sinka = 0 sein,

V2m Vg a?
kazyzmr (ne€Z).
Der Fall n = 0 (k = 0) ist auszuschlieBen, da sonst im Innern R(r) o j;(0) = 0 wére.
Wegen ji(—z) = —j1(x) kdnnen wir uns auflerdem auf positive n > 0 beschrénken.
Der kleinstmogliche Wert von Vpa? (bei dem es gerade noch einen gebundenen
Zustand mit ¢ = 1 gibt) gehort also zum Fall n = 1,
w2 h?

Voa? = .
0 2m

(d) Stetigkeit von R(r), Gl. (34), bei r = a erfordert nun (mit ka = 7):

j1(7r) (r <a)
:g REN 01:01: R(r) = C- )

2 2
a k %a_; (r >a)

r

Q3

AQ

sinz __ cosz

p und einer Normierungskonstante N; = C.

mit ji(z) =
o.4§
03
02"
0.1° \ -~

0.0: \ V4 - — »
-0.1] r=a o\ / ~

—0.2*

Figure 1: Blau: Radialfunktion R(r), mit C'= 1. Rot (gestrichelt): j; (7 Z).



