M. 55 Erhaltungsgréfien im Zentralpotential (F 2017.M.1)

(a) Fiir den Drehimpuls L = r x p gilt nach Produktregel
L =fxp+rxp =0, (1)
~——

=0

da im Zentralpotential die Kraft F = p parallel zum Ortsvektor r ist.

(b) Allgemein gilt zundchst

= %%[r r} = %%rz = rr & o= % (2)
Nun berechnen wir
A = ¥ x L+ V'(r)ir + V(r)i. (3)
Wegen mi =F = —V'(r)* und 7 =% gilt also
A= Vs + v'<r)¥r + V()i
= V'(r)rt + V(r)r
= [V)r + vils, (4)

wobei wir r x (r x f) = (r-¥)r — r*f benutzt haben.
Die Bedingung A = 0 erfordert also
%4 C
vy = Y0 .
r r

(¢c) Da L =r x p sowohl zu v x L als auch zu r senkrecht steht, so gilt

A-L =0 (6)
Des weiteren gilt
2 L? 2
A-r =r-(vxL)+V(r)r = — 4+ V(r)rs. (7)
N’ m
(rxv)-L

(d) Mit A - r = Ar cos ¢ folgt mit dem letzten Ausdruck

L2 L2
A = — + V(r)r? & = — M 8
reoso = Tt Vi R ©
Im Ausdruck 7(¢) = 755 gelten also!
L? A 2L2F
p = —, e = — =1/1+ 5 9)
ma a ma

1Zur Formel fiir € : Im Perihel (¢ = 0, mit: r = |r| = rq, |v| = vg) gilt
L = mrgvg, E:Evz—g.
2 To

Elimination von vg liefert eine quadratische Gleichung fiir rg. Im Fall £ > 0 hat diese nur eine Losung
ro > 0; im Fall E < 0 hat sie zwei Losungen o > 0, von denen die gréfiere (Aphel !) auszuschlieflen ist.
In beiden Fallen ergibt dies (im Perihel)

ro = — \/1—1—@—1
O~ 9o mo '

Mit A= L — o folgt hieraus: ngzii -1= 2Lz}f[\ﬁ—l]*l—l = .. =4 /1+2£E

mro ma ro ma? ma?




M. 56 Schwingungsperioden (F 2017.M.2)

(a) Mit V,(z) =% ergibt sich wegen E = Zv? + V,(2):

2EN\1/2n [12F
max — ) max — . 10
v < k ) Y m (10)

(b) Energieerhaltung: & = :i:\/ % [E —Vy (m)} TdV liefert die Schwingungsperiode

T, =4

/ o do ~ 4 \/E / R (11)
o VEE-@] VPR i

T _ wird daraus

Mit der dimensionslosen Variable & =

Tmax
m bode

a1 xmax-[na -[n - i
2K 0 \/1— ¢

T, =4

Mit obigem Ausdruck fir z,,., ergibt dies

m m /2FE\ (1-n)/2n
T, = AL, |22l = a1, /& (-) . 13
k xmax k k ( )

Es gilt also p=1—-n und q:lg—n”.

(¢c) In E = %U2 + Vo(x) setze v = vpaxw und = = Tyaé,
Ew? + B¢ = E & et = L (14)

Dies ist im Fall n = 1 (harmonischer Oszillator) die Gleichung des Einheitskreises.
Wichst € von —1 bis +1, so ist w > 0 und wachst von w = 0 bis w = 1 um dann
wieder nach w = 0 zu sinken: Der Kreis wird also im Uhrzeigersinn durchlaufen.
Die beiden Punkte ({|w) = (0|£1) liegen immer (fiir alle n € N) auf der Trajektorie.
Dasselbe gilt fiir die beiden Punkte (§|w) = (£1]0).

Dagegen folgt fiir Punkte (£ | %\/5) auf der Trajektorie die Bedingung

€ = (%)W” L1 (fiir - o0). (15)

Folglich wird fiir n > 2 der Kreis nach auflen deformiert.

0.5+

Figure 1: Die Trajektorien (£ nach rechts) fiir n =1 (rot), 2 (griin) und 5 (blau).



M. 57 Bewegung im repulsiven 1/r’-Potential (H 2017.M.1)

Geg.: Stoflparameter b und asymptotische Geschwindigkeit v.,. Daraus folgen:

()

E = —uv, L = bmus.
2
Da E = 21?+ U(r) erhalten ist, wobei U(r) =%, so folgt
dK d
—_— = — T —2F ]
dt dt [mr P bt
2r
= m@E’+r-f)—2E = mr-i— — = 0,
r
wobei im letzten Schritt benutzt wurde: mi = —VU(r) = 25X
Allgemein gilt
. 1d Ir-1] 1d , ,
rr=_—rr| = -——r" =7
2dt 2dt
Zur Zeit t = 0 soll gelten: r = ry,, also 7 = 0. Somit folgt
K = K(t=0) = [mm’“ - 2Et] = 0.
t=0
Aus K =mrr—2FEt =0 folgt die DGI
dr 2FEt
r= — = —.
dt mr
Trennung der Variablen, rdr = %t dt, ergibt
1 E 2F
5(7"2 —r3) = E(tQ — 1) = r(t) = AT t+ e 2,
wobei wir 7o = ryi, und tg = 0 gesetzt haben. Teil (e): Ty = /0% + % > b.
Mit F = 22, wird hieraus schlieBlich
Voo T\ 2
t) = Tmin 1 ( = >
r( ) : * Tmin
Da L = mr?¢ erhalten ist, so folgt
h L L (" dt L 1 t
n) = [ at - — - —arctan (=),
o(h) /0 mr(t)? mvgo/g A+ 12 mv2, ¢ arckan
wobel ¢ = ’";“T; Wegen L =muv, b lautet dies
b ot
o(t) = arctan <v )
T'min T'min
Somit iiberstreicht ¢(t) fiir —oo < t < co den Wertebereich ———2 < ¢ <
Streuwinkel:
0 = m—[¢(c0) — p(—00)]
b
= 7r<1 — )
Tmin
Bewegungsbahn in der zy-Ebene:
x(t) ) ( cos o(t) )
rit) = = r(t . .
0= (3 ) = oo

NIE

Tmin
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Voo t
Tmin

(e) Die geometrische Form der Bahnkurve r(u), mit Kurvenparameter u = 2=t wird

alleine durch r;, und b bestimmt. Ausgedriickt durch £ und L gilt

L L L? 1 r

Die Formel fiir 7, ergibt sich aus der (konstanten) Energie zur Zeit ¢t = 0,

m

E=—
2

i qs(O)r b Ulram) = (L2 1) L (28)

2m Tiin

Bei gegebenen Werten von b und 7,,;, wird diese Kurve fiir verschiedene Werte der
asymptotischen Geschwindigkeit v,, = @/% unterschiedlich schnell durchlaufen.

AY /

1.5} /

Figure 2: Darstellung in einer beliebigen Langeneinheit /.

Rote Kurve: Streubahn im Fall b = 0.6 ¢, rp,;, = 1.0 ¢ mit Asymptoten (gestrichelt).
Der Stoflparameter b = 0.6 ¢ ist der Abstand dieser Asymptoten vom Ursprung (0|0).
Blauer Pfeil: Ortsvektor r(t) zur Zeit t = %4 mit v, = 1.0, Dabei gilt:

r(t) = |r(t)| ist die Lange des blauen Pfeils; h

o(t) ist der Winkel zwischen der z-Achse und dem blauen Pfeil.



M. 58 Bewegung auf einer Drehscheibe (H2017.M.2)

Vorbem.: X sei das Ruhsystem der Drehscheibe, mit Ursprung in deren Mittelpunkt;
S sei das Inertialsystem mit gleichem Ursprung (”raumfestes Bezugsystem”). Die in X
beobachtete Winkelgeschwindigkeit (WG) der Kugel (um deren Schwerpunkt) sei ok (1).
Mit der in S beobachteten (zeitlich konstanten) WG &p = wpe, der Drehscheibe ergibt
sich die in S beobachtete WG der Kugel (um ihren Schwerpunkt) durch Vektoraddition,

B(t) = @p + Tx(t). (29)

(a) Die in X beobachtete Geschwindigkeit vy (t) des Kugelschwerpunkts ist offenbar
gegeben durch die Rollbedingung?

Damit ergibt sich seine in S beobachtete Geschwindigkeit bekanntlich?® zu

Vg(t) = Vg(t) + (IjD X I'(t)
= —LUK(t) xR + CUD X I‘(t)

Da sowohl R als auch &p in S konstant sind, so folgt die Behauptung,
i(t) = —vg(t) = —dk(t) x R + dp x ().

(b) Mit dem Drehimpuls L = I& der Kugel (um ihren Schwerpunkt r), wo & = &(t)
durch Gl. (29) gegeben ist, und dem Drehmoment N = R x F folgt (wegen L = N)

L = Idx = RxF = R x (mi)
N F

> m .
= (JJKZTRXI‘.

Die Vektoridentitdt (a x b) x ¢ =b(a-c) — a(b-c) ergibt (mit I = 2mR?)

- _m . _ mJ. . 9.
GexR = T (Rxi) xR = T[r(R_;zQR) - R(:OR)] = o

Kombination mit dem Resultat von Teil (a) liefert die Bewegungsgleichung (BGI)

).

i= Adpxt (A=

~3Ino

(c) Als Losung r(t) dieser BGI (fiir den Kugelschwerpunkt) setzen wir eine Kreisbahn
in der xy-Ebene an (Mittelpunkt rp, Radius Rp, Winkelgeschwindigkeit wg),

cos(wpt) rp
r(t) = rg + Rp | sin(wpt) |, rg= | ys |. (30)
0 R

2Nach GI. (29) gilt also zugleich vx(t) = @(t) x (—R), da die Vektoren &p und —R. parallel sind.
3In Lehrbiichern wird die erste Zeile dieser nachfolgenden Gleichung oft geschrieben als

(%)sr<t) = (%)Er(t) + dp x r(t).



Damit erhalten wir einerseits

cos(wpt)
i = —wiRp | sin(wpt) |,
0
und andererseits
0 — sin(wpt)
2 ) 2
—WUp XT = = 0 X wgRp | + cos(wpt)
7 7
Wp 0
9 —wp cos(wpt)
= ?wBRB —wp sin(wpt)

0

Vergleich beider Ausdriicke liefert schliefSlich

2
wp = —Wp.

7



