E. 55 Parallele Drahte (F 2017.E.1)

(a) Wegen D = 0 und ppy = po (Vakuum), also H = F%OB haben wir

oD
VXH:J—FE = VXB:M()J

Nach dem Satz von Stokes folgt in Integralform

j{ dl-B(r) = ,uo/da-J,
ox by

wobei X ein beliebiges Flachenstiick mit Randkurve 02 ist.
Da die B-Feldlinien in sich geschlossen sind, miissen sie aus Symmetriegriinden
Kreislinien um die Drahtachse (z-Achse) sein,

Hier kann, wiederum aus Symmetriegriinden, B(r) weder von ¢ noch von z abhédngen.
Wiéhlen wir also X' als Kreisscheibe (Radius p) mit Mittelpunkt auf dem Draht und
parallel zur zy-Ebene (senkrecht zum Draht), so ergibt sich

pol 1

2mpB(p) = mo!l = Blp) = - >

(b) Mit der angegebenen Formel fiir die Rotation in Zylinderkoordinaten liefert die
Bedingung Vx A = B = B(p) e fiir A = A e, + Ayes+ A e, die drei Gleichungen

DA, d(pAy) aAp__aAz__B() (pAys) 04,
a6 09 82 op Wb a0
Die zweite davon wird gelost durch A, (p,¢,2) = 0, A.(p,¢,2) = —’%I In p%'

Wiihlen wir auflerdem A, (p, ¢, 2) = 0, so sind auch die restlichen Gleichungen erfiillt,

A = ——In—e,
(r) o Moe
C 1t e, = —singpe,+cospe, gilt tur den ersten Draht in kartesischen Koordinaten
Mit ey in ¢ yg'lf"d Draht in k ischen Koordi
11
B(r) = B(p)e, = %;[—sin¢ex+cos¢ey}

fo 1 Y Z
= - + —5—e,| = B(z,y),
2 [ 2y +x2+y26y] (@)

wobei im zweiten Schritt z = pcos¢, y = psing, 2+ y? = p? benutzt wurde.
Das Gesamtfeld beider Dréhte ist also gegeben durch

Bges(r) = B(z,y) — B(z —d,y)

_Mof_y+ y e+w_93—d .
2 2?24y (z—dP?+y?) " \a? 42 (e—d)?+y?) ]

Speziell auf der Gerade = = %l wird daraus

po I d

Bges(4,y) = gmem
4



wahrend sich auf der z-Achse y = 0 ergibt

po I d
B _tl & o
ees(,0) 21 x(d —x) ©v

In der xy-Ebene ist also die Parallele x = %l zur y-Achse eine Bges-Feldlinie: Dies
ist die Symmetrieachse zwischen den beiden Durchstofipunkten (0]0) und (d|0) der
Dréhte. Alle tibrigen Byes-Feldlinien sind zu beiden Seiten dieser Symmetrieachse
jeweils konzentrische geschlossene Kurven (keine Kreise!) um diese beiden Punkte.

AY

=0

Figure 1: Blaue Punkte: Durchsto3punkte der beiden Dréhte durch die xy-Ebene.
Rote Kurven: Exakte B,es-Feldlinien in der zy-Ebene. Umlaufsinn: Im Bereich 0 < 2 < d
werden alle Feldlinien von unten nach oben (in positive y-Richtung) durchlaufen.

(d) Auf einen positiven Ladungstriger ¢ im zweiten Draht (am Ort ro = de, + 25€,
und mit Geschwindigkeit vo = vge, (wobei vy < 0 ist, da im zweiten Draht der
Strom in negative z-Richtung flieBt) wirkt die Lorentz-Kraft

Kror = qav2 X By(ra),
wobel By (re) = B(p2) €, = B(d) e, das Feld des ersten Drahtes am Ort ry ist,

KLor = (209 B(d) e, X e,
= —quy B(d)e,.

Mit der positiven Linienladungsdichte Ay (in %) der Ladungstrager ¢ im zweiten
Draht ist die Lorentz-Kraft pro Langeneinheit gegeben durch

kLor = —)\2 V2 B(d) €,
,u012 1
= IB(d)e, = —— ey,
(d)e 21 de
mit der Stromstarke I, = Ay vy = —1 < 0 im zweiten Draht.

Im Fall I/ = 1A und d = 1m, mit pg = 47 - 10*71—;, ergibt sich: |kpo| =2 - 10*7%.
e Da diese Kraft in positive z-Richtung wirkt, stofien sich die Dréhte ab. (Dies kann
man auch elementar mit der Rechte-Hand-Regel begriinden.)



Exakte Feldlinien (nicht verlangt): Um die Symmetrie zu erhohen, verschieben wir

beide Drahte um ¢ = g in negative z-Richtung. Das Gesamtfeld beider Drahte wird dann

EgeS(r) = B(l’ +¢, y) o B(IE -G y)
Mol | [ y n y e
27 (4+c)?+y* (x—c)?+y?

i ((QE +ch);0+ 2o (x —xc;ir y2> ey]’ (C - g) '

Jeder Abschnitt y = y(x) einer Feldlinie geniigt also der DGI

ztc _ T—C
y’(x) = % — By(a;,y) _ (4?4’ (@—0)?+y>  _ CQ—xZ’
dx Bx<x7 y) ($+CZ)/2+y2 - (x—c%l2+y2 21‘?]

wobei wir zuletzt mit [(z + ¢)? + y?] [(z — ¢)? + y?] erweitert und dann vereinfacht haben.
Trennung der Variablen ergibt zwei Losungsscharen (mit einer Integrationskonstante a)

x x? d
= /A= — = =), 1

Der Radikand besitzt im Fall 0 < a < 2= genau zwei Nullstellen xr(a) und xg(a), wobei

zr(a) < ¢ < zg(a), lim zp r(a) =c,
a—-<
N
und ist im Intervall |z (a), zg(a)| positiv. z(a) und zx(a) sind also die Schnittpunkte
der zum Parameterwert a gehorenden Feldlinie mit der (positiven) z-Achse (vgl. Fig. 1).
Der zum gewitinschten Schnittpunkt xy(ay) = 25, gehorende Wert ay, ist gegeben durch

x x
A=k -2k = = ay = zpe k2 (2)
ag 2

Die raumlichen Feldlinien treten orthogonal durch die zz-Ebene. Zur graphischen
Darstellung werden einzelne Linien ausgewéihlt deren Schnittpunkte mit der xz-Ebene
dort mit einer Dichte pP (z, z) (in —5) verteilt sind, die der Feldstérke proportional ist,

B

e

p%]i(x,z) = Bges<$,y:0,2)

(héngt von z nicht ab),

mit willkiirlichen Konstanten o bzw. 8. Die Schnittpunkte der resultierenden Feldlinien
in der zy-Ebene mit der x-Achse miissen dann folgende Dichte (in %) haben,

pFL \/ P%]g \/7#

Eine dieser Feldlinien ist die y-Achse x = 0. Die Anzahl der weiter ausgewahlten Feldlinien
zwischen x =0 und z = X, mit 0 < X < ¢, betréigt also

N(X):/O dz pi? \/_/ \/7 \/Barctanﬁ.

Um also in 0 < x < ¢ insgesamt N — 1 Feldlinien zu zeichnen, wihlen wir /3 = N - %
Die k-te dieser N — 1 Feldlinien schneidet die z-Achse bei x = xy, wobei N(zy) = k,

Ly (t ; k-7r>
_— = tan —— ).
V1+8 * 2N

Diese Feldlinie ist also explizit gegeben durch Gl. (1), mit a = a; nach Gl. (2).

T = N_l(/{}) =

3



E. 56 Aufladen eines Kondensators (F 2017.E.2) !

(a) Aus CU(t) = Q(t) folgt U(t) = £Q(t) = £I(t). Folglich gilt

Ut) = % /0 at' (¢, B = 0,

da der Kondensator zur Zeit t = 0 ungeladen sein soll.
(b) Da zwischen den Platten des Kondensators kein Strom flieit, J(r) = 0, so gilt

VxB = lLLoEQE = %[(i)ez,

wenn die Platten parallel zur zy-Ebene liegen. Aus Symmetriegriinden folgt

_ Moo poy

wobei wir im zweiten Schritt Zylinderkoordinaten (s, ¢, z) eingefiihrt haben. Auf
der Mantelflache des besagten inneren Zylinders gilt s = R,
oo R

B(r,t) = ‘57 1) 5 es.

(¢) Mit der Energiedichte w = %60E2 und dem Volumen 7 R?d des Kondensators folgt

Wi(t) = d B eoE(t)2-7rR2d] -

- %[% U(zﬂ = CUMU®) = UWB) ().

(d) Das Feld des Poynting-Vektors auf dem Zylindermantel ist

1 1 U(t) Ho€o R R
= —E@r)xB) = — LB -
S(I') ,UO (r) X (r) ,u() d Cd ( ) 2 €. X e¢

Mit der Mantelfliche (27 R)d des Zylinders gilt also

W,(t) = (2nR)d-|S| = eOWC—}ZQU(t)I(t) = U)I().

(e) Mit W,(t) = U(t)I(t) gilt also
Wi(t) = Wy(t) = Wi(t).

e Die von der Spannungsquelle geleistete Arbeit wird also zunéachst in die Energie
des Feldes auflerhalb des Kondensators umgewandelt, von wo sie dann durch die
Zylinder-Mantelflache in den Raum zwischen den Kondensatorplatten fliefit.

e In Aufgabe (F 2004.E.1) liegt statt des Kondensators ein (ebenfalls zylindrischer)
Ohmscher Widerstand vor, in dem statt I(¢) ein zeitlich konstanter Strom [ fliefit.
Auch dort flieBt die Feldenergie von aulen durch die Zylinder-Mantelflache, wird
dann allerdings im Innern des Zylinders in Ohmsche Warme verwandelt.

1Vgl. Aufgabe E. 3 (F 2004.E.1): ”"Wo fliefit die elektromagnetische Energie?”
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E. 57 Homogen magnetisierte Kugel (H 2017.E.1) 2

Bem.: 1. Der Punkt mit den Kugelkoordinaten (r, 0, ¢) hat die kartesischen Koordinaten

x(r,0, ) 7 8in 6 cos ¢
r(r,0,¢) = y(r,0,9) = 7 sin @ sin ¢
2(r, 0, ¢) rcosf

Folglich ist die lokale Basis {e,, ey, es} fiir Kugelkoordinaten gegeben durch

sin @ cos ¢ cos 6 cos ¢ —sin¢
e. = | sinfsing |, e = | cosfsing |, e; = cos @
cos 6 —sinf 0

Es ist also e,.cosf — eysinf = e,, und nach Gl. (1) der Angabe gilt

B be, (7“ < R),
B(r) = { 2 [3zze, + 3yze, + (322 —r?)e.] (r > R). (3)

Fir r < R ist B(r) also homogen in z-Richtung, mit dem Betrag b = |B(r)].
2. Aus Gl. (1) der Angabe folgt mit der Formel fiir die Rotation in Kugelkoordinaten

wit) = VxBw) = {1

Strome j, falls vorhanden, kénnen also nur auf der Kugeloberflache r = R flielen,

i(r) = 6(r—=R)k(6,9).
Wihrend j(r) die Einheit [j] = 1 -5 hat, ist k(6, ¢) eine Flichen-Stromdichte, [k] = 1-=

s
(denn die Deltafunktion hat die Einheit [6(r — R)] = 1m™).
Aus der Axialsymmetrie von B(r) um die z-Achse folgern wir k(6, ¢) = e, k(0),

i(r) = ey o(r — R)K(6). (4)

(a) Nach GL (1) der Angabe gilt (innerhalb, sowie auerhalb der Kugel): B, = 0,
wéhrend B, = B,(r,0) und By = By(r, 6) reine Funktionen von r und 6 sind.
e Aus der einen Gl. (2), V- B = 0, folgt nach dem GauBschen Satz ("=")

7{ dA - B(r) = / d&*r[V-B(r)] = 0,

o0 o}

wobei {2 ein beliebiger Volumenbereich {2 mit Oberfliche 042 ist. Wir wahlen
2 = {r<7’,9,¢) ‘ R—e<r<R+e 0<0<0,+0d0, ¢ §¢§¢0+5¢}-

Fiir hinreichend kleine ¢ << R und 406,0¢ < 1 wird {2 mit beliebiger Genauigkeit
ein Quader mit Kantenldngen a; = 2¢, as = R06 und a3 = Rsinfyd¢ (Skizze!).
Im Limes € — 0 (also a; — 0) bleiben nur zwei der sechs Seitenflichen des Quaders
endlich (je mit Flacheninhalt asas), und das FluBintegral 148t sich abschétzen als

0 = lim dA - B(r)

e—0 o0

AT 11_{% [Br (R + €, 90) — B, (R — €, 90)} .

2Vgl. Aufgabe E. 32 (F 2011.E.2)



Fiir hinreichend kleine as, a3 geht ”~” in ein Gleichheitszeichen "=" {iber,
lim | B, (R +¢,06) — B, (R~ ¢,6,)| = 0. (5)

e Aus der anderen Gl. (2), V x B = ], folgt nach dem Stokesschen Satz ("=")

fgzdr.B(r) = /EdA[VXB(r)] _ Mo/EdA-j(r),

wobei X ein beliebiges Flachenstiick mit Randkurve 90 ist. Wir wahlen
5 = {r(r,@,gbo) ) R—e<r<R+e 90§9§90+50}.

Fir hinreichend kleine € < R und 00 < 1 wird aus X mit beliebiger Genauigkeit
cin Rechteck mit Seitenlédngen a; = 2¢ und as = R0 (Skizze!).

Im Limes ¢ — 0 (also a; — 0) bleiben nur zwei der vier Seiten dieses Rechtecks
endlich (je mit Lange as), und das Linienintegral 148t sich abschétzen als

Lo ll_r)% EdA-j(r) = 11_% 8Edr-B(r)
~ a lim | By(R+e,00) = Bo(R—.00)|.  (6)

Der Limes ist bei gegebenem R offensichtlich eine reine Funktion f(6y) von 6,

lim | By (R +€,0) = By(R — ¢,0)| = f(0). (7)
In Gl. (6) wird fiir kleine as = R 4§60 aus "~” ein Gleichheitszeichen ”="

lim {MO lim /E dA - j(r)} — (0.

az—0 a9 e—0

Mit as = R0, dA =rdrdfe,, j(r)=e,d(r — R)k(6) [GL (4)] wird daraus

Rte Bo+50
f(bo) = 519—>0 750 {Mo hr% /R‘E rdr A df ey - ey 0(r — R) k(0)
1 B0+ -
By

= Mo k’(eo)
Mit Gl. (1) der Angabe liefert Gl. (5) [die erste der beiden Gin. (3) der Angabe]

3
lim LQCOSQ — becosf| =0 = m = @
e—0 | (R+¢€)3 2

Damit liefert Gl. (7) [die zweite der beiden Gin. (3) der Angabe]

) m ) ) 3b .
f(e) = 11_13% {(R—l—e)?’ sinf + bsm@} = [ﬁ—l—b] sinf = ) sin 6,

wobei wir zuletzt das vorausgehende Resultat m = @ eingesetzt haben.



(c¢) Mit der Energiedichte ¢(r) =
enthaltene Feldenergie gegeben durch

/ a & e(r)

. (mit 7 > R)

E,

1
= 2_Iu0 dgTB(I')Q
1 m?
= 3 /. dr/ d@/ d¢ (r* sin 0) —6(4COS f + sin 0)
Mo
2
= mm’ /d981n9<3(:os 0 + )
2#0 rR T
mm? 1
= o 5R5/ du(3u +1)
mm? 1 1
- 10 SRS [u +u} 1
B 4tm? 1
o BRY

(d) Nach Gl. (3) ist B(r) in {2; (mit r < R) bzw. in (2, (mit r > R) gegeben durch

0 m 3xz m 3rz
Bi(r) = b 0|, B,.(r) = 3 3yz =3 3yz
1 322 —r? 222 — 2% —q?

In der yz-Ebene (z = 0) gilt B, = 0 also auf den vier Strahlen mit der Eigenschaft

z = i%y und  y*+ 2% > R (8)
Diese Strahlen (griin in der Abbildung) miissen in der yz-Ebene die B-Feldlinien
(rot) dort schneiden, wo diese horizontale Tangenten (parallel zur y-Achse) haben.
e Zur Losung der Aufgabe zeichne man zunéchst die blaue Kreislinie und die vier
griinen Strahlen der Abbildung. Anschlielend skizziere man qualitativ einige der
roten Feldlinien so, dafl diese die griinen Strahlen jeweils horizontal schneiden.

z

I

=

Figure 2: Kugel (blau), exakte B-Feldlinien (rot) und die Strahlen von GI. (8) (griin).




Exakte Feldlinien (nicht verlangt): Laut Angabe gilt auflerhalb der Kugel

B(r) = T—n;<2cosﬁer + sin9e9>

= B,(r,0)e, + By(r,0) e, (r > R).

Eine Feldlinie r = r(f) geniigt also (warum genau?) der Differentialgleichung

7"/(9) = g — TBT(T‘,G) _ 27'((9) cos
T df Bp(r,) sinf

Trennung der Variablen und Integration ergibt

g = 26989d9 = lni = 2Insind,
r sin 0 70

mit einer Integrationskonstante ro. Die gesuchte Funktion r(6) ist also
r(0) = 1o sin?#,

wobei 79 = 7(§) der Maximalabstand der jeweiligen Feldlinie vom Ursprung ist.* Mit 6
als Kurvenparameter sind die Feldlinien in der rechten (y > 0) bzw. linken Halfte (y < 0)
der yz-Ebene (mit ¢ = +7 = ¢+ ) gegeben durch

o = () = (i) - (e,

3Der Ort, an dem diese Feldlinie aus der Kugel austritt, mit 7(6) = R, hat daher den Polarwinkel

O(rg) = arcsin/R/ro.



E. 58 Wellenausbreitung im Koaxialkabel (H 2017.E.2)

(a) Wir miissen zeigen, daff die kartesischen Komponenten £, und E, jeweils die

Wellengleichung erfiillen (fiir £, = 0 ist dies trivialerweise der Fall),

1 0°E
— 2 _ T
AE, = V°E, = 2 o etc.
Wegen e, = cos g e, +sin g e, gilt
v i U |
E.(p, ¢, 2;t) = — cosge=), E,(p, ¢, 2:t) = — singetet),
p p

Mit der angegebenen Formel fiir den Laplace-Operator A = V? in Zylinderkoordi-
naten folgt (Term fiir Term)

2 1 1
2 —
= -k E,.

E, — k*E,

Andererseits gilt offenbar % a;gz = —k* E,, q.e.d. (Analoge Rechnung fiir E,.)

Nach dem Faradayschen Gesetz gilt (mit der angegebenen Formel fiir die Rotation)

oB o U .
= - _v E = — Y Y ik(z—ct)
ot % Re [% 0z p © }

kU | kU
= —Re [e¢ IT elk(z_“)] = €, - sin [k(z — ct)].

Integration ergibt

1
B(r,t) = e¢% cos [k(z —ct)] = S % E(r,t),

wobei benutzt wurde: E(r,t) = ep% cos [k(z — ct)] (Angabel), sowie e, = e, X e,.

Der Poynting-Vektor,

1 U? 1
S(r,t) = —ExB = —e, — cos® [k(z — ct)],
Ho HoC P
gibt die Energie-Stromdichte an, welche zusammen mit der Energiedichte w(r, t) die
Kontinuitétsgleichung V- S +w = s (mit Quellterm s) erfiillt. Im zeitlichen Mittel,
cos?(wt) = 3, gilt hierbei

_ U? 1 —
S() = 5 -5 = S0

Die durch den Querschnitt des Koaxialkabels transportierte Leistung ist der Fluf§ der
Energie-Stromdichte S durch den ringférmigen Kabelquerschnitt X' (mit dem vek-
toriellen Fliachenelement da = e, dp pdo),

. U2 27 Rq 1 U2 R
P:/da-Sr = / d/ dpp—= = 2 In ==,
b (r) 2p0c Jo ¢ R ppp2 2ppc R;




