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Themenschwerpunkt A

Mechanik

Aufgabe 1: Bewegung im repulsiven 1/r?-Potential

Ein Teilchen der Masse m bewege sich im Zentralpotential U(r) = T'/r?, wobei I' > 0 eine
Konstante ist. Gegeben sind der Stofiparameter b und die asymptotische Geschwindigkeit v, des
Massenpunkts fiir Abstand r — oo. Neben der Energie E = mv? /2 und dem Drehimpuls L =
mbus, existiert fiir die Bewegung im 1/r?-Potential noch eine weitere Erhaltungsgréfie, nimlich

K=mv-7—2Et.

a) Zeigen Sie, dass K eine Konstante der Bewegung ist, dK/dt = 0. (6 Punkte)
b) Weisen Sie allgemein 7 - 7 = r- nach. Welchen Wert hat K, wenn zur Zeit ¢ = 0 der minimale
Abstand r = r,;, vom Streuzentrum erreicht wird? (3 Punkte)
c) Zur Zeit t = 0 soll 7(0) = 7yin sein. Bestimmen Sie mithilfe des Erhaltungssatzes fiir K
den Abstand r(t) vom Streuzentrum, wobei r(t) durch die beiden Parameter 7, und v
ausgedriickt werden soll. (6 Punkte)

d) Berechnen Sie unter Ausnutzung der Drehimpulserhaltung L = mr?¢p den Winkel (). Es soll
die Anfangsbedingung ¢(0) = 0 gelten. Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf des Winkels ¢(t).
Welchen Wertebereich iiberstreicht o(t) fir —oo < t < oo?

Geben Sie den Streuwinkel ¢ an. (7 Punkte)
Hinweis: Eine Stammfunktion von 1/(c* + t?) ist ¢ ! arctan(t/c).

e) Tragen Sie in die untenstehende Figur die Asymptoten zur Streubahn, die Grofien b, 7y, und
¥ ein, sowie fiir einen Punkt auf der Bahn die Grolen r und . (3 Punkte)
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Aufgabe 2: Bewegung auf einer Drehscheibe

Eine homogene Vollkugel mit Radius R und Masse m rolle
ohne Schlupf auf einer horizontalen Drehscheibe. Der in z-
Richtung liegende, zeitlich konstante Drehvektor der Dreh-
scheibe sei Wp. Die Drehung der Kugel um ihren Schwer-
punkt werde durch den sich zeitlich d&ndernden Drehvektor
Wk beschrieben. Es sollen die Kreisbahnen der Kugel unter-
sucht werden, die in einem raumfesten Koordinatensystem
beobachtet werden konnen.

a)

Zeigen Sie, dass aus der Rollbedingung die Bewegungsgleichung fiir den Kugelschwerpunkt
7.:.’ = (IJ)D X 7.?— (,UK X ﬁ

folgt. Hierbei sei 7 der Vektor vom Mittelpunkt der Drehscheibe zum Kugelschwerpunkt und
R der Vektor vom Schwerpunkt der Kugel zu ihrem Auflagepunkt auf der Drehscheibe (vgl.
Abbildung). (6 Punkte)

Die am Auflagepunkt horizontal auf die Kugel wirkende Kraft fiihrt zu einer zeitlichen Ande-
rung Wi des Drehvektors der Kugel sowie einer Beschleunigung 7 des Kugelschwerpunkts.
Leiten Sie durch Elimination der Kraft einen Zusammenhang zwischen &k und 7 her, und
zeigen Sie damit, dass sich die Bewegungsgleichung aus der vorigen Teilaufgabe in die Form

7= Adp X T

bringen lisst. Bestimmen Sie den Vorfaktor A. (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung der vorigen Teilaufgabe in einem raumfesten Koor-
dinatensystem durch Kreisbewegungen des Kugelschwerpunkts gelost wird. Leiten Sie einen
Zusammenhang zwischen der Drehgeschwindigkeit wp der Drehscheibe und der Kreisfrequenz
wp her, mit der die Kreisbahn durchlaufen wird. (9 Punkte)

Hinweis: Das Tragheitsmoment der homogenen Vollkugel ist 1 = %mR?
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Themenschwerpunkt B

Elektrodynamik/Optik

Aufgabe 1: Homogen magnetisierte Kugel

Eine homogen magnetisierte Kugel vom Radius R habe das magnetische Induktionsfeld

B {b(cosﬁer—smz?elg) r<R, (1)

B %5 (2cosve, +sindey) r>R,

wobei m und b positive Konstanten sind und (r, 9, ¢) die drei-dimensionalen Kugelkoordinaten
bezeichnen. Die Maxwell-Gleichungen reduzieren sich fiir das betrachtete Problem auf

- —

VxB=pj, V-B=0, (2)
wobei j hier die Dichte des auf der Oberfliche induzierten Stroms darstellt.

a) Leiten Sie aus GL.(2) folgende Randbedingungen bei r = R fiir die Komponenten der magne-
tischen Induktion her (B = B, €, + Byéy + B,é,):

lim [B.(R+€)—B.(R—¢)] =0, lim [ By(R+¢€) — By(R—¢€)] = f(9). (3)
e—0 =0
Skizzieren Sie die verwendeten Linien-, Flachen- und Volumenelemente, und begriinden Sie,

warum der Sprung in der Komponente By durch eine Funktion f(¢) beschrieben wird, die nur
vom Winkel ¢ abhéngt. (6 Punkte)

b) Geben Sie den Zusammenhang zwischen der Funktion f(¥) und dem Oberflichenstrom j
an. Benutzen Sie Gl.(3), um m durch die Stérke b der magnetischen Induktion im Inneren
auszudriicken. Geben Sie die explizite Funktion f(¢) in Abhingigkeit vom Parameter b an.

(6 Punkte)

¢) Berechnen Sie die Energie der magnetischen Induktion im AuBenraum.
Hinweis: Die Energiedichte ist dort gegeben durch ﬁBQ. (4 Punkte)

d) Skizzieren Sie nun B in der Ebene 2 = 0. Geben Sie dazu zuniichst den Ausdruck fiir B
in kartesischen Koordinaten an, und bestimrgen Sie die Orte in der Ebene x = 0, an denen
B.(0,y,z) = 0 ist. In welche Richtung zeigt B(0,y, z) auf der y- bzw. z-Achse? (9 Punkte)
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Aufgabe 2: Wellenausbreitung im Koaxialkabel

Ein Koaxialkabel besteht aus zwei konzentrischen, metallischen Zylinderflichen mit den Radien
R; und R, mit R, > R;. Im materiefreien Raum zwischen den Zylinderrohren koénnen sich elek-
tromagnetische Wellen mit beliebiger Frequenz w = ck in Richtung der Zylinderachse (d.h. in
z-Richtung) ausbreiten.

Das elektrische Feld einer solchen Welle ist auf den Bereich R; < ¢o < R, beschrinkt und hat in
Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) geschrieben die Form

» U .
E(7,t) = Re lég — elk(ZCt)] mit €, =cospeé, +sinpe, und U = reelle Konstante.
0

a) Weisen Sie nach, dass das angegebene elektrische Feld die homogene Wellengleichung erfiillt.
(8 Punkte)
Hinweis: Zur Vereinfachung der Rechnung konnen Sie mit komplexwertigen Feldern arbeiten.

Fiir den Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten (g, ¢, z) gilt

AF( 0 82F+18F+ 1 02F+82F
A = — _—

wobei F'(o, p, z,t) eine kartesische Komponente von E(F, t) sein kann.

b) Berechnen Sie mit Hilfe einer Maxwell-Gleichung das zugehorige reelle magnetische Indukti-
onsfeld B(7,t), und zeigen Sie, dass B(F,t) = 1e. x E(7,t) gilt. (7 Punkte)

Hinweis: Sie konnen folgenden Spezialfall fiir die Rotation in Zylinderkoordinaten verwenden:

- . L OV(o, z
V x [&V(0z2)] =6, % :

¢) Berechnen Sie den Poynting-Vektor S = /%OE x B und daraus die zeitliche gemittelte Ener-
gieflussdichte der Welle. (5 Punkte)

d) Berechnen Sie die Leistung P, die im zeitlichen Mittel von der elektromagnetischen Welle
durch den Querschnitt des Koaxialkabels transportiert wird. (5 Punkte)
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Themenschwerpunkt C

Thermodynamik

Aufgabe 1: Gummiband

Die Thermodynamik eines gestreckten Gummibandes werde durch die innere Energie U(S, L) als
Funktion seiner Entropie S und Lénge L beschrieben. Das Differential dieses thermodynamischen
Potenzials ist

dU =TdS + kdL.

T ist die Temperatur des Bandes, und k ist die Kraft, mit der das Band gestreckt wird. Die
Funktion k(T L) sei gegeben.

a) Transformieren Sie U(S, L) in das thermodynamische Potenzial F'(T, L), und berechnen Sie
das Differential dF'. (4 Punkte)

b) Zeigen Sie die Relation
05\ __(ok
oL),  \oT),’

¢) Wenn das Band bei konstanter Temperatur Ty von der Léange L; zur Lénge Ly reversibel
gedehnt wird, dann wird die Arbeit W geleistet, und die Warme () wird frei. Berechnen Sie
W und @ mithilfe der Funktion k(7 L). (6 Punkte)

d) Berechnen Sie mit der Funktion k(7 L) und deren Differential die Grofe
m —_— 8_L
-~ \aTr /),

e) Nach welchem Prinzip der Statistischen Mechanik nimmt die Entropie des Gummibandes bei
der Dehnung ab, wenn gleichzeitig die innere Energie konstant bleibt? (5 Punkte)

(4 Punkte)

(6 Punkte)
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Aufgabe 2: Kreisprozess

Ein Volumen V; eines als ideal angenommenen Gases mit dem Druck p; wird adiabatisch auf
Druck p, und Volumen V5 expandiert. Dabei gilt das Adiabatengesetz

Cp

V7 = const. mit = —
p Y Cy

(1)
wobei C), und Cy die Warmekapazitdten des Gases bei konstantem Druck bzw. konstantem Volu-
men bezeichnen. Anschliefend wird das Gas durch Kontakt mit einem Wéarmereservoir bei kon-
stantem Druck abgekiihlt, bis wieder das Volumen V; erreicht ist. Zum Schluss wird das Gas durch
Erwérmen bei konstantem Volumen wieder auf den Druck p; gebracht. Das (p, V')-Diagramm des
Kreisprozesses ist in der Skizze dargestellt.

A
a
Py
P, - b
v v,

a) Berechnen Sie die vom Gas auf den Prozessabschnitten von a nach b, von b nach ¢ und von ¢
nach a geleisteten Arbeiten Wy, Wi, W, sowie die jeweils vom Gas aufgenommenen Warmen
Qab, Qve; Qca. Driicken Sie Thre Ergebnisse dabei durch Vi, V5, p; und p, aus. (12 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass der Wirkungsgrad des Kreisprozesses durch

Vo/Vi— 1

pi/p2—1 @)

n=1-v

gegeben ist. (8 Punkte)

¢) Wir bezeichnen die Temperatur des Gases beim Start des Kreisprozesses als T,, und die
Temperatur, auf die das Gas gekiihlt wird (am Punkt ¢ in der Skizze), mit 7. Driicken
Sie den Wirkungsgrad n durch den Quotienten der Temperaturen = T, /T, aus. Betrachten
Sie die Falle T, — 0 und 7. — T,, und vergleichen Sie jeweils mit dem Wirkungsgrad des
Carnot-Zykluses. (5 Punkte)



Herbst 2017 Einzelpriifungsnummer: 64013 Seite: 7

Themenschwerpunkt D

Quantenmechanik

Aufgabe 1: Teilchen im Kastenpotential mit durchlissiger Wand

Ein Teilchen der Masse m befinde sich in einem unendlich hohen Potentialtopf der Breite 2L, der
in der Mitte eine unendlich diinne Potentialwand variabler Durchléssigkeit besitzt. Das zugehorige
Potential ist durch

0 || <L

oo sonst

V(z) = gd(x) + Vk(z) mit Vk(x) = { (1)

mit g > 0 gegeben.

a) Fiir g = oo ist die Grundzustandsenergie E, zweifach entartet. Bestimmen Sie die zugehorigen
normierten Wellenfunktionen ¢§°(z) und ¢{°(z) im gesamten Raum so, dass sie symmetrisch
bzw. antisymmetrisch beziiglich x = 0 sind, und berechnen Sie Ej. Skizzieren Sie die beiden
Wellenfunktionen. (8 Punkte)

b) Leiten Sie mit Hilfe der zeitunabhingigen Schrédinger-Gleichung fiir beliebige Werte von g
eine Bedingung fiir den Sprung ¢'(0%) — ¢/(07) der Ableitung der Wellenfunktion bei x = 0
her. (5 Punkte)

¢) Nun soll ausgehend von einer undurchléssigen Potentialwand (¢ = 0o) die Durchléssigkeit der
Wand bei x = 0 erhoht werden. Skizzieren Sie die sich dabei aus den Wellenfunktionen der
Teilaufgabe a ergebenden neuen Wellenfunktionen. Wie éndert sich die Energie qualitativ im
Vergleich zum Ergebnis aus Teilaufgabe a? Begriinden Sie Thre Antwort. (7 Punkte)
Hinweis: Zur Kontrolle der Energiedinderung kann es sinnvoll sein, den Grenzfall ¢ = 0 zu
betrachten.

d) Fiir einen endlichen Wert von g seien die Wellenfunktionen und Energien der beiden niedrigsten
Energieeigenzustinde durch ¢y(z) und 1 (z) bzw. Ey und E; gegeben. Wenn g sehr grof ist,
ist der Zustand mit der unnormierten Wellenfunktion o(x) + 91 (x) nahezu vollsténdig in
einer Hélfte des Potentialtopfs lokalisiert. Nach welcher Zeit T" wird zum ersten Mal die an
x = 0 gespiegelte Wellenfunktion erreicht? Was lésst sich iiber die Zeit T im Grenzfall g — oo
sagen? (5 Punkte)
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Aufgabe 2: Bindungszustand im sphirischen Potentialtopf

Ein quantenmechanisches Teilchen der Masse m befindet sich in einem attraktiven, sphéarischen
Potentialtopf vom Radius @ mit der Tiefe —Vj. Das Potential hat somit die Form: V() =
—Vp0(a — |7|). Die Potentialparameter Vj und a seien bei gegebener Masse m so gewéhlt, dass
ein p-Bindungszustand mit der Wellenfunktion ¢4 (7) = R(r) Yim, (¥, ¢) und der Energic £ = 0
vorliegt.

a)

c)

d)

Zeigen Sie mit Hilfe der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung, dass im Auflenraum r > a
die Radialfunktion R(r) die Form R(r) = const/r* hat und dass diese normierbar ist.
(6 Punkte)

Hinweis: Der Laplace-Operator ldsst sich in Kugelkoordinaten folgendermaflen durch den Ab-
stand r und den Drehimpuls-Operator L ausdriicken,
g2 _ 1 00 L2

/’n —
r h2r2’

wobei die Faktoren 1/r und r fiir die entsprechenden Multiplikationsoperatoren stehen.

Verwenden Sie die Abkiirzung k& = +/2mV;/h zur Losung der Schrodinger-Gleichung im In-
nenraum r < a. Zeigen Sie, dass die Radialfunktion R(r) im Innenraum r < a proportional
zu einer sphérischen Bessel-Funktion j; (kr) ist. (8 Punkte)

Hinweis: Die sphérische Bessel-Funktion j;(z) hat die analytische Form

sinxz  cosx

hilw) = 2 oz

Bestimmen Sie aus der Stetigkeit der Ableitung von r?>R(r) den Minimalwert der Parameter-
kombination Vpa? des Potentialtopfs. (6 Punkte)

Geben Sie die stetig differenzierbare Radialfunktion R(r) bis auf einen Normierungsfaktor N,
im gesamten Raum an. Verwenden Sie die Stetigkeit von R(r) bei r = a. Skizzieren Sie die
Radialfunktion R(r) im Bereich 0 < r < 2a. (5 Punkte)



