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Aufgabe 1
Gegeben sei die Parametrisierung des Vektors ~r = (x, y, z) in Kugelkoordinaten (r, θ, ϕ)

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

a) Bestimmen Sie die zu den Koordinaten (r, θ, ϕ) zugehörigen Einheitsvektoren ~er, ~eθ, ~eϕ und drücken
Sie das infinitesimale Längenquadrat

(d~r)2 = dx2 + dy2 + dz2

in Kugelkoordinaten aus. Überzeugen Sie sich von Orthogonalität und linearer Unabhängigkeit
der Einheitsvektoren.

b) Berechnen Sie den Gradienten einer skalaren Funktion Φ in Kugelkoordinaten.
Lösung:

∇Φ = ~er
∂Φ

∂r
+

1

r
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∂θ
+

1

r sin θ
~eϕ
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Aufgabe 2

a) Einen beliebigen Vektor ~V kann man in der Basis ~er, ~eθ, ~eϕ entwickeln

~V = ~erVr + ~eθVθ + ~eϕVϕ .

Zeigen Sie, dass für die Divergenz eines Vektorfeldes gilt

~∇ · ~V =
1

r2
∂

∂r
r2Vr +

1

r sin θ

[
∂
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∂
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]
.

b) Zeigen Sie, dass für den Laplaceoperator ∆ = ∇2 gilt

~∇2f =
1
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(
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+
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Aufgabe 3

Berechnen Sie ∆2f für

f =
1

r2
cos θ,

f =
1

r2
sin θ cosϕ,

f =
1

r2
sin θ sinϕ.

Aufgabe 4

a) Zeigen Sie

dV = dx dy dz = r2dr sin θdθdϕ .

Hinweis: Allgemein gilt der Transformationssatz,∫
dx1dx2 . . . dxnf(x) =

∫
dy1dy2 . . . dyn det {J (y)} f(x(y)),

wobei J die Jacobi Matrix ist,

Ji,j =
∂xi
∂yj

,

deren Determinante in der Transformationsregel auftaucht.

b) Berechnen Sie das Integral ∫
r<R

dV |f |2,

für

f =
x

r2
=

sin θ cosϕ

r
,

f =
r + z

ra
=

1 + cos θ

ra−1
.
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