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Aufgabe 1 Kurvenintegral (5 Punkte)

Eine Ellipse um den Ursprung ist definiert durch die Punkte (x1, x2) ∈ R2, welche die Gleichung(x1
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)2
+
(x2
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)2
= 1 (1)

erfüllen für ein a, b ∈ R+. Verwenden Sie die Parametrisierung

γ(θ) =

(
a cos(θ)
b sin(θ)

)
(2)

um den Umfang U(a, b) einer Ellipse mit Parameter a und b zu berechnen. Hierzu zeigen Sie
zuerst, dass Sie das zu berechnende Integral auf die Form

U(a, b) = a

∫ 2π

0
dθ
√

1− ε2 cos(θ)2 (3)

bringen können mit der numerischen Exzentrizität

ε ≡
√

1− b2

a2
. (4)

Für ε = 0 ist die Ellipse ein Kreis. Für hinreichend kleine ε kann das Integral mit Hilfe einer
Taylorentwicklung gelöst werden. Entwickeln Sie den Integranden zur Ordnung ε2 und berechnen
Sie den Umfang zu dieser Ordnung.

Aufgabe 2 Divergenz, Gradient, Rotation (5 Punkte)

Beweisen Sie die Gleichungen

rot grad f = 0 , (5)

div rot g = 0 , (6)

rot rot g = grad div g −∆g (7)

für stetig differenzierbare f : Rn → R und g : R3 → R3.

Aufgabe 3 Gauss (10 Punkte)

Sei Ω ∈ R3 eine Kugel mit Radius 1 um den Ursprung und

f : R3 → R3, x 7→ f(x1, x2, x3) =

x1

x2

x3

 . (8)
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Berechnen Sie sowohl das Integral ∫
Ω
dxdiv f(x) (9)

als auch ∫
ϕ
dx · f(x) (10)

für eine Parametrisierung ϕ der Kugeloberfläche für die der Normalvektor aus der Kugel heraus
zeigt. Vergleichen Sie beide Integrale.
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