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Aufgabe 1 Rotationen in 3d (5 Punkte)

Sei x ∈ R3. Finden Sie eine Matrix O ∈ R3×3, welche eine Rotation in der x1–x2 Ebene be-
schreibt. Zeigen Sie, dass diese Matrix orthogonal ist. Hat diese Matrix einen reellen Eigenwert
für einen beliebigen Rotationswinkel? Was ist die Bedeutung des entsprechenden Eigenraums?

Aufgabe 2 Unitäre und Hermitesche Matrizen (5 Punkte)

Sei H ∈ Cn×n eine Hermitesche Matrix und

U ≡ exp(iH) . (1)

Verwenden Sie die unitäre Diagonalisierbarkeit von H und die in der Vorlesung angegebene
Definition einer Matrixfunktion für exp um zu zeigen, dass U eine unitäre Matrix ist.

Aufgabe 3 Kugelkoordinaten (5 Punkte)

Wir können einen beliebigen Vektor x ∈ R3 schreiben als

x =

x1

x2

x3

 =

r sin(θ) cos(φ)
r sin(θ) sin(φ)

r cos(θ)

 ≡ g(r, θ, φ) (2)

mit entsprechenden Kugelkoordinaten r ∈ R+
0 , θ ∈ [0, π[ und φ ∈ [0, 2π[. Berechnen Sie die

Jacobi-Matrix

Dg (3)

und die Funktionaldeterminante det(Dg), wie in der Vorlesung besprochen.

Aufgabe 4 Volumen einer Kugel (5 Punkte)

Sei

Ω =

{
x ∈ R3

∣∣∣∣|x| < R

}
(4)

die Menge aller Punkte innerhalb einer Kugel mit Radius R ∈ R+. Das Volumen V der Kugel
entspricht dem Integral

V =

∫
Ω
dx 1 . (5)

Berechnen Sie V mit dem Transformationssatz und den Kugelkoordinaten aus der dritten Auf-
gabe.
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