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Aufgabe 1l Virialsatz (8 Punkte)

Zeigen Sie, dass

2| T[) = (W] 2V'(2) [4) (1)
fiir einen stationéren Zustand |¢) des Hamiltonian
H=T(p) + V(2) 2)
mit
132
()= 2 Q

Aufgabe 2 Clebsch-Gordan Koeffizienten (12 Punkte)

Berechnen Sie mit dem weiter unten angegebenen Algorithmus (wird am 19.6. in der Vorlesung
besprochen) die Clebsch-Gordan Koeffizienten fiir j; = 1 und j, = 1/2.

Algorithmus zur Berechnung der Clebsch-Gordan Koeffizienten

a) Aufgabe: Suche die CGK in

ijegm) = > ljimajama)  (jimajamoljijajm) (4)

mi,m2

Clebsch-Gordan-Koeflizienten (CGK)

b) Bestimme die Maximalwerte von m und j:
Mmax = (M1)max + (M2)max = J1 + J2 = Jmax (5)
dafiir gibt es in (4) nur einen moglichen Beitrag:
91, J2, J1 + J2. 1 + o) = [j1jijegz) = |ji1) @ [j2j2) (6)
der CGK
(41, J1, G2, Joldv, do, i + J2, v + j2) =1 (7)

damit der Zustand normiert ist (modulo Phase).



¢) Wende J_ mit

Ji|jm) = /GG +1) —m(m £ 1) [jm + 1) (8)
auf den hochsten Zustand an:
J_ 141,42, 41 + J2, J1 + j2) (9)
= (I 1j151)) @ jaga) + iujn) @ (I [aga)) (10)
= V21 lj1, 1 = 1) ® ljajz) + /22 |j11) @ L2, j2 = 1) (11)

bzw.

J_|j1, g2, J1 + j2, 1 + Jo) (12)
=/2(j1 + jo) g1, d2, 1 + g2, i + g2 — 1) (13)

Daraus kann man zwei CGK ablesen:

(41,71 — 1,42, J2ld1, Jos 1 + Jo. 1 + jo — 1) = \/ (14)
J1 +J2

J1sJ1, 92, 92 — g, je, 1 + jo, 1 +j2 — 1) = \/ 15

g | ]1+]2 (15)

Durch wiederholtes Anwenden von J_ erniedrigt man m und findet alle weiteren CGK fiir
jmax = jl + j2-

d) betrachte nun den Gesamtspin-Zustand mit dem néchstniedrigeren j Wert, d.h., j = j; +
jo — 1 und den Maximalwert von m fiir dieses j: |j1, jo,j1 + jo — 1,51 + j2 — 1)

e wegen mj+mg = m kann sich der Zustand nur aus Produktzustinden |1, 71 — 1, j2, j2)
und |j1, j1,J2,J2 — 1) zusammensetzen

e auBerdem muss der Zustand orthogonal zu |j1, jo, j1 + j2,j1 + j2 — 1) sein, der aus den-
selben Produktzustdnden zusammengesetzt ist

Da der Unterraum nur zweidimensional ist bleibt nur eine Moglichkeit (bis auf Phase):

71, J2. 51 +d2— L1 +ja — 1) (16)
2 . |j17j1_17j27j2> (17)
+ 72
1 o
1,J1,92,52 — 1) . 18
s 71,41, 42, J2 — 1) (18)

Das liefert die ersten beiden CGK fiir j = j; + jo — 1, die weiteren findet man wieder durch
Anwendung von J_.

e) der néichste Wert von j ist j = j; + jo — 2

e der Zustand mit m = j; + jo — 2 ist eine Superposition von 3 Produktzusténden

e die drei CGK konnen bestimmt werden durch Orthogonalitéit zu bereits bekannten
Zustidnden mit gleichem m aber j = j; + j2 und j = j; + j2 — 1 und einer Normierung
auf 1.

e die kleineren m Werte erhilt man wieder durch Anwendung von J_

f) Verfahre so, bis j = j; — ja erreicht ist.



