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Kapitel 1

Grundziige der
Quantenmechanik

1.1 Vorbemerkungen

e Gegenstand der Physik:
— Beobachtung natiirlicher Phénomene bzw. gezielte Durchfithrung von
Experimenten

— Beschreibung der Ergebnisse durch theoretische Formeln (Naturge-
setze)

— Vorhersage neuer Phdnomene und Test der Theorie

Genauigkeit der Experimente nimmt im Laufe der Zeit zu

— neue Phénomene (nicht mit den bisher bekannten Gesetzen erklérbar)
— Theoretiker miissen neue (fundamentalere) Gesetze finden

— (Beispiel aus aktueller Forschung: Elektronenpriizession in magneti-
schem Feld zu 1072 relativem Fehler vermessen)

die alten Gesetze miissen in den neuen Gesetzen enthalten sein (als be-
stimmte Grenzfille)

Leitmotive bei der Suche nach neuen Gesetzen:

— sollten moglichst einfach sein

— so wenig verschiedene Theorien wie moglich bzw. Vereinheitlichung
(Bsp.: Maxwell-Gleichungen beschreiben Elektrizitéit und Magnetis-
mus gleichzeitig in einer Theorie)

Naturgesetze um 1900:
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— Kklassische nichtrelativistische Mechanik (Newton)
— klassische Elektrodynamik (Maxwell)
e verschiedene Experimente lielen sich nicht mehr mit den bekannten Theo-
rien erkldren daher neue Theorien nétig
— bei hohen Geschwindigkeiten braucht man Relativitéatstheorie
— bei kleinen Abstdnden (atomare Skalen) braucht man Quantenme-

chanik (dann auch relativistische Quantenmechanik)

e darauf aufbauend: Quantenfeldtheorien (QFT), vereinheitlichen Prinzipi-
en der QM und klassischer relativistischer Feldtheorien, Vorlesungen im
Masterstudium: QED, QCD, QFT

e Derzeitiger Wissensstand:
— Standardmodell der Teilchenphysik: QFT der starken Kernkraft (Quan-

tenchromodynamik), QFT der elektroschwachen Wechselwirkung (Ver-
einheitlicht Elektrodynamik mit Theorie der schwachen Kernkraft)

— Gravitation: Allgemeine Relativitdtstheorie (keine QM)

e Gegenstand dieser Vorlesung: nichtrelativistische QM

entwickelt ca. 1900 - 1930

erforderte volliges Umdenken im Vergleich zur klass. Physik
— groflere Interpretationsschwierigkeiten

— werden zunéchst in der QM rechnen lernen und dann die klass. Physik
als Grenzfall sehen

1.2 Welle-Teilchen Dualitit am Beispiel des Dop-
pelspaltexperiments

e klassische Wellen zeigen Interferenz:

— Welle wird beschrieben durch Amplitude und Phase, z.B. ebene Welle
Y(x,t) = Ae?Fe=w) (Wasserwellen, Schallwellen, etc.)

— Intensitit I = |¢|?

— Uberlagerung zweier Wellen: I1 o = |11 4 152

e Doppelspaltexperiment mit klassischen Wellen:
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Detektor

— ebene Welle trifft auf Schirm mit zwei Spalten gemessen wird Inten-
sitit I(z) am Detektor

— die beiden Spalte konnen als Quellen fiir zwei Kugelwellen 7 und
angesehen werden (Huygenssches Prinzip)
(a) nur Spalt 1 offen: I = I; = |¢;]?
(b) nur Spalt 2 offen: I = Iy = [1)5]?

(c1) beide Spalte offen: I1 o = [th1 +12|? # I +I5 daher charakteris-
tisches Interferenzmuster aufgrund unterschiedlicher Wegléngen:

* Maxima fiir I — 1 = n\
* Minima fiir lo — I3 = (n 4+ 1/2)A

e Doppelspaltexperiment mit klassischen Teilchen:
— Intensitét I(x) am Detektor = Anzahl der am Ort x eintreffenden
Teilchen pro Zeiteinheit

— Fall (a) und (b) #hnlich wie vorher mit scharfen Maxima
— Fall (¢2): Vorhersage der klass. Physik: I = I1 + I
e Doppelspaltexperiment mit Licht:
— zuerst mit hoher Lichtintensitéit und beiden Spalten offen: beobachtet
wird (c1) daher Licht ist ein Wellenph&nomen
— nun mit sehr geringer Lichtintensitdt und nur Spalt 1 offen:

* Energie kommt am Detektor nicht kontinuierlich an, sondern in
kurzen “Stofilen” (Lichtquanten = Photonen) i an bestimmten
Orten z;

* Histogramm dieser St68e ergibt Iy ()
Licht hat also Teilchencharakter

— nun mit sehr geringer Lichtintensitét (immer nur ein Photon im Ap-
parat) und beiden Spalten offen:
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* klassisch wiirde man nun I = I; + Iy erwarten wie in (c2) fiir
Teilchen
* tatsdchlich beobachtet wird aber ein Interferenzmuster 1o wie
in (c1)
Man schliesst: Photonen bewegen sich nicht auf wohldefinierten Bah-
nen und sind keine klass. Teilchen

statistische Interpretation von Born:

* mit jedem einzelnen Photon ist eine Wellenfunktion v (z) ver-
bunden

* |¢(x)]? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte P(z), das Photon am
Ort z zu finden

* wenn nur der erste Spalt offen ist: P(x) = |ty (x)|?

+* wenn beide Spalte offen sind, kann ein Photon mit sich selbst
interferieren: P(z) = |¢1(z) + ¥2(x)|?, d.h., ein oszillierendes
Interferenzmuster

% ein einzelnes Photon trifft aber immer an einem bestimmten
Punkt x auf, daher kein Aufschluss iiber die Wahrscheinlichkeits-
dichte

x wenn viele Photonen (mit identischem ) ankommen, wird die
Anzahl der Photonen am Ort x proportional zu [ (z) 42 (z) |2
Es sieht fiir hohe Photonenzahl aus wie eine klassische Welle

o de Broglie (1923): wenn Licht (klassisch eigentlich eine Welle) aus Teilchen
(Photonen) besteht, sollten umgekehrt Teilchen auch Welleneigenschaften
haben

fiir Photonen: p = hv/c = h/A

fiir Teilchen: A\ = h/p mit Impuls p des Teilchens, d.h. man kann
einem Teilchen eine Wellenlédnge zuordnen

wurde bald darauf experimentell bestétigt: Streuung von Elektronen
an Kristalloberflichen — Interferenzmuster (konsistent mit A = h/p)

fiir klass. Teilchen ist A\ extrem klein, z.B. m = lgund v =1 cm / s:

h
A= — ~10"%cm (1.1)
muv

Es folgt ein Interferenzmuster ist so dicht, dass Detektor nur I7 + I
messen kann (klassische Vorhersage)

Welleneigenschaften von Teilchen werden nur bei sehr kleinen Impul-
sen sichtbar (atomarer Bereich)

e Zusammenfassung:

klass. Physik kann Phinomene auf sehr kleinen (atomaren) Skalen
nicht mehr erkléiren



1.3. DIE SCHRODINGER GLEICHUNG FUR FREIE TEILCHEN 9

1.3

Wellen haben Teilchencharakter, aber diese “Teilchen” sind keine
klassischen Teilchen

— Teilchen kénnen interferieren (de Broglie), haben also Wellencharak-
ter

— auf sehr kleinen Skalen miissen wir aber die klass. Vorstellungen von
“Welle” und “Teilchen” aufgeben

— stattdessen: jedes Teilchen wird durch eine Wellenfunktion (x,t)
beschrieben

— |¢(w,t)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen zur Zeit ¢ am
Ort z zu finden (Welle-Teilchen-Dualitit)

— Dynamik des Teilchens wird durch die Dynamik der Wellenfunktion
¥ (x,t) beschrieben, Gegenstand der folgenden Kapitel!

Die Schrédinger Gleichung fiir freie Teilchen

Erinnere an die Elektrodynamik, monochromatische Lichtwelle hat E-Feld

E(Z,t) = Re Byel@F-wb (1.2)
mit
w = clk|. (1.3)
Frequenz der Welle ist
w
= — 1.4
V= o (1.4)

Planck Ansatz (Struktur der Materie I) fiir Energie eines Photons:
w
E=hw=h—=h. (1.5)
2m

mit Planck Konstante h = 6.62607015 x 10734 J s (exakte Definition ohne
Fehler, SI).

Compton Experiment (Struktur der Materie I): Impuls eines Photons:
7] = E/c = hw/c = hlk|. (1.6)

Natiirlicher Ansatz fiir eine Welle die ein Quantenteilchen mit Energie E
und Impuls p’ beschreibt:

O(F,t) = en TP-B) (1.7)



10

KAPITEL 1. GRUNDZUGE DER QUANTENMECHANIK

e Daraus folgt nun

und
L0 L
zh&w(x,t) = Ey(Z,1). (1.9)
In der nichtrelativistischen Quantenmechanik gilt fiir ein freies Teilchen
=
p
E=— 1.10
o (1.10)
was der Wellengleichung
0 h?
ih—1(T,t) = ——— V(T t 1.11
U 1) = — V() (111)

entspricht.

Diese partielle Differentialgleichung ist die Schrodinger Gleichung fiir die
Wellenfunktion eines freien Teilchens.

Einfache Losung durch Fourier-Ansatz:

vlat)= [ dp [ dBetriB, ) (1.12)
so dass
G S
= /Oo dp/oo ab (il 4 g eRPr= i B (p ) (1.14)
oo oo ot 2m ’ )
[e'e) [ele] p2 ; ; ~
N [OO dp /,oo 4w <E - 2m> PR BN (p, B) . (1.15)
Wir kénnen nun
2
~ - 7 L _
B0 8) =5 (£~ 2} bi0) (1.16)

ansetzen, damit die Differenzialgleichung im Allgemeinen gilt. (Integriere
iber E um das zu sehen.)

Die Wahl von 9(p) kann genutzt werden um die Anfangsbedingung bei
t = 0 zu erfiillen, da

Yzt =0) = /_Z dp /_O; dEe#P*s <E - 2’;) (p) (1.17)
= [ dseirie). (1.18)

Genauer: 9(p) kann durch Fourier-Transformation bestimmt werden.
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e Beispiel: ¥(p) = 1/(27h) fithrt zu ¢ (z,t = 0) = §(x) mit Dirac Delta
Distribution 6(x)

e Ubungsblatt 1: Gauss-sches Wellenpaket als Anfangsbedingung, wie ent-
wickelt es sich mit der Zeit?

1.4 Dirac Notation und Hilbertraume

e Wir entwickeln nun einen mathematischen Formalismus, der zeigt, dass
die Wellenfunktion nur eine spezielle Perspektive auf den Zustand eines
quantenmechanischen Systems ist.

e Wir verallgemeinern von Wellenfunktionen auf Vektoren in einem Hilber-
traum um den Zustand des quantenmechanischen Systems zu beschreiben.

e Auch die Schrodingergleichung, aktuell als Wellengleichung (partielle Dif-
ferentialgleichung) formuliert, wird sich auf diese Art verallgemeinern las-
sen.

1.4.1 Dirac Notation

e In der Physik ist die Dirac oder “bra-ket” Notation sehr beliebt, wird nun
eingefiihrt.

e Sei V ein d-dimensionaler Vektorraum und v € V' ein Vektor daraus.

e Set eq,...,eq € V die Standardbasis des Vektorraums. In Komponenten-
schreibweise:
1 0
0 1
€e1=10 5 €E2=10 5 (1.19)

e Der Vektor v hat dann bzg. der Standardbasis die Komponenten v;, d.h.,

d
v="> uve, (1.20)
=1

und
v= . (1.21)

Ist V' ein K-Vektorraum, so ist v; € K mit Korper K.
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Im Folgenden diskutieren wir komplexe Vektorrdume, d.h., K = C.

In Dirac Notation schreiben wir die Vektoren v, e; € V' als

v=|v), (1.22)
e1 = le1) =11), (1.23)
ea = lea) = |2) , (1.24)

(1.25)

Wir sagen zu den Vektoren auch “kets”. Der Grund fiir diesen Namen
wird in Kiirze klar werden.

Vektoren des Dualraums v, ej € V* schreiben wir als

vl = (v, (1.26)
e = (el = (1], (1.27)
e = (ea] = (2], (1.28)
. (1.29)
Wir sagen zu den Dualraum-Vektoren auch “bras”.
In Komponentenschreibweise ist
(= (vi vy ... v5). (1.30)

Ein Skalarprodukt (v,w) € C zwischen Vektoren v und w € V' wird dann
geschrieben als

d
(v, w) = (vjw) = vawi. (1.31)

Ein Skalarprodukt besteht also aus einem “bra” und einem “ket”.
Es gilt
(v|w) = (w|v)" . (1.32)
Wir fithren wieder den Dagger Operator ein mit
o) = (o], (wl" =) . (1.33)
Angewandt auf n im Allgemeinen nicht-kommutierende Symbole sq, ..., s,
gilt

(5189 sp)f = 525271"‘51 . (1.34)

*

Angewandt auf eine komplexe Zahl ¢ € C sei ¢l = ¢*.

Der Dagger Operator ist also konsistent mit

(wlw) = (o] [w) = ()" (o)1 = (] o)) = (w]o)" = (w|o)” . (1.35)
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e Fiir die Komponenten v; gilt
vi = (eilv) = (ilv) = (v]i)" . (1.36)

Man kann also schreiben
vy =v= Zviei = Z |4) (i|v) (1.37)
und
—of = ZU;‘QT = (vli) (i . (1.38)
Es folgt, dass

Z i) (i] =1 (1.39)

mit Einheitsmatrix/Identitédtsoperator 1 und Summe iiber alle Basisele-
mente ¢ = 1,...,d. Man nennt dies auch die Vollstindigkeitsrelation.
Hier ist |a) (b] mit a,b € V das dulere Produkt der Vektoren.
1.4.2 Lineare Operatoren
e Operator O : V — V, |v) — O |v) bildet Vektor |v) nach |v') ab, d.h.,

O vy = ') . (1.40)
e Ein Operator ist linear, falls
O(av) + B lw)) = a0 |v) + SO |w) (1.41)
mit o, f € K.

e Der adjungierte Operator Ot : V' — V,|v) — OF |v) ist dadurch definiert,
dass er fiir beliebige |v), |w) € V

(v|Ow) = (o] Ofw) = (lw)" O (v[")T = ((w| OF Jv))*
= <w\OTv>* = (O'v|w) (1.42)
erfiillt.
e Matrix Elemente: Mit der Vollstdndigkeitsrelation:
0= Z\ IO 1) ( ZOm |4) (1.43)
o”
Bei Matrizen: ¢ Zeile, j Spalte
e Hermitescher Operator: Of = O
e Unitdrer Operator: OTO = 00t =1
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1.4.3 Eigenwertproblem
e Finde Paare \,, [n) # 0 mit

Oln) = A\ |n) (1.44)
oder
(O=X1)|n) =Aln) =0 (1.45)
=A

mit Resolvente A~! und 0-Vektor 0 € V.

e Falls A~! existiert, wiirde folgen: [n) = A710 = 0. Das steht aber im
Widerspruch zu |n) # 0

e Solche Paare existieren also nur wenn A~! nicht existiert! Fiir endliche
Matrizen gilt das falls det(A) = 0, was das charakteristische Polynom
gibt, dessen Nullstellen A, geben.

e Wenn O Hermitesch:

A sind reell (Blatt 2)

— Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal (Blatt
2)

— Es gibt eine orthonormale Basis aus Eigenvektoren

— Es existiert eine unitire Matrix U, so dass UTOU eine Diagonalmatrix
ist. Das kann auch ausgedriickt werden als

0= Z |n) (n| A, (1.46)

mit Summe iiber orthonormaler Basis von Eigenvektoren |n) von O
zu Eigenwerten \,,.

— Wenn auch O’ Hermitesch, OO’ = O’O dann gibt es eine Basis in
der O und O’ diagonal sind.

e Wenn O unitér: |A,| =1

1.4.4 Funktionen von Operatoren

e Sei f(z) eine analytische Funktion mit Reiehnentwicklung

f2)=> cn" (1.47)
n=0
dann ist die entsprechende Funktion eines Operators O definiert als

£O)=>"c,0". (1.48)

n=0
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e Beispiel:
1
¥ =>" —o". (1.49)
n=0
Wir haben dann
e%e %=1 (1.50)

mit Identitdtsoperator 1.
e Es folgt: (e9)f = O
e Falls U = ¢’ und H Hermitesch, dann ist U unitér
e Baker-Campbell-Hausdorff Formel:
eXe¥ =e” (1.51)

dann ist

Z=X Y4 XY+ XX Y] - SV (152)

mit Kommutator [X,Y] = XY — Y X.

1.4.5 Unendliche Dimensionen

e Motivation: Betrachte x und den Ableitungsoperator 0, = %. Auf eine
Testfunktion f: R — R,z — f(x) angewandt haben wir

(00, 21 () = B () — 20, f(2) (1.53)
= ,(xf (@) - af'(x) (1.54)
= f(@) +2f' (@) - af (2) = f(2). (1.55)

Dies gilt fiir eine beliebige Testfunktion, d.h., es gilt im Allgemeinen
[0z, 2] = 1. (1.56)

Man kann Ableitungsoperator und Ortsvariable also als nicht-kommutierende
Operationen verstehen.

e Fiir p = —ih0, gilt dann
[x,p] = —ih[z, O;] = ih[0y, x] = ih. (1.57)
e Man kann dies nun auch in Sprache von linearen Operatoren & und p
iibersetzen mit Eigenwert-Gleichungen

Zlz) =x|x), (1.58)
plp) =plp) (1.59)



16

KAPITEL 1. GRUNDZUGE DER QUANTENMECHANIK

mit Ortsvariablen z und Impulsvariablen p (z.B. z = 1 cm, p = 1 kg m/s).
Die Operatoren miissen dann natiirlich auch
[Z,p] = iR (1.60)

erfiillen.

Da x und p reell sein sollen, seien & und p Hermitesch.

Es gelten die Vollsténdigkeitsrelationen
/dx ) (] =1, (1.61)
[ ol =1 (1.62)

wobei die “1” fiir die Identitédtsoperation steht.

Es gelten die Orthonormalitétsrelationen

(x|2')y = §(x — '), (1.63)
(plp") =d(p —p') (1.64)
mit Dirac Delta Distribution 6.
Daraus folgt (Blatt 2):
(.
(x|p) = \/ﬁe P (1.65)
Mit
f(x) = (z|f) (1.66)
folgt dann fiir das Skalarprodukt
A1) = [ dottio) el = [desay f@). on

Dieses Skalarprodukt sollte ihnen von L? Riumen bekannt vorkommen.

In dieser Notation ist die Fourier-Transformation auch ganz natiirlich: Es
sel

fp) = (olf) (1.68)

dann ist

fo) = [ dwiplo) olr) = = [deFr g (169)
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e Ortsdarstellung von Impulsoperator

(2l p|f) = / dp (x| p|p) {pIS) (1.70)
- / dpp {zlp) (o] f) (1.71)
— % / dpper=® (p|f) (1.72)
= —hid, F/dpeh”p |f) (1.73)
— _hi, / dp (zlp) (ol ) (1.74)
— R, (x|f) = —ihd, f(z) = —ihf (z) (1.75)

konsistent mit der Motivation der Operatorkonstruktion zu Beginn des
Unterkapitels.

e Wir schreiben ab jetzt konsistent (x| p|f) = p (z|f) mit Differentialopera-
tor p

e Hilbertraum:

— Vektorraum (Dimension endlich oder unendlich)
— ein Skalarprodukt ist definiert (dieses induziert eine Norm)

— der Raum ist vollstdndig: jede Cauchy-Folge von Elementen des Raums
konvergiert zu einem Element des Raums

— Cauchy-Folge: Folge {s,}, so dass fiir jedes & > 0 ein Index N(¢)
existiert, so dass |s, — s;| < € fiir m,n > N(¢).

— Beispiel: L2, Raum der quadratintegrierbarer Funktionen f: (f|f) <
(0.]

e physikalischer Hilbertraum:

— eigentliche Vektoren |f) die auf 1 normierbar sind, d.h., {f|f) =1
— uneigentliche Vektoren |s), |r) mit (s|r) = d(s —7)

1.5 Die Schrédinger Gleichung im Hilbertraum

e Zeitabhingige Schrodinger Gleichung im Hilbertraum

Hy(t) = m 2 () (1.76)

mit Zustandsvektor |1 (¢)) und Hamilton Operator H mit

He P V(). (1.77)

2m
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e Man findet die Wellengleichung in dem man die Gleichung mit (z| von
links multipliziert:

0= 1190 2 (e (0) (1.78)
= o 5 BO) + V(@) Galo) — ih D alu ) (179
= CIOT e + Vo) lote) — i o) (150)

- <(_Z;im)2 V() - z‘haat) b(z,t) (1.81)

nach Einsetzen von H und Verwendung der Eigenwert-Gleichungen von
Z und der im letzten Abschnitt hergeleiteten Ortsdarstellung des Impuls-
operators und Verwendung der Definition

P(a,t) = (xl(t) - (1.82)
Wir haben ebenso V(Z) |x) = V() |x) verwendet.

e Wenn ein Hamiltonian H nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt, kénnen
wir nun eine allgemeine Losung

() = e” 71 4p(0)) (1.83)

angeben, welche die Schrodinger Gleichung 16st. Man nennt U () = e~ #

auch oft den Zeitentwicklungsoperator oder den Schrédinger Propagator.

e Wenn [¢(0)) ein Eigenzustand von H ist, d.h., [¢(0)) = |E) mit H |E) =
E|E), dann gilt

(1)) = e #11 | B) = e # 5 |y(0)) (1.84)

d.h. der Zustand &ndert sich unter Zeitentwicklung nur durch eine kom-
plexe Phase. Einen solchen Zustand nennen wir dann stationéire Losung
und die entsprechende Schrodinger Gleichung H |E) = E'|E) die zeitun-
abhéingige Schrodinger Gleichung.

e Beispiel: Freies Teilchen:
ﬁ2

H=—
2m

(1.85)

Die Eigenzustéinde von H sind hier einfach die Eigenzusténde |p) von p.

e Man kann nun die Aufgaben von Blatt 1 nochmal allgemein Formulieren:

U(t) =i = [ dpet 5t ) o (1.86)
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und in der x-Basis

. p2
Uz, t;2") = (2| U(t) [2) = /dpe—ﬁwt (z[p) (pl2") (1.87)
1 [ p2 [ . ’
=57 dpe™ % TmtenP(=2) (1.88)
™
m 1/2 i7n(w—w/)2
= (2m’ht> © (1.89)

Damit
Y(z,t) = (=| U(t) [¢(0)) = /dx' (x| U(t) [2") (2"[(0)) (1.90)

= /dm’U(x,t;x’)w(x'7O). (1.91)
Die Losung dieses Integrals entspricht der Losung der Aufgabe 1 von Blatt
1.

e Unschérfe (Blatt 1): Fiir ein Gaufisches Wellenpaket
1

2

_1z=
P(z,0) = We 1az . (1.92)
folgt fiir t > 0 die Unschiérfe
h2t?
Ax? =d% + yCyR (1.93)

Ein Wellenpaket eines freien Teilchens delokalisiert also mit voranschrei-
tender Zeit.

1.6 Zeitoperator (optionales Kapitel)

e Es liegt nun nahe analog auch einen Zeitoperator ¢ und einen Energieope-
rator H einfithren mit

[H,t] = ih. (1.94)

(Andere Reihenfolge wegen Vorzeichen.) Der Energieoperator wird auch
Hamiltonian genannt, da die Hamiltonfunktion die Gesamtenergie eines
Systems wiedergibt.

Dies ist jedoch nicht ohne Weiteres moglich, da der Hamiltonian nicht
zwangsweise ein Spektrum wie der Impulsoperator mit Vollstandigkeitsre-
lation [ dp|p) (p| = 1 besitzt.

Weiterfithrende Lektiire:
Paul Harry, Annalen der Physik, vol. 464, Issue 5, pp.252-261, 1962.

e Aus diesem Grund wird in der Quantenmechanik die Zeit ¢t als Parameter
des Zustandsvektors |1)(t)) betrachtet.
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1.7 Postulate

e Definiere QM durch 4 Postulate

e Zunichst nur ein Freiheitsgrad in einer Dimension. (Spéter allgemein.)

Klass. Mechanik Quantenmechanik

L Der Zustand eines Teilchens ist | Der Zustand eines Teilchen ist
beschrieben durch Ort z(¢) und | beschrieben durch einen Vektor
Tmpuls p(¢) (2d Phasenraum) |t)(¢)) in einem Hilbertraum mit

W) = 1.

II. | Jede dynamische Variable w ist | Die unabhéngigen klassischen
eine Funktion von z und p: | Variablen z und p werden er-
w(zx,p) setzt durch Hermitesche Opera-

toren & und p. Die abhéngigen
klassischen Variablen w(z,p)
durch Hermitesche Operatoren
Q(&,p) mit Eigenwerten und
Eigenvektoren Q|w) = w|w).
O0.B.d.A. (ww) =1.

III. | Wenn das Teilchen in einem Zu- | Wenn das Teilchen in einem Zu-
stand ist, der durch z und p | stand |¢)) ist, ergibt die Messung
gegeben ist, ergibt die Messung | der Grofle die dem Operator €2
von w den Wert w(z, p). Der Zu- | entspricht, einen der Eigenwerte
stand des Teilchens bleibt un- | w vom 2 mit Wahrscheinlichkeit
verdndert. P(w) = | {w})|?. Der Zustand

des Teilchens éndert sich infol-
ge der Messung von [¢) zu |w).
(Quantensprung)

IV. | Die zeitliche Anderung der | Die zeitliche Anderung des Zu-
Variablen z und p ist ge- | standsvektors |i(t)) ist gege-
geben durch die Hamilton- | ben durch die Schrédinger Glei-
Gleichungen ¢ = 0,H und | chung k0, |¥(t)) = H |¥(t))
p = —0,H mit klassischer | mit Hermiteschen Hamiltonope-
Hamilton-Funktion H. rator H.

1.8 Diskussion

e  nicht eindeutig bestimmt durch w, H nicht eindeutig bestimmt durch
H. (Grund: fehlende Kommutativitéit. £p # pz) Experiment entscheidet,
welche Wahl richtig ist!

o Bei entarteten Eigenwerten von 2: Postulat III: Sei {|w;)} eine orthonor-
male Basis aus Eigenvektoren. Definiere Projektor

Pw = Z |wi) <w2| .

1,w;=w

(1.95)
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Dann
P(w) = (Y| Py |¢) . (1.96)
Beachte, dass (1|) = 1! Der Zustand #ndert sich zu
P
) (1.97)

(Poy|Py)
welcher wieder richtig normiert ist.

e QM sagt also nur Wahrscheinlichkeit voraus, welchen Eigenwert man mes-
sen wird!

e Was ist wenn das System bereits in einem Eigenzustand |w) ist, d.h., |¢) =
|w)? Ohne Entartung: P(w) = 1. Wenn man die gleiche Messung direkt
hintereinander 2x durchfiihrt, bekommt man konsistente Ergebnisse.

e Gibt es eine Menge an Messungen die immer in diesem Sinne konsistent
sind? (Kapitel [L.10])
e Was hat es mit dem Quantensprung auf sich? (Kapitel [1.9))

e Falls Spektrum von (2 kontinuierlich: P(w) = | (wt) |? ist Wahrscheinlich-
keitsdichte mit [ dwP(w) = 1.

e Wieso haben wir uns auf normierbare (eigentliche) Hilbertraumvektoren
als Zustandsvektoren eingeschriankt? Genauer (¢|¢)) = 1 gefordert?
Gegen-Beispiel: [¢)) = |p) und w = z. Dann ist

2_ 1

27h

Dafiir wiirde aber nicht [ dzP(z) = 1 gelten! Nicht als Wahrscheinlichkeit
interpretierbar.

Px) = [ (zlp) | (1.98)

Muss bei Ortsmessungen/Impulsmessungen immer von Wellenpaketen spre-
chen, z.B.:

) = 1)1/4/d106‘1*52 p) (1.99)

dann folgt
(Yl) = \/% /dpdp’e’zﬁe’zf2 (plp") (1.100)
= 7/dpe_%5*2 (1.101)

=1. (1.102)

Daraus folgt dann auch ein normierbares P(x), siehe letzte Aufgabe Blatt
3.
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e Statistische Eigenschaften:

— Erwartungswert eines Operators 2 im Zustand |¢)):

)y = Z P(w;)w; (1.103)
hat den einfachen Ausdruck Z
(@) = ZP(wi)Wi = Z (Wlwi) (wil) wi (1.104)
= EZ: (0] Q2 fw:) <w;\¢> (1.105)
= <ZLIQW> : (1.106)
— Varianz:

(@ = Dy) )y = () — ()3 (1.107)

hat einen ebenso einfachen Ausdruck. Berechne:
(Q%)y = ZP(wi)w? = Z (WPlwi) (wil) wi (1.108)
= Z (] 92 Jwi) <wli|w> (1.109)
= <1;|Qz [¥) - (1.110)

e Unschérfe einer Messung entspricht Standardabweichung:
Ay = /{2 = (Qg)?)y - (1.111)

Die Unschirfe ist also immer relativ zum aktuellen Zustand .

(Separates Kapitel )
Beispiel (Blatt 3):

AXAP = AzAp > (1.112)

| St

1.9 Kollaps des Zustandsvektors

e in der klass. Mechanik gibt es das Konzept der “idealen Messung”: der
Zustand des Teilchens wird durch die Messung nicht verédndert

e in der QM entspricht eine ideale Messung dem Postulat III: vor der Mes-
sung ist das Teilchen in einem beliebigen Zustand (Superposition von Ei-
genzustinden)

[0) = w) (wlv) - (1.113)
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nach der Messung in Eigenzustand |w) von Q: “Kollaps des Zustandsvek-
tors” / Quantensprung .

e Bsp.: Teilchen sei in einem Impuls-Eigenzustand |p) (hier zur einfacheren
Diskussion kein Wellenpaket)
1. Messung des Impulses durch Comptonstreuung (in 1 Dim.):
vorher:
p Dy
Teilchen Photon

A\
A

nachher:
/

P’ Dy

—_— Apy =1, —p,

— durch Messung von p, und p'7 kénnen wir p und p’ = p — Ap,
bestimmen (folgt aus Energie- und Impulserhaltung)
— ideale Messung entspricht dem Grenzwert Ap., =0

2. nun Messung der Position, ergibt Eigenzustand |z) von Z. Entwick-
lung von |z) in Impulseigenzustdnden:

|z) = /dp p) (plz) = \/%/dpe‘%”’ p) (1.114)

d.h. alle |p) tragen bei, Teilchen nicht mehr im Impuls-Eigenzustand.
Selbst eine ideale Messung #ndert den Zustand des Teilchens

Fazit: eine ideale Messung von (2 in der QM lésst nur Eigenzustidnde
von {2 unveréndert

1.10 Kompatible und inkompatible Variablen

e bisher: ein Operator 2. Was passiert, wenn man zwei Variablen  und A
messen will?

e Zustand vor der Messung: |¢)
Zustand nach Messung von : |w)
Zustand nach darauffolgender Messung von A: |\)

e i.A. ist |w) kein Eigenzustand von A, daher |\) # |w)

e Falls |w) jedoch ein Eigenzustand von A ist, dndert die Messung von A
den Zustand nicht mehr: gemeinsamer Eigenzustand |wA) dann gilt

QwA) =wwA) , (1.115)

Aw)) = A |wA) (1.116)

[Q,A]|JwA) =0. (1.117)
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e es gibt drei Fille:

1. kompatible Operatoren [Q2, A] = 0, d.h., wir kénnen eine vollsténdige
Basis von gemeinsamen Eigenzusténden |w) finden

2. inkompatible Operatoren [, A] ist ein Operator, der keinen Eigen-
wert Null hat, dann folgt: es gibt keinen gemeinsamen Eigenzustand

von Q und A (Bsp.: %, p)

3. [Q, A] # 0, aber mindestens ein Eigenwert ist Null, dann: man kann
einen oder mehrere gemeinsame Eigenzustéinde von 2, A finden, aber

keine vollstédndige Basis

1.11 Kontinuitédtsgleichung fiir die Wahrschein-

lichkeitsdichte

e die qm. Wahrscheinlichkeitsdichte in 3d ist
p(T,t) = [Y(Z, 1)
e Es gilt

Oip(T,t) = EW(T) (*)
= (0" )¢ + ¢ ()

1 1

-5 (_2mVQ+V(x)> o o[

[t

S (V%) — (V)
h

5V - (V0 = 4" (V).

e Nun definiere

. h

Dann folgt die Kontinuitatsgleichung

Aup(Z,t) + V- J(Z,t) =0.

Interpretiere J als Wahrscheinlichkeitsstromdichte.

(" (V) = (Ve)y) .

(1.118)

(1.119)
(1.120)

<—2h;v2 + V(x)) 14

(1.121)

(1.122)

(1.123)

(1.124)

(1.125)

(1.126)
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e Wir hatten bereits durch die Unitaritidt von U (t) gezeigt, dass

d
- =0. 1.127
= (W) (1.127)
Wir kénnen jedoch nun auch aus der Kontinuitétsgleichung schliefen
d d 3
Gl =5 [ oot (1.128)
= —/d%v (@) T2, (1.129)

1.12 Heisenbergsche Unschéirferelation

e Herleitung der Formeln auf Blatt 3, hier Zusammenfassung.

e Unschirfe zweier Hermitescher Operatoren A und B:
1
AAyABy 2 5| (¥l [A, Bl )| (1.130)

mit

AQy = V(@[(Q = (0] Q)2 ) (1.131)
und Hermiteschen 2.

e Unschirfe zwischen Zeit und Energie:

AHyAt gy > g (1.132)
fiir
AtAﬂp = # (1133)
|4 (Wl Alp)]|

mit beliebigem Hermiteschen A.

e Gauflsche Wellenpakete minimieren Unschérfe

1.13 Klassischer Limes und Ehrenfest-Theorem

e wenn QM auf makroskopische Objekte angewandt wird, sollten die Ergeb-
nisse der klass. Mechanik reproduziert werden

e wir betrachten zuerst die Zeitentwicklung von Erwartungswerten

d

P <w‘ Q) + (@) + (] Q ]w> (1.134)
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e Fiir den Fall Q =0 gilt das Ehrenfest Theorem

d 1 1
SQ)y =~ W HOY) +— (0| QH ) (1135)

1

1
— - (I H] ) = (19 H) (1.136)

unter Verwendung der Schréodinger Gleichung.

e Analog in der klassischen Physik:

dw
i {w, H} (1.137)

mit Poisson-Klammern

Ow OH  Ow OH
= — — . 1.1
{w,’H} Z (3% Op; Op; 5%‘) ( 38)

%

e Betrachte nun fiir

H = o +V(2) (1.139)
die Zeitentwicklung
) = o) = 2 = (58 (1.140)
da
[&,9%] = &p° — p°& = [&,p]p + pip — p°2 (1.141)
= ihp+ pli. Bl = 2ihp. (1.142)

Die Ableitung von H(p) bzgl. eines Operators p ist definiert als

S = lm Z (HG+ €1) - H(p) (1.143)

mit Identitdtsoperator 1.
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e Analog dazu

L) = (5. V@) (1144)
=i [ V@ ) o) - 5 [ do wle) @l V@RI0)
(1.145)

:%/m/@wmww@mmw

— o [ da [ o twia) oV ) elp) o10) (1.146
— [ daV(a) w10}, [ dp (wlp) plo)

+ [ wla) v, [ dp el o) (1.147)
— [ daV(z) alw) 0, (W)

+ [ dn wla) Viw)on (al) (1.148)
— [ daV(@)o. (al) (0la) (1.149)
— [ V(@) i) Gulv) (1.150)
—— v =-(52). (1151)

e Gleichungen sind #hnlich der klassischen Mechanik:

. OH . oA

_on _ gt 1.152
b=y 2 pe (1.152)

e Ubergang QM zu klassischer Mechanik:

— Betrachte Zustand |¢) mit (Z) = xo, Az = A, () = po, Ap = h/(24)
(z.B. realisiert durch GaufBsches Wellenpaket)

— Beispiel: A = 1071? cm (GréBe eines Protons)
= Ap = 107*m%kg/s/(107°m) = 10~ ¥kgm/s. Fiir ein Teilchen
mit Masse 1 g ist dann die Geschwindigkeitsunschiirfe 10~ **cm/s,
was nicht messbar ist.
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— Fiir einen solchen Zustand gilt:

) d,. JOH
&o = %<x> = < 9% > (1.153)
oH OH (0, po)
~ =R 1.154
o dpo ( )
L=T0o,P=Po0
) d, . OH
po= 4 {p) = <6x> (1.155)
OH OH(x0,p0)
~ — = - 1.1
ozt A R 8%0 ( 56)
T=T0,P=P0

— Fiir einen solchen Zustand gilt auch (Q(z,p)) ~ w(xo,po)

— Wenn die Fluktuationenen um den Erwartungswert klein sind, wird
der klassische Limes von den Erwartungswerten beschrieben.



Kapitel 2

Einfache eindimensionale
Probleme

2.1 Potentialtopf
2.1.1 Unendlich hohe Wand

I il 111
iy L w
2 2

e Potential gegeben durch

0 fii L/2
V() = iirfaf < L/2, (2.1)
Vo = oo fiir |z| > L/2

e Kigenwertgleichung in z-Basis:

0% 2m B
ﬁ—kﬁ(E—V)q/)—O. (2.2)

e zuerst Region III: nimm zunéchst an, dass V =V > E aber Vj endlich:

Losung:

P(z) = Ae™ + Be™"* (2.3)

29
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k=+/2m(Vy — E)/Rh?.

(2.4)

Losung darf fiir  — oo nicht divergieren, damit [¢) normierbar (Region

I): A=0

im Limes Vy — oo geht kK — oo und damit

Ymi(r) =0.
Analog in Region I: ¢1(z) =0
in Region II: freies Teilchen, also

Yri(z) = Ae™*® 4 Be~tke
mit
k=+/2mE/h?.

Damit 9 bei z = £L/2 stetig ist

Yri(L/2) = Ae*L/? + Bem /2 = 0,
¢II(—L/2) = Ae_ikl’/2 + BeikL/Q _ 0

eikL/2  o—ikL/2 A
e—tkL/2  gikL/2 B =0.

Nichttriviale Losung falls Determinante verschwindet:

In Matrix Form

el — el — 9jsin(kL) = 0.

Daher

mit n € Ng.

Randbedingung und Normierung:

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

0= Aeinﬂ'/Q +Be—inﬂ'/2 — e—in‘n’/Q(Aein‘n' +B) — 6—in7r/2(A(_1)n -I-B)

Daher

B=(-1)""A.

(2.13)

(2.14)
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Erhalte zwei Familien von normierten Wellenfunktionen:

() = V2/L c.os(mm:/L) fl%r n ungerade , (2.15)
\/2/Lsin(nmz/L) fiir n gerade.
Eigenwerte:

_ h2 k> _ 2 22 .
" 2m 2m L2

(2.16)

Vs

!

E4

NS
|~
&V

Beachte n = 0 ist eine triviale Losung (¢o = 0).

Wir haben zum erstenmal quantisierte Energieniveaus gefunden!

Die zugehorigen Eigenfunktionen sind gebundene Zusténde fiir diese gilt

lim «(z)=0. (2.17)

Beachte die Gauschen Pakete sind keine Eigenfunktionen der freien Teil-
chen.

Die zu gebundenen Zusténden gehorigen Energien sind immer quantisiert,
wihrend ungebundene Zustéinde ein kontinuierliches Spektrum haben (sie-
he z.B. freies Teilchen)

Der niedrigste nichttriviale Zustand (n=1) hat Energie E; # 0.

Klassisch wire die niedrigste Energie Null.

2.1.2 Endlich hohe Wand
Blatt 4.
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2.2 Potentialstufe
V(x) A

Vo

e Potential gegeben durch

i
V(x) = {VO>O w0, (2.18)

0 fir z <0.
e Wir betrachten ein Teilchen mit Energie E > 0 das sich von links auf die
Stufe zu bewegt

e Klass. Mechanik: Fiir £ < Vy wird das Teilchen reflektiert, fiir £ > V,
fliegt es weiter (mit reduzierter Geschwindigkeit)

e In der QM passiert etwas anderes:

— Wellenpaket ¢ g bewegt sich von links auf die Stufe zu

— An der Stufe teilt es sich in reflektiertes (¥g) und transmittiertes
(1) Wellenpaket

VO
Jar
—0 X
AN
VO
Pax
—O X

e Im folgenden betrachten wir feste Energie bzw. festen Impuls, d.h. wir ar-
beiten mit ebenen Wellen statt mit Wellenpaketen (ein Wellenpaket kann
dann als Superposition ebener Wellen konstruiert werden)

e Zeitunabhéngige SGL in der Ortsbasis:

2
o) + V(@)le) = B(). (219)
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Wir definieren

2mE

k* = Eal (2.20)
= W : (2.21)
Wir haben also in Region I bzw. II:
7+ k=0, (2.22)
i+ ¢ =0. (2.23)
k ist immer reell, ¢ wird fiir £ < V{, imaginér.
e Allg. Losung (noch nicht normiert) in Region I:
Yr(z) = e** 4 Rek (2.24)
Damit verbunden ist die Wahrscheinlichkeitsstromdichte
it = g (U — 4 r) = (1~ |RP). (225)
Interpretation:
— €' ist die einfallende Welle mit Stromdichte %
— Re~™2 ist die reflektierte Welle mit Stromdichte 22| R|2
e Allg. Losung in Region II fiir £ > Vj:
Yrr(z) = Te" + Ue M7, (2.26)

Der Term U wiirde einer nach links laufenden Welle entsprechen, was wir
in unserem Fall nicht benétigen, daher setzen wir U = 0. Wir finden die
Stromdichte

h
i1 = L2 (2.27)
m

e ¢ und ¢’ miissen bei x = 0 stetig sein (stetige Wahrscheinlichkeit und
Impuls), daher

1+R=T, (2.28)
ik(l1— R) =1iqT. (2.29)
Daher

k—q
R=""=, 2.30
k+gq ( )

2

T = 2k : (2.31)
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e Kontinuitétsgleichung:
p+j =0 (2.32)
Da keine explizite Zeitabhingigkeit
j =0. (2.33)
Die Stromdichte ist also konstant und insbesondere bei x = 0 stetig:
k(1 —|R*) = q|T|? (2.34)
(geteilt durch i/m).
e Unterschiede zur klass. Mechanik:

— Selbst fiir E > V; wird ein gewisser Bruchteil |R|? der Teilchen re-
flektiert (fiir £ > V; geht |R| aber gegen Null)

— Fir F <V} ist ¢ imaginér und daher in Region II:
Yr(z) = Te "l (2.35)

mit Stromdichte j = 0. Aus der Kontinuitéitsgleichung folgt in die-
sem Fall k(1 — |R|?) = 0 und daher |R| = 1. Wir haben also totale
Reflexion, aber ein Teil der Welle T = 2k/(k + i|¢q|) # 0 kann in
klassisch verbotene Region eindringen (Tunneleffekte, siche néchstes
Unterkapitel).

2.3 Potentialschwelle und Tunnelphinomene

2.3.1 Potentialschwelle

e Potential gegeben durch

i
V(x):{VO>O ir |z| < a, (2.36)

0 fiir |z] > a.

e Nehme an, dass sich ein Teilchen mit 0 < E < V{ von links auf die Schwelle
zu bewegt, d.h. klassisch wiirde das Teilchen von der Schwelle reflektiert
werden
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e FEigenwert-Gl.:

|z] < a: V' — K%Y =0, (2.37)
lz| > a: V' + k%) =0 (2.38)
mit
2 - E
K= % (2.39)
2mE
k= 7;2 . (2.40)

e Allgemeine Losung:

x| < a: P(x) = Ae™® + Be ™" (2.41)
r< —a: Y(x) = e 4 Re™ i (2.42)
T>a: Y(x) = Te* . (2.43)

e Wir fordern wieder, dass 9 und v’ bei x = +a stetig sind. Es folgt nach
kurzer Rechnung;:

, 2kk
P 2.44
¢ 2kk cosh(2ka) — i(k2 — k2) sinh(2ka) ’ (244)
(2kk)?

(k% 4+ k2)2sinh(2ka)? + (2kk)?

IT|? = >0. (2.45)

D.h. ein Teil der Wellenfunktion wird durchgelassen, obwohl die Energie
kleiner ist als die Potentialbarriere. Das nennen wir den Tunneleffekt.

o Fiir ka > 1 (hohe/breite Schwelle) ist
dke \?
2 o —4ka
Transmissionskoeffizient ist also exponentiell abhéingig von

2ma2(Vy — FE
Ka = % (2.47)

e Fiir kompliziertere Potentiale kann man die Losung nur ndherungswei-
se erhalten, und zwar mit Hilfe der WKB-Methode (Wentzel-Kramers-
Brillouin), spéter in Vorlesung.

e Einfache N#dherung: betrachte beliebige Schwelle als Aneinanderreihung
von rechteckigen Schwellen
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Fiir eine Schwelle der Breite Az = 2a mit ka > 1 gilt:

4kk

In |11|2 ~2In (M

) —4ka = —2rAx . (2.48)

Die einzelnen Schwellen miissen also hinreichend breit/hoch sein, damit
diese Néherung gilt. Fiir eine Disktretisierung eines Potentials V (z) mit
langsamer x Abhéingigkeit, kann das noch immer eine gute Ndherung sein.

Dann folgt fiir die Aneinanderreihung;:

1n|T1|2|T2|2...z—zzmmza/v( ) de T_ (2.49)
i x)>

Daher

|T|2 ~ 6_2fV(rn)>E dx\/@ (2.50)

2.3.2 Alpha-Zerfall

e Ein a-Teilchen ist ein He-Kern, d.h., 2 Protonen und 2 Neutronen

e Atomkerne kénnen sich spontant durch Ausstrahlung eines a-Teilchens in
andere Atomkerne umwandeln, z.B.

2P0 —» a+2®Pb 1, =3-10""s  E,=8.953 MeV  (2.51)
2P0 a+2Pb 71/, =12-10"s E,=5408 MeV  (2.52)
Unterschied von 10'* in Halbwertszeiten! Woher kommt das?
e Experimentel bestimmtes Geiger-Nuttall-Gesetz

1 Z
In — =c¢(2) —co—=
117'1/2 (2) 02\/7 E,

mit Kernladungszahl Z stimmt gut mit Daten iiberein.

(2.53)

e Herleitung dieses Gesetzes aus einfachem Modell:

— Elternkern mit Radius R besteht aus Tochterkern mit Kernladungs-
zahl Z und a-Teilchen mit Kernladungszahl 2.
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— diese wechselwirken tiber ein sphérisches Potential V (r)

— wenn «-Teilchen auflerhalb des Elternkerns ist (r > R): Coulombpo-
tential 2Z¢2/r

— innerhalb des Elternkerns (r < R): attraktives Kernpotential (nega-
tiv)

V(r)

—Vp ———

e o-Teilchen ist fiir eine lange Zeit im Elternkern quasi-gebunden, kann aber
durch die Potentialschwelle tunneln wenn es eine Energie £ > 0 hat.

e Halbwertszeit des Elternkerns wird bestimmt durch Tunnelwahrscheinlich-
keit (statistischer Prozess!)

IT)? = e (2.54)
2
G- 2\/2m/ 27e (2.55)
27¢?
b= (2.56)

Integral kann exakt gelost werden:

/abdrmz [arccosf \/% ] (2.57)

Fiir b > R (E < Hohe der Coulombschwelle) folgt

2w Z
~ —VmZe2b = 2.
G~ W e Co—— B (2.58)

mit

_ 2me2v/2m

; (2.59)

C2

e Semiklassisches Bild:
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— fiir ein einzelnes Teilchen ist e~¢ die Wahrsch., beim Auftreffen auf
die Schwelle zu tunneln = um mit Wahrscheinlichkeit ~ 1 zu tunneln
benétigt man n ~ e Versuche

— Zeit zw. zwei aufeinanderfolgenden Auftreffen auf die Schwelle ist
t ~ 2R /v mit typischer Geschwindigkeit v des a-Teilchens

— Lebensdauer des Elternkerns ist daher 7 ~ nt ~ e“2R/v und daher

1 2R Z
ln;fflnij—q(Z)*Czﬁ (2.60)

bzw. das Geiger-Nuttall-Gesetz.

e das Modell ist sehr stark vereinfacht und enthélt eine klassische Ndherung;
exakte qm. Rechnung nétig fiir quantitative Vorhersagen

e Verallgemeinerung auf zwei beliebige Kerne mit Kernladungszahl Z; und
Zs: die Wahrsch. einer Reaktion zwischen den beiden Kernen (z.B. kénnte
einer der Kerne den anderen einfangen) ist unterdriickt um einen Faktor

e~/ 22/VE (2.61)
mit Konstanter cs.
Konsequenzen:

— Kernfusion mit leichten Kernen einfacher, kann bei kleineren E ge-
lingen, einfacher das Plasma zu stabilisieren

— in Kernreaktoren werden Neutronen benutzt, um die schweren Kerne
zu spalten (keine Coulombschwelle wie bei Protonen)

2.3.3 Feldemission und Rastertunnelmikroskop

e Erinnere an Fotoeffekt: um Elektronen aus einem Metall herauszuldsen,
muss eine Arbeit W aufgewandt werden

e dies kann z.B. geschehen durch Strahlung (v > W) oder durch Wérme
o weitere Moglichkeit: Feldemission (Tunneleffekt)

e Elektronen sind “Fermionen” (maximal ein Teilchen pro Quantenzustand),
daher Energiezustéinde im Metall gefiillt bis zur “Fermikante” ep

W —eEx
€ —_—
— — a T\

Metall 0 T
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e durch Anlegen eines dufleren elektrischen Feldes E wird das Potential au-
Berhalb des Metalls geéindert von W zu W — eEx

— Potentialschwelle mit Breite a = W/(eE)

— Elektronen kénnen durch diese tunneln, mit

2 4V2 [mw W
672 Jodz 25 (W—cEx) — e 5\ hz eE (2.62)

TP =

e Formel ist qualitativ richtig, aber zusitzliche Effekte: z.B. Storstellen an

der Metalloberfliche = Anderungen des lokalen elektr. Feldes Tunnel-

wahrsch. héngt sehr empfindlich davon ab, dies kann man aber technolo-
gisch ausnutzen: Rastertunnelmikroskop (RTM)

Control voltages for piezotube

with electrodes

Tunneling Distance control
current amplifier  and scanning unit

Piezoelectric tube

Data processing
and display

— zwischen Spitze und Oberfliche wird eine Spannung angelegt

— ein Tunnelstrom fliefit, wenn Abstand zw. Spitze und Oberfliche we-
nigen Atomdurchmessern entspricht

— iiber einen Regelkreis wird der Tunnelstrom konstant gehalten =
Bewegung der Spitze erzeugt das Hohenprofil der Oberfliche

2.4 Teilchen im elektromagnetischen Feld
e Ubungsblatt 5

e Ergebnis in 3d fiir ein Teilchen mit Ladung ¢

H(t) = % (ﬁ— gA(Z, t))2 +q®(i,1). (2.63)

mit Skalarpotential ® und Vektorpotential A. Diese sind klassische Felder
und keine Operatoren. Feldquantisierung kommt in Quantenfeldtheorie.
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2.5 Zwei Theoreme

e Beweise auf Blatt 5
e Theorem 1: In einer Dimension sind gebundene Zusténde nie entartet.

e Theorem 2: Die Eigenfunktionen von H koénnen in der Ortsbasis immer
reell gewéhlt werden.

2.6 Harmonischer Oszillator

e Potential

V(z) = %m&:ﬁ? : (2.64)

e Dies ist oft eine gute Ndherung fiir ein allgemeines Potential in der Néhe
eines Minimums bei zg:

V(z) =V(xo) + %V”(mo)(;v —20)? + O((z — z0)?) . (2.65)
2.6.1 Potenzreihenl6ésun in der Ortsbasis

e Auf Blatt 5 besprochen.

e Fiihrt zur Energiequantisierung

1
E, = hw(n + 5) (2.66)
e Losung auf Ubungsblatt:
Wly) = hiy)e ™ /? (2.67)
mit
mw
y=my/— (2.68)

Man kann zeigen, dass die auf Blatt 5 gefundenen h(y) bis auf Normierung
die Hermite-Polynome H,,(y) sind mit

2 d" 2
H,(y) = (-1)"e dy—nefy . (2.69)
Wir finden die Eigenfunktion zur Energie FE,,:
2
Unly) = cnHy(y)e v /2 (2.70)
mit
1 1/2

Diese sind entweder gerade oder ungerade:
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2.6.2 Operatormethode (Paul Dirac)

e Definiere:
mw\ 1/2 1 1/2
(N 5 2.72
o= () x+l(2mhw) P (2.72)
und daher
1/2
P (TN 5
a (QFL) &—i| 5= p. (2.73)
e Kommutator:
1
N=—i—2[&,p=1. 2.74
a,a1] = ~i5:212, ) (274
e Ausserdem:
. 1 1
"a=—H— = 2.75
a'a =+ 5 ( )
bzw.
H = hwH (2.76)
mit
~ 1
H=ad"a+ 7 (2.77)
e Die Eigenwerte von H sind grofer als %, da
N 1 1
W1 [9) = (avlav) + 5 (619) = 5 (2.78)

fiir normierte |¢) mit (y|¢) = 1.
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e Weiterhin:

[a, H] = [a,a'a] = aa’a — a'aa = [a,al]a = a, (2.79)

[af, H] = a'[af,a] = —al . (2.80)

e Eigenwert-Gleichung fiir H:

Hle) =cle) (2.81)

e Die Operatoren a und a' erzeugen aus den Energiezustinden |¢) neue
Energiezustéinde mit niedriger /héherer Energier:

A(ale)) = (aff — [a, H])|¢) (2.82)
= (aH — a)|e) (2.83)
= (e—1)(ale)), (2.84)

d.h., ale) ist ein Eigenzustand mit Eigenwert ¢ — 1. Analog:
H(a'le)) = (e +1)(al |e)), (2.85)
d.h., a' |¢) ist ein Eigenzustand mit Eigenwert ¢ + 1.
e Nenne a! Aufsteigeoperator und a Absteigeoperator.

e Da wir bereits gezeigt haben, dass es einen kleinsten Eigenwert von H
gibt, muss es einen Zustand geben fiir den a |eg) = 0.

Fiir diesen Zustand gilt also

_1
afaley) = (H — 2) leo) =0 (2.86)
und daher
- 1
H leo) = 5 leo) - (2.87)

Wir finden also den kleinsten Eigenwert ¢ = %

e Auf |gp) kann man beliebig oft af anwenden und bekommt die Zustinde

len) = an(a?)" [eo) (2.88)
mit Figenwerten
1
e =5 +n (2.89)

und a, € C so, dass (e, |e,) = 1. Die Phase von «, ist nicht eingeschrénkt,
so dass wir «,, € R wahlen konnen.
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e Notation: |e,) — |n) und

H|n) = (; + n> In) . (2.90)
e Es ist einfach zu zeigen, dass
a'a|n) = ayata(a’)™|0) (2.91)
= ay((ah)a(a®)* " + (a¥)") |0) (2.92)
=... (2.93)
= a,((a")" a4+ n(a")™)|0) (2.94)
= a,n(a)™0) =nn) . (2.95)
Daher definieren wir # = a'a mit
fln) =n|n) . (2.96)
e Wir bestimmen nun noch die Normierung a,, der Zustidnde: Wir wissen
bereits
aln) =cpn—1) (2.97)
und daher
(n|a’ = ¢ (n—1| (2.98)
und daher
n(nn) = (n|i|n) = (n|ata|n) = |c,|? (n — 1|n — 1) (2.99)
und daher
n=|cal?. (2.100)

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit wihlen wir

cn=\n. (2.101)
Es gilt also
aln) =+/nin—1) (2.102)
und mit
nn) =a'aln) = alvn|n—1) (2.103)
folgt

al|n —1) = /n|n) (2.104)



44

KAPITEL 2. EINFACHE EINDIMENSIONALE PROBLEME

bzw.
allny =vn+1|n+1). (2.105)

Daraus folgt nun schliesslich

(a™)™|0) (2.106)

2~

|n>:aT%|n71>:...
und
O = —— (2.107)
fiir (0]0) = 1.

Wir finden damit nun eine kompakte Darstellung der Eigenfunktionen im
Ortsraum:

1
w(2) = (z|n) = — (x| ()™ 0) . 2.108
¢<><|>m<|(>|> ( )
Wir setzen ein
mwN1/2 1 1/2A
a7<§) x+z<2m ) P (2.109)
und finden mit
mw
=z — 11
y=a/= (2.110)
dass
(9l (@) 10) = — (y—d)"<y|o>. 2.111)
V2n dy
Daher
11 d\"
n(y) = —= - — . 2.112
o G (2112
Aus
0= lal0) = 5 v+ 5 ) o) (2.113)
pr— a = — —_— .
Yy s\t g, ) ol
folgt
Yo(y) = Age ™ /2 (2.114)
mit Ag = a4,
Es gilt also
1 1 d\" _.-
_ o —1/a_1 e —y2/2
Un(y) = n!ﬁ(y dy) e : (2.115)

Daraus ergibt sich eine andere, dquivalente Darstellung der Hermite Po-
lynome.
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2.7 Symmetrien

2.7.1 Allgemeines

e Symmetrie = Invarianz des Systems bzgl. einer Transformation U mit

[v) = [y =Up) . (2.116)
Nimm an, dass U unitér ist, dann
@'y = @ UTU [4) = @) . (2.117)

Genauer: Symmetrie bedeutet, dass sich die Matrixelemente des Hamilton-
Operators nicht d&ndern

(W'IH|¢') = (Y| H|¢) . (2.118)
Dies muss fiir alle 1) und ¢ gelten, daher
U'HU = H. (2.119)
Da Ut = U~ gilt auch
HU =UH (2.120)
bzw.
[H,U]=0. (2.121)

e Fiir infinitesimale Transformationen
Ue) = e #¢ =1 — %sa +0(?) (2.122)

mit GT = G damit UT = UL
Kann endliche Transformationen, die kontinuierlich mit 1 verbunden sind
immer auch durch infinitesimale Transformationen erzeugen:

Ula) = e~ #96 — (e—%W”)G)n (2.123)

mit € = a/n. Nenne G Generator der Transformation.
Aus [H,U] =0 folgt [H,G] = 0.
e Nimm nun an, dass U nicht explizit von Zeit abhéngt:
d 1
—(U)=—=(U,H]) =0. 2.124
&0) = (v, H)) (2124)
Daher (U) = const bzw. (G) = const. (Erhaltungsgrofien)

e Noch stirkere Aussage: Eigenwertgl. von G:

GPn) = An [én) (2.125)
In Ubungen beweisen Sie fiir beliebigen |¢(t)):
[H,G]=0 — | (dn]tp(t)) | = const . (2.126)

Alle | (¢n]t(t)) | sind also Erhaltungsgrofien! Vergleiche Noether Theorem.
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2.7.2 Translationsinvarianz (Ort)
e Translationsoperator
T(a)|x) = |z + a) (2.127)
bereits gezeigt
T(a) = e 797 (2.128)
Impuls generiert Translationen.

e Translationsinvarianz: Aus

[H,p] =0 (2.129)
folgt
o) = 0 2.130
) = (2130)
und fiir
¥(p,t) = (p[v(1)) (2.131)

ist |4 (p,t)| konstant! Impulsverteilung ist Erhaltungsgrofe.

Beachte: im Allgemeinen bricht V(z) die Translationsinvarianz.

2.7.3 Translationsinvarianz (Zeit)
e Translationsoperator der Zeit
U(a) [(t)) = [(t + a)) (2.132)
bereits gezeigt (SGL)
Ua) = e+ (2.133)
Hamiltonian generiert Zeitentwicklung.

e Translationsinvarianz: Aus

[H,H) =0 (2.134)
fiir nicht explizit zeitabhéngigen H folgt

d

—(H)=0 2.135

<) (2135)

bzw. die Energieerhaltung.

Die Wahrscheinlichkeiten die Energiewerte F,, zu Messen

Pn(t) = (Enlt(t)) (2.136)

ist fiir jedes Niveau konstant! Beweis aus Ubung bendtigt nicht, dass H
eine Eigenbasis hat.
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2.7.4 Rotationsinvarianz
e Rotationsoperator siehe néichstes Kapitel
e Rotationen werden vom Drehimpuls generiert

e Rotationsinvarianz entspricht dann der Drehimpulserhaltung

2.7.5 Paritat
e Siehe Blatt 5, Aufgabe 1.
e Beachte: nicht kontinuierlich mit 1 verbunden! Keine Generatoren.

e Die elektroschwache Wechselwirkung (8 Zerfall) bricht Paritéit auf sehr
kleinem Niveau.
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Kapitel 3

Zentralkraftproblem und
Drehimpuls

3.1 Rotationen

e Rotationen entsprechen Matrizen aus SO(3), d.h., orthogonale Matrizen
mit Determinante 1. Beispiel der Rotation um z-Achse mit Winkel 6:

cos(f) —sin(d) O
M= |sin(@) cos(d) 0] . (3.1)
0 0 1
Rotierte Koordinate:
7 = MZT. (3.2)
e Definiere Drehimpulsoperator
L=%xp (3.3)

bzw. in Komponentenschreibweise

L; = 12D (3.4)
mit Indizes 1,2, 3.
Beachte
ih  fallsi=j
P pi] = . 3.5
g pj] {O sonst (3:5)

49
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e Was generiert z Komponente des Drehimpulsoperators? Betrachte infini-
tesimale Transformation

1) = (1- pelnpe i) ) 1) (36)
— (1 jeo w40 ) )
_ (e—%wﬁze%mﬁl + 0(52)) 1) (3.8)
= (1 + 0(52)) |1‘1 — ET2,T2 + €$1,$3> . (39)

Vergleiche mit infinitesimaler Rotation um z-Achse (6 = ¢ oben):

. Tr1 — EX2
o= |x9+ex | . (3.10)
T3

Die z Komponente des Drehimpulsoperators generiert also einer Rotation
um die z Achse.

e In Ubungen zeige, dass
Up(f) = e~ #7L (3.11)

eine Rotation um die Achse 6 mit Winkel |f] bewirkt.

e In Ubungen zeige, dass die Generatoren L; die Vertauschungsrelationen

[i’aa [A/b] = ihsabcf/c (312)
erfiillen.
e In Ubungen zeige, dass fiir
- 3
=YL (3.13)
i=1

gilt

(L%, L] =0. (3.14)

(Gleichzeitig diagonalisierbar.)

3.2 Eigenwertproblem fiir [? und L,

e Da [IA/Z7 E2] = 0 = gemeinsame Basis von Eigenzustinden von einem L;
und L2.
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e Da L; nicht miteinander kommutieren = keine gemeinsame Basis von

Eigenzusténden von zwei L;, L; mit ¢ # j.

e Gemeinsame EZ von L, = Lz und L%

2]aB) = aaf)
LslaB) = BlapB) ,
(aflap) =1.

e Definiere Auf- und Absteigeoperator:
Ly=Li+ils.
Man kann zeigen:
(L3, Li] = +hLy,
(12,1, =0.

e Man findet daher (Blatt 6)

[2(Ls |aB)) = a(ls |aB)),
Es(Ps|aB)) = (B % h)(Lx [afB)).

Unter Annahme eines Eindimensionalen Eigenraums folgt:
Ly|ap) = Cx(a, B) |o, B£ D)

mit einem Cy (a, B) € C. O.B.d.A. wieder C(a, 8) € R méglich.

e Aus
a— B =(a— B (aBlaB)
= (aB|(L* - L3) |aB)
= (aB| (L} + L3) |aB) > 0
folgt

B <a.

e Es muss also einen Zustand |afmax) geben fiir den

i’-i— ‘aﬁmax> =0.

(3.15)

(3.16)
(3.17)

(3.18)

(3.19)
(3.20)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
(3.26)

(3.27)

(3.28)
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Aus
0="L_L|afmax) (3.29)
= (L2 = L2 — hls) [0fmax) = (0 — e — i) [0Bmax)  (3.30)
folgt

@ = Bmax(Bmax + ). (3.31)
Analog gibt es einen |afmin) mit
L_|aBmin) =0 (3.32)
und daher nach kurzer Rechnung,
& = Prin(Bmin — h) - (3.33)
Aus beiden Gleichungen folgt

Bmin = _Bmax . (334)

e Wir gelangen von |afmin) z2u |aBmax) in k& € Ng Anwendungen von f/+.
Daraus folgt:

ﬁmax - Bmin = 26max =kh. (335)
Es folgt
k
ﬂmax = gh (336)
und
k (k
52
a—h2<2+1>. (3.37)

e Bemerkungen:

— Fiir gerade k = 2[ sind die Eigenwerte von Ly gleich mh mit m €
{=l,=1+1,...,1}.

— Fiir ungerade k = 2l 4+ 1 sind die Eigenwerte von Ls gleich %h
mit m e {1 —1,...,1}.

— Beachte, dass wir mit der Definition L; = €ijkT;Dr begonnen ha-
ben aber fiir die Folgediskussion nur [IA/a,lA/b]A: iheapeLe bendtigt
haben. Andere Darstellungen/Versionen von L; kénnten diese Ver-
tauschungsrelationen auch erfiillen.



3.2. EIGENWERTPROBLEM FUR iQ UND L. 53

— Die unterschiedlichen k entsprechen unterschiedlichen Darstellungen
von Transformationsverhalten eines Quantenzustands unter Rotatio-
nen.

— Die ungeraden k bendtigen eine komplexere Darstellung der Opera-
toren L; und werden spéter genauer behandelt (Spin).

— Die geraden k = 2I erlauben einfache Darstellungen der Operato-
ren durch L; = €;;,2;pr und werden im Folgenden direkt behandelt
(Bahndrehimpuls).

e Anderung der Notation: |af) — |Im), Bmax = hil, so dass
L2 [lm) = R2I(1 + 1) |Im) , (3.38)
Ly |im) = hm |im) (3.39)

mit [ =0,1,2,...und m= -, -l +1,...,1 —1,L
Die Quantenzahl [ heifit Drehimpuls, m heifit magnetische Quantenzahl.
e Bestimme nun Cy aus L. |Im) = Cy |I,m 4 1) durch
|ICL? = |CL)* (I,m+ 1|l,m £+ 1)
— (im| Ly L lim)
= (im| (L* — L3 % hLy) |im)
=211 +1) —m?>Fm).

Daher

Ce=mJ/Il+1)—m(m=*1). (3.44)

e Eigenfunktionen im Ortsraum:
— Am einfachsten in Kugelkoordinaten:

rsin @ cos ¢
Z=|rsinfsing | . (3.45)
rcos 6

— Ortsdarstellung (siehe auch Blatt 6):

A 0

LZ— — Zh% 5 (346)

N . 0 0

LiZhe™ [ +— + . A4
1=he ( 80+ZCOt98¢> (3.47)

— Da 2 = IA/,IA/+ + ﬁ% + hI:s und sowohl ﬁi als auch ﬁ3 keine r-
Abhéangigkeit haben, hingen die gemeinsamen Eigenfunktionen nur
von 6 und ¢ ab.
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— Wir bezeichnen die gemeinsamen EF als

Yim (0, ) - (3.48)

— Die orthonormalen EF von Ls héngen nur von ¢ ab und sind

1 .
D, (p) = —€"%. 3.49
(%) Nors (3.49)
— Mache daher einen Separationsansatz:
Yim (0, ) = @ (9)Om (0) . (3.50)

— Fiir den hochsten Zustand Yj; gilt

LiYy=0 (3.51)
und daher
0= (8 +icot 98> Di()Ou(0) (3.52)
a0 dp
_ ((;99 ~lcot 9) B1(2)0u(0). (3.53)
Daher
(8 —lcot 9) Ou(d) =0. (3.54)
a0
Dies wird durch
©1() = const - (sin )’ (3.55)

gelost. Die Normierung bestimmen wir noch.
— Die anderen Y}, erhalten wir durch Anwendung von L_:

Yim (6, ) = const - (L_)""™(sin §)'e’? . (3.56)

Diese Funktionen heiflen Kugelflichenfunktionen (siehe Elektrodyna-
mik).
— Normierung nach kurzer Rechnung. Kompletter Ausdruck
20+1 (1 —m)!
4 (I+m)!

Yin(00) = | T/Q Prcos)e™s  (357)

mit Legendre Polynomen

_1\m +m
=S am e () @0 s
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Es gilt ) _,,, = (=1)™Y},
— Orthogonalitédtsbeziehung:

55

27 ™
(I'm/|lm) = / d<p/ dOsin 0Y;7,,:(0,0)Yim (0, 0) = 61 S -
0 0

(3.59)

— Die Y. (0,¢) = (8, p|lm) sind eine vollstindige Basis des Winkel-

raums.

Paritét von Yy, (6, ) ist (—1)!

— Explizite Ausdriicke:

1
Yoo = ——,
00 o
3
Yio =/ —cosf,
T
3 +i
Yit1=F 8—s1n96 L
T

/5
}/20 = ]_677'('(3 COS(0)2 — 1) s
15 ;
Yo 41 = F4/ o sin 6 cos fe ¥ |
[15 . Z.
Yo 40 = 3o sin(0)e 2.

3.3 Rotationsinvariante Probleme

e SGL im 3d-Ortsraum:
K2 .
,ﬂv Y(T) + V(2)Y(T) = Ep(T)

mit Masse p (da m hier die magn. Quantenzahl ist).

(3.60)
(3.61)
(3.62)
(3.63)
(3.64)

(3.65)

(3.66)

e Hier: was wenn Potential nur von r = |Z] abhéngt, d.h., V(&) — V(r)?

e Kugelkoordinaten:

o2 12 (26009 ) 4 9 (gmel ) . L2
v = 7Zsind |or " Smear +3¢9 Sm989 +sin08<p2

e Auflerdem bereits gezeigt:

} . (3.67)

(3.68)
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Nach kurzer Rechnung:

= 1 9 0 1 92
L CsingZ )+ —— 2| .
h Lin@ 06 (5111930) * sin? @ 3@2} (3.69)
Daher folgt:
- 10 0 1 =
o () - L?. .7
v r2 Or (r 87‘) h2r2? (3:70)

Rotationssymmetrie heift [H, L;] = 0. Ausserdem gilt [H,L?] = 0 und
[L2, L;] = 0. Es gibt also gemeinsame EF:

HYpim=EVEim, (3.71)
Ez?/JE,z,m =11+ DYpim (3.72)
LsYgim = Mg im . (3.73)
Separationsansatz:
VELm(r,0,0) = RE1m(1)Yim(0,¢) . (3.74)
Es folgt:
0=(H-E)y (3.75)

O R[10(,0) I+

Gilt fiir beliebige Winkel, daher folgt die Radialgleichung:

0= {—Z [7}2; (r2;> - l(l; 1)] +V(r) - E} Rgy;.  (3.77)

Schreibe Rp ;, da Gleichung keine m-Abhéngigkeit mehr hat!

Die Eigenwerte von H sind also (2] + 1)-fach entartet (verschiedene Werte
von m=—1,...,1).

Hilfsfunktion: Ug,; = rRg, damit folgt nach kurzer Rechnung

_{ h? 92 B2+ 1)

2ur?
Diese Gleichung ist fast die 1d SGL:

— aber r € [0, 00|

— aber zusitzliche repulsive Zentrifugalbarriere h2I(I + 1)/(2ur?)

— aber die Randbedingungen sind anders:
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* 1 — oo: Normierbarkeit cigentlicher Zusténde [ drr?|R(r)|? =
JoS dr|U(r)|? < oo. Daher muss U schneller als 1/+/7 abfallen.

x Fiir ungebundene Zustédnde folgt fiir r — oo (Potential ver-
nachlissigbar): U(r) oc e'*" mit h2k? = 2uF.
* 7 — 0: Unter Annahme von 72V (r) — 0 fiir 7 — 0 bei [ > 0 folgt

I(1+1)
,,«2

Ul ~ U, (3.79)

was nicht mehr von E abhingt mit Losungen

l (3.80)

rit1  regulire Losung
Ul 0,8 . .
r- irreguldre Losung

Irregulére Losung ausgeschlossen, da nicht normierbar!

x Falls r — 0 bei [ = 0: Ry soll bei » = 0 endlich bleiben, daher
Uo(r) =ar +br® +....
Daher ist bei r — 0 auch fiir [ = 0 nur die obige regulére Losung
U; x i1 erlaubt.

3.4 Harmonischer Oszillator in 3 Dimensionen

e Hier: kartesisch, auf Blatt 7 in Kugelkoordinaten

e Isotropischer Harmonischer Oszillator:

i oy 15,
s, 1
= —ﬂv2 + 5/140.)27’2 (382)

e Man kann diesen auch als Summe dreier 1d Harmonischer Oszillatoren
verstehen: H = Hi+ Ho+ H; = (H1®121)+ (1 Ho®1)+ (181 Hs)
mit

2 152 I 59
Hi = - A-. .
5 +2uw Ty (3.83)

Die Eigenzusténde sind dann Produktzustéinde der jeweiligen HO:
7)) = In1) ® [n2) @ |n3) (3.84)

und die Gesamtenergie ist

3
Es=E, +E,, +Ep, =hw <n1 +n2 +n3 + 2) . (3.85)
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e Die Energie hingt also nur von einer Hauptquantenzahl n = ny 4+ ng + ng

ab und wir haben eine Entartung der Eigenrdume fir E,, = hw(n + 3/2).
Entartung:

— n =0 hat nur 1 Kombination (ni,ns,n3 =0,0,0)

— n = 1 hat 3 Kombinationen (ni,ns,n3 = 1,0,0 oder 0,1,0 oder
0,0,1)

— n = 2 hat 6 Kombinationen (n1,ng,n3 = 2,0,0 oder 0,2, 0 oder 0,0, 2
oder 1,1,0 oder 1,0, 1 oder 0,1,1)

Blatt 7: Perspektive aus Radialsymmetrie.

Entartungen folgen immer aus Symmetrien. Fiir gegebenes ! sind Zusténde
wegen der Radialsymmetrie (letztes Kapitel) zu m = —I,..., [ entartet. In
Operatorschreibweise:

H |nlm) = E |nim) (3.86)
und [H, L] = 0, daher
Hnl,m=+1) = HLy [nlm) = ELy |nlm) = E |nl,m + 1) . (3.87)

Erkléart das die gefundene Entartung? Nicht ganz...

Zeige auf Blatt 7: Erlaubte Werte fiir | = n — 2k fir £ = 0,1,2,....
Zusétzliche Entartung fiir gegebenes n zul =n,n—2,n—4,...,0 bzw. 1.
Zusétzliche Symmetrie:

H=hw (&T a4+ Z) (3.88)
mit
L 1 s
a; = W(uwmj +1ip;) (3.89)

hat eine Symmetrie zu & — Ua mit U € SU(3) und nicht nur zu reellen
Rotationen (was U € SO(3) bedeuten wiirde).

Man nennt dies oft auch eine “versteckte Symmetrie” oder “zufillige Sym-
metrie”, da sie nicht sofort ersichtlich ist.

Wasserstoffatom

3.5.1 Eigenwertproblem

e H-Atom besteht aus Protonen (Masse m,, Position 7,) und Elektron (Mas-

se M., Position 7)
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e Reduktion auf Eink6érperproblem durch Relativbewegung mit Schwerpunkt-

skoordinate
7= Mwlp T Meve (3.90)
Mp + Me
und Abstand
F="Te—Tp. (3.91)
o klassische Hamiltonfunktion:
1 . 1 _
H = §mpF§ + §me7:3 + V(7) (3.92)
mit Coulomb-Potential
02
V(F) = - (3.93)
mit Elementarladung e und r = |7].
In Relativkoordinaten:
1 7 1 mpyme o
_ . —_pe . .94
H= gy mo) B 5 e (7 (3.94)

e Da Elektronen viel Leichter als Protonen sind (m./m, ~ 1/2000) folgt fir
Relativkoordinate
1

H ~ 5mj? + V(7). (3.95)

Dies entspricht dem Hamilton Operator

~ h2 . 2
H=-2v2_°%. (3.96)
2u r
mit g = me.
e Separationsansatz:
Ugi(r

e Radialgleichung:

B2 9% e R2(L+1)
S S A T ) . .
0 { 2ot o }UEl (3.98)

e Typische Dimensionen des Problems: Bohr Radius ag = h?/(m.e?) ~ 0.53
Aund Rydberg Energie Ry = ¢%/(2a5) ~ 13.6 eV
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e Variablentransformation:
y=r/ag, e=FE/Ry (3.99)

Dann:

a2y oy

0= { & + 2 l(ltl) Bz}UEl. (3.100)

mit e = —32 < 0.
e Fiir y — oo: U” = $2U und daher U o e ¥ (¥ ist nicht normierbar)
e Fiir y — 0: U o< y!*! (regulire Losung aus Kapitel

e Ansatz:
Uri(y) =y e PYom(y). (3.101)
Es folgt die DGL:
yo'' +2(1+1—By)' +2(1 = B +1))v=0. (3.102)

e Potenzreihenansatz fiir v:
v(y) = Cryt. (3.103)
k=0

Einsetzen in DGL fiihrt zu Rekursionsbeziehung:

Blk+1+1)—1

Criq = 2C . 3.104
kol M+ Dk +20+1) ( )
Fir k£ — oo:
Ciy1 28
= 1
o : (3.105)

Das ist das asymptotische Verhalten der Reihenentwicklung von ¢?#¥ und
U ist nicht normiberbar, falls die Reihe nicht abbricht.

Abbruchbedingung;:

1

f=riit1

(3.106)

e Definiere Hauptquantenzahl n =k +1+1=1,2,..., dann Energie:

E, =¢Ry =—-—Ry. (3.107)
n
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e Fiir gegebenes n sind erlaubte Werte vonl =n—k—1,...,0=n—1,n—
2,... und fiir gegebenes [ wie immer m = —I[,... 1.

Die Entartung fiir gegebenes n ist also

n—1

d@+1)=n?, (3.108)

1=0
d.h. der Eigenraum zu E,, ist n? fach entartet.

e Nomenklatur:

n Hauptquantenzahl
k = n, radiale Quantenzahl
I Nebenquantenzahl oder Drehimpuls
m magnetische Quantenzahl
e Spektroskopische Notation: [ = 0,1,2,3,... nennt man auch s, p, d, f, g,
h Orbitale
Oft Notation: 1s ist Zustand mit n =1und [ =0, 3pmit n =3 und l =1

etc.

e Wellenfunktion: Potenzreihe fiir v(y) bricht fir ¥ = n — 1 — 1 ab. Man
nennt die entsprechenden Polynome die zugeordneten Laguerre-Polynome
2041
Lnflfl'
Die Losung ist also

l 2
Rou(y) oce” ¥/ (%) L2t <3> : (3.109)

e Fiir die Laguerre-Polynome gilt:

L)(x) = eI%(e_pr) ) (3.110)
k
Li(z) = (—1)’“%L2+k(x). (3.111)

e Nach Normierung:

7 1/2 .
Unim (1,0, @) :aé3/2% |:<n l 1)!:| ( 2o )

(n+1)! napg
2 —_—_r

i (Z)emey. e
nap

e Die Wellenfunktion R,; hat n — [ — 1 Nullstellen in R*:
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Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir das Coulomb—Potenzial

Die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte P(r) = 2R, (r) wandert mit zu-
nehmendem n nach aufen. Nach etwas Rechnung:

() nim = /df|1/)nlm(f)|27“ = %a3(3n2 —1(l+1)). (3.113)

Die Grofle des Atoms im Zustand |nlm) ist fiir grofle n proportional zu

apn?.

3.5.2 Entartungen und eine genauere Betrachtung

[H, L;] = 0 fithrt zur Entartung der 2/ 4 1 verschiedenen m Zustiinde

[H, N;] = 0 mit Runge-Lenz Vektor N; (siche Blatt 7) fithrt zur zusitzli-
chen Entartung der [ = 0,...,n — 1 Zustdnden. Diese Entartung gibt es
nur fiir ein V(r) o 1/r Potenzial! Man nennt sie oft “zufillige Entartung”.

Die theoretischen Energiewerte stimmen gut mit dem Experiment iiberein
= grofler Erfolg der QM!

Es gibt aber Abweichungen von der hier besprochenen Energieformel:

1. Man muss y = mem,/(me +my) statt g = m, wéhlen
2. Feinstruktur-Korrekturen:
(a) wir haben nichtrelativistisch gerechnet = eine vollstédndige rela-

tivistische Rechnung (Diracgleichung/QM II) ergibt Korrekturen
in Potenzen von v/c x «, beginnend mit o = 1/137.

(b) es gibt eine Spin-Bahn Wechselwirkung der gleichen Grofenord-
nung
3. Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten von Proton
und Elektron (Hyperfeinstruktur)
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4. Quantenfluktuationen des EM Feldes (QED Vorlesung)

E
2s, 2p & 281
m o 2py
Lamb-Shift (QED)
Is Isin = (F=1+S mit 1=1/2)
F=0
Schrédinger—Gl. Dirac-Gl. Hyperfeinstruktur

e Ubergangsrate zwischen Zustéinden: Betrachte eine kurzzeitige Stérung
des Systems z.B. durch dufleres elektrisches Feld:

H— H+H. (3.114)

Dann unter kurzer Zeitentwicklung

Inlm) — ¥(e) = e~ #HHHD |nim) (3.115)
— (- %E(H + Hy)) [nlm) + O(=2) (3.116)
=(1- %sEn) |nlm) — %EHI Inlm) + O(£?). (3.117)
Daher gilt

U (€)= GGy S’ (1 — %6En) - %5 (n'U'm’| Hy [nlm) + O(2).
(3.118)

Die Wahrscheinlichkeit, dass das System in einen neuen Zustand |n'l'm’)
iibergeht ist also

1
| (nU'm/|4p(e)) |2 = ﬁ52| (n'U'm!| Hr [nlm) |2 + O(3). (3.119)
Die Ubergangsrate wird also bestimmt durch das Matrixelement:

(n'U'm'| Hy [nlm) (3.120)

mit Interaktions-Hamiltonian Hy.
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Kapitel 4

Drehimpuls und Spin

4.1 Was ist Spin?

e In Kagitel haben wir fiir allgemeine Operatoren jZ mit [:fa,jb] =
thegped. die Eigenrdume diskutiert. Hier No:cation allgemein J; um die
Verallgemeinerung vom Drehimpulsoperator L; zu ermdglichen.

e Wir haben Eigenzustidnde |jm) mit

J|jm) = K25 + 1) |jm) ,
Js |jm) = hm |jm) . (4.2)

Fir j=0,1,2,3,... und m = —j,—j + 1,...,j — 1, j haben wir Darstel-
lungen durch den Drehimpulsoperator L; = €;;,2;pr gefunden (gerade k

in Kapitel .

1 3 5

Fiir j = 35,5,35,... haben wir die Eigenrdume auch bereits besprochen
(ungerade k in Kapitel , jedoch hat der Drehimpulsoperator keine
entsprechenden Darstellungen.

e Eine explizite Konstruktion von Matrizen gi, z.B. fiir j = %, ist aber nicht

schwierig:
A h(o 1
A h (o —i
s=5(0 ). (14)
5 h(1 0
S3 = 5 (O _1> (4.5)
z.B. erfiillt die Vertauschungsrelationen (priife nach). Wenn man S; = %Ui

schreibt, nennt man o; die Pauli-Matrizen.

65



66

KAPITEL 4. DREHIMPULS UND SPIN

Die Matrizen sind alle Hermitesch und haben keine Spur.
Wir haben dann

SQ::h%1/4+]/4+1/4ﬁ_:7f21. (4.6)

Die Eigenwerte dieser Matrix sollen ja A%j(j + 1) sein, konsistent mit
j=1/2.

Die Eigenwerte von S5 sind +7/2, ebenfalls konsistent mit unserer allge-
meinen Diskussion.

Wir haben nun also eine der bis jetzt fehlenden Darstellungen gefunden.
Findet diese in der Natur Verwendung?

Ja, Spin von Elementarteilchen. Beispiel: Elektron hat s = 1/2 mit m =
+1/2, welche wir mit spin-up [1) und spin-down ||} bezeichnen. Der Zu-
standsvektor [¢) lebt also in gréflerem Hilbertraum mit zusétzlicher Spin-
Quantenzahl o € {1, ]} mit Wellenfunktion

Yo (z) = (2] © (o) [¢) - (4.7)
Die Vektoren |z,1) = |z) ® |1) und |z,]) = |z) ® |]) sind eine Basis des

neuen, erweiterten Hilbertraums.

Der Raum, welcher von [1) und ||) aufgespannt wird, heifit Spinor-Raum

und wir nennen die
_ (¥r(z)
Y(x) > Yol o) = (4.8)

! (du(x)>

auch Spinoren.

Unter Rotationen um Winkel § transformiert sich der Zustand

) = [¥) = (e7F7F @ e H05) Jys) (4.9)
Vereinfachung durch Definition des Gesamtdrehimpuls:
Ji=Li®l+108 =L;+S5;. (4.10)

Dann transformiert sich unter Rotation
) = ') = e 7% |y) . (4.11)
Beachte: auch diese J; erfiillen per Konstruktion [J,, Jp] = thegpeJe.

In der Natur kommen Elementarteilchen mit folgenden Spins vor: spin-0
(Higgs Boson), spin-1/2 (Elektron, Quarks, Neutrinos), spin-1 (Photonen,
Gluonen)

Zusammengesetzte Teilchen konnen diese oder andere Spins haben, z.B.
spin-0 (Pion), spin-1/2 (Proton, Neutron), spin-3/2 (A-Baryon)

im Folgenden betrachten wir nur Teilchen mit Spin s = 1/2 (Beispiel
Elektron)



4.2. EIGENSCHAFTEN DER PAULI MATRIZEN 67

4.2 Eigenschaften der Pauli Matrizen

Beweise in den Ubungen. Hier Zusammenfassung.

04,0 = 10, mit abc eine zyklische Permutation von 123.

[Cas 0b] = 2i€ape0e

Tro, =0

02 =1 fiir fixes a = 1,2, 3 (keine Summe iiber alle a)

Allgemeiner: (7 - )2 = 1 fiir jeden Einheitsvektor 7

Antikommutator: {0;,0;} = 0,0; + 0;0; = 20;;1

Betrachte Einheitsmatrix als 4te Pauli-Matrix: o9 = 1, dann folgt
Tr(0a08) = 200p (4.12)

mit o, 8 € {0,1,2,3}. Daraus folgt, dass jede 2 x 2 Matrix M als Linear-
kombination geschrieben werden kann:

M = myoq, (4.13)
mit
1
Ma = 5 Tr(Moy,) . (4.14)
Wenn M Hermitesch, dann m,, € R.

Fiir Vektoroperatoren A und B mit [4;, B;] =0 gilt

(A-3)(B-3)=(A-B)1+i(Ax B)-&. (4.15)
Rotationsmatrix:

U(R(f)) = e~ (4.16)

= e 399% = cos(0/2)1 — isin(0/2)d - & (4.17)

mit § = |§\ Daher nur eine § — 6 + 4w Periodizitét! Man muss also Spin-
1/2 Teilchen zweimal um 360 Grad rotieren damit Sie wieder identisch
zum Anfangszustand sind.
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4.3 Dynamik des Spins

e In der klassischen EDyn ist die Wechselwirkung zwischen einem magn.
Dipolmoment (i und einem Magnetfeld beschrieben durch

Hww = —ji- B. (4.18)

Fiir ein Teilchen mit Ladung ¢, das sich auf einer Kreisbahn mit Drehim-
puls L bewegt, ist

S q
= —19L. 4.19
A=g - (4.19)
Das Verhéltnis
|
|L|

heiflt gyromagnetisches Verhiltnis.

e Magnetfeld und Bahndrehimpuls in der QM: Hamilton-Operator fiir ein
Teilchen in einem Magnetfeld B =V x A (siehe Ubungsblatt 6) ist

1 7/~ q 2
H=— (*— —A) 421
5 P (4.21)
B 2 12
P q & 2 v o A
=— ——(p-A+A- . 4.22
2m 2mc( * ﬁ)JercQ ( )

Betrachte nun:

— Coulomb Eichung V-A=0
— Sehr kleine A, so dass A2 ~ 0
— Binz Richtung und konstant:

. BV
A=—1| =z (4.23)
2
0
fiir B = B2.
Dann folgt:
P Al = —ihV - Ay = —ih(V - A+ A- (Vo)) — A-ply) . (4.24)
Dabher:
Hww = —QLWQE'Z%: —%WB(—@]% + &1p2) (4.25)
q N qg > = A=
=———BL3=——L-B=—[i-B 4.26
2me 2mce K ( )
genau wie im klassischen Fall mit
i=-171. (4.27)
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e wegen der Quantisierung des Drehimpulses ist

s = pupm (4.28)
mit magnetischer Quantenzahl m = 0,41, ... und Bohr Magneton
qh
= — 4.29
pe =g (4.29)

mit Masse m.

e Analog kénnte auch der Spin ein magnetisches Moment erzeugen mit

ji=sS (4.30)
mit einer Konstante vg.
Beim Bahndrehimpuls:
q
=1 4.31
YL ome ( )
Hier Ansatz:
Vs =97 = giq . (4.32)
2mce

e Der g Faktor ist:

— ¢g = 1 in der klassischen Theorie (vgl. Bahndrehimpuls)

— In der nicht-relativistischen QM unbestimmt, also ein freier Parame-
ter.

g = 2 in der relativistischen QM (Dirac Gleichung)
— g —2#0in QFT. Vorhersage der QED bis zur Ordnung a*:

g =2x 1,001 159 652 180 31(72) (4.33)
Experimentell bestimmt:
g =2x 1,001 159 652 181 28(18). (4.34)

Erfolg der Quantenfeldtheorie!

e Dynamik des Spins im Magnetfeld:

Wo(0) = U () [(0) = e # Wt gh(0)) = e3P s(0)) . (4.35)

e

Diskussion der Spin-Prizession im Magnetfeld auf Blatt 10: (S) prézediert
um B mit Kreisfrequenz v|B|.
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By
> (9)

e dieser Effekt kann ausgenutzt werden, um g des Elektrons zu messen. Auch
verwandt mit Bildgebung (Kernspintomographie).

e wenn man sowohl Spin als auch Bahndrehimpuls beriicksichtigt, erhélt
man die SGL fiir ein Teilchen mit Spin-1/2 im EM-Feld. Diese heifit auch
Pauli-Gleichung

ihoy [h(t)) = Hp [¢(t)) (4.36)
mit

1 [0 g2 hooo
Hp = — (ﬁ— gA) +q®—g- 5 B, (4.37)
2m c dmc

Pauli-Gleichung ist nichtrelativistisch und agiert auf 2-dim Spinoren. Dirac
Gleichung (QMII) ist relativistisch und agiert auf 4-dim Spinoren.

e experimenteller Nachweis des Spins: Stern-Gerlach Experiment

N
z
/ y N Detektor
X Magnet

— ein Teilchenstrahl (Silber-Atome mit 1 Valenzelektron in [ = 0 Zu-
stand) wird durch ein inhomogenes Magnetfeld geschickt und an ei-
nem Detektor gemessen

— B=B2und 8.B. <0
— Klassische Kraft: F = —ﬁHWW =...=u,0,B,%.

— Da im klassischen Fall i1, beliebig sein kann, wiirde man am Detektor
eine kontinuierliche Spur erwarten

— Tatséchlich: zwei diskrete Bereiche. Man schlieit: p und per ji = 755
auch der Spin quantisiert! Wegen 1 Valenzelektron von Silber und
zwei Bereiche: Fiir Elektron ist s = 1/2.
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4.4 Kopplung / Addition von Drehimpulsen

4.4.1 Einfaches Beispiel
e Kopplung zweier Spin-1/2 Systeme auf Blatt 10.

e Finde: Gesamtdrehimpuls kann entweder s = 1 oder s = 0 sein. Der erste
Raum ist 3-dim (Triplett mit m = —1,0,1), der zweite Raum ist 1-dim
(Singulett mit m = 0).

e Man schreibt auch fiir die Kombination beider Systeme:

®=-=1®0 (4.38)

1
2

DN =

e Triplett Zustand ist symmetrisch unter Teilchenaustausch (Austausch bei-
der Systeme), Singulett antisymmetrisch.

e Ob es esser ist beide Spin Systeme separat oder den Gesamtspin zu be-
trachten ist problemabhéngig:

— zwel Spins, die mit einem externen Magnetfeld B = B2 wechselwir-
ken:

H = —(WEW 4 4@30). 5 (050 1058 (130

Besser: Produktbasis

— zwei Spins, die miteinander wechselwirken:
H=aSM. §® = g(§2 C(SM)2 (522 (4.40)
Besser: Gesamtspinbasis
4.4.2 Allgemeines Problem
e wir wollen nun zwei beliebige Drehimpulse f M) und j ) koppeln:
J=JDe1+10J@, (4.41)

e Quantenzahlen: ji, jo, m; und msy (ganz- oder halbzahlig); O.B.d.A. j; >
J2

e Schreibe oft einfach:

J=Jm 1 @ (4.42)

mit kommutierenden J&) und J(2 (da in verschiedenen Riumen aktiv).
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e Frage: Was sind die FEigenwerte und Eigenzustédnde von J2 und Js?

e Wir miissen also eine Transformation von der Produktbasis

ljima) @ [jame) = [jimajamz) (4.43)
zur Gesamtspinbasis
|j1725m) (4.44)
finden.
Konkret:
ijajm) = > ljimajams) {J1majama|jijzim) (4.45)

m,me Clebsch-Gordan-Koeffizienten (CGK)

e Fragen zu den CGK:

— Fiir welche j und m sind die CGK nicht Null?
— Was sind die Multiplizitdten der Werte von j und m?
— Berechne fiir CGK.

e Blatt 10 Beispiel: j; = jo = 1/2 hat j = 0 und j = 1 CGK. Vermutung:
erlaubt sind

j:jl_j27j1_j2+17"'7j1+j2’ (446)

Annahme: jeder j Wert kommt genau einmal vor mit jeweils 25 + 1 mogli-
chen Werten fiir m.

e Plausibilitdt der Vermutung und Annahme: die Produktbasis hétte die
Dimension

dp = (251 +1)(2j2 + 1) (4.47)
und die Gesamtbasis
J1+J2
do= Y (2j+1)=(2j1+ 12} +1). (4.48)
J=Jj1—J2

Vermutung und Annahme sind plausibel, da dp = dg.
Wir haben:

1®j=0(1—j2)®0U1—j2+1)®...& (1 +j2) (4.49)
mit moglichen Gesamtspinzustinden
|j1725m) (4.50)

mit j; —jo < J < j1+J2 und —j < m < j. Erinnerung: wir wéhlen
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e Einschriinkung der m: Wende .J3 auf beide Seiten der Gleichung (#.45) an:

hm [jujejm) = > h(my +ma) [jimajama) (jimajamaljijagm) (4.51)

my,msa

Falls m = 0 folgt aus der linearen Unabhéngigkeit der |jimijams), dass
entweder my + mo = 0 oder der CGK verschwindet.

Falls m # 0, teile durch hm:
L mi1+mg . . . . L.
rjagm) = Y ——— |jimajama) (jimijameljijeim)  (4.52)
m
my,ma2

Aus Vergleich mit Gleichung (4.45)) folgt wieder m; + mg = m.

Die Summe iiber m; bzw. msy kann also auf m; 4+ mo = m eingeschrankt
werden.

e Erinnerung:

Jilgm) = /GG +1) —m(m £ 1) |jm+1) . (4.53)

e Algorithmus zur Berechnung der CGK:
1. Maximalwerte von m und j:
Mmax = (M1)max + (M2)max = J1 + J2 = Jmax (4.54)
dafiir gibt es in nur einen moglichen Beitrag:
g1, J2, 31 + J2, 1 + J2) = |jidrdedz) = d1j1) @ [272) (4.55)
der CGK
(g1, J1, J2s J2ldrs J2s J1 + jos j1 + jo) = 1 (4.56)

damit der Zustand normiert ist (modulo Phase).

2. Wende J_ auf den hochsten Zustand an:
J_ g1, 25 g1 + J2, 51 + J2) (4.57)
= (J(fl) l7171)) @ |g2d2) + [71J1) ® (JSQ) |7272)) (4.58)
= V211,51 — 1) ® |jaja) + /202 lj11) @ |j2 jo — 1) (4.59)

bzw.

J- |j13j25j1 +j27j1 +]2> (460)

= V201 +J2) lJ1. J2, 1 + G2, h + 2 — 1) (4.61)
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Daraus kann man zwei CGK ablesen:

Grojr = L jasgoljn, dos jn 4 Gos s +ja — 1) = | —2— |, (4.62)
1+ 02

(Gt 1y G2 d2 — L1, dzs g + Gos i + jo — 1) = 4 | —22— (4.63)
J1+ 2

Durch wiederholtes Anwenden von J_ erniedrigt man m und findet
alle weiteren CGK fiir jpnax = j1 + Jo.

3. betrachte nun den Gesamtspin-Zustand mit dem néchstniedrigeren j
Wert, d.h., j = 71 + j2 — 1 und den Maximalwert von m fiir dieses j:
lj1, 92,51 +J2 — L, j1 +ja — 1)

— wegen mj + mo = m kann sich der Zustand nur aus Produkt-

zustdnden |j1, 1 — 1, jo, jo) und |j1, J1, J2, jo — 1) zusammenset-
zen

— aufBerdem muss der Zustand orthogonal zu |j1, jo, j1 + j2,71 + j2 — 1)
sein, der aus denselben Produktzusténden zusammengesetzt ist

Da der Unterraum nur zweidimensional ist bleibt nur eine Moglichkeit
(bis auf Phase):

71, J2. 1 + j2 — 1,1 + j2 — 1) (4.64)
- . j2 . |j17j1 - 17j27j2> (465)
J1+J2
S e — 1) (4.66)
J1+ 92

Das liefert die ersten beiden CGK fiir j = j; + jo — 1, die weiteren
findet man wieder durch Anwendung von J_.
4. der nachste Wert von j ist j = j1 + jo — 2:
— der Zustand mit m = j; + jo — 2 ist eine Superposition von 3
Produktzustdnden

— die drei CGK konnen bestimmt werden durch Orthogonalitit zu
bereits bekannten Zustidnden mit gleichem m aber j = j; + jo
und j = j1 + j2 — 1 und einer Normierung auf 1.

— die kleineren m Werte erhélt man wieder durch Anwendung von
J_

5. Verfahre so, bis j = j1 — j2 erreicht ist.
e Beispiel: j; = 1, jo = 1/2 auf Blatt 11

e Zusammenfassung:
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— Die CGK sind reell per Konvention

— Die CGK sind ungleich Null nur fiir |j;3 — j2| < j < j1 + j2 und
—j<m < jund m =mg +mo

- <j17j17j27j _j1|j17j27j7j> >0 per Konvention

— (Jr,ma, J2, malgy, j2, ,m) = (1) 277 (1, —ma, ja, —malj1, ja, J, —m)
per Konvention. Muss nur bis m > 0 den Algorithmus anwenden,
Rest folgt aus dieser Gleichung.

4.4.3 Anwendung: Spin-Bahn-Kopplung und Feinstruktur

e klass. Bild: im H-Atom bewegt sich das Elektron mit Geschwindigkeit ¢/
um das Proton

e im Ruhesystem des Elektrons bewegt sich das Proton mit Geschwindigkeit
—v um das Elektron und erzeugt dadurch am Ort des Elektrons ein magn.
Feld

e(—0) x T e e =

c 73 mer3

(4.67)

e das magn. Moment des Elektrons wechselwirkt mit diesem Magnetfeld
klassisch: (so steht fiir Spin-Orbit)

My =—fi-B=———fi-L. (4.68)
mer
e QM: fiir das Elektron gilt ji = —g 2;‘w§ ~ _ch da g = 2 und damit
ez 5 3
Hy, m202r3L -S. (4.69)

Der korrekte QM Operator (aus rel. QM) hat jedoch einen zusitzlichen
Faktor 1/2, da sich das Elektron nicht auf einer geraden Linie bewegt
(Thomas Prézession):

2 ~

e 504
Hso = Im2c2r3 . (470)
e der Hamilton-Operator fiir das H-Atom ist damit
) 2 2 A A
P e e -
H=Hy+Hyy=——-—+4+——-=L-8S. 4.71
0+ Heo 2m r + 2m2c?r3 (4.71)

— im Folgenden ist die Hauptquantenzahl n fest und wird nicht mitge-
schrieben

— ohne den S - L Term sind die Eigenzustéinde von Hy gegeben durch
[lmysms)
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— da die Energie (fiir Hp) nicht von m; und m, abhingt, kénnen wir
auch die gekoppelten Zusténde |lsjm;) als Eigenzustéinde wéhlen

—esgilt L-S = %(J_'2 — L2 — §2) deswegen sind die [lsjm;) auch

Eigenzusténde von I:; . § mit
505 1
L-S|lsjm;) = §712[‘7'(3' +1) =11+ 1) — s(s+ D] |lsjm;) (4.72)

— wegen s = 1/2 sind die moglichen Werte von j gleich j = [+1/2 und
damit

l

L (4.73)

JE+1) —ll+1) —s(s+1)= {

aufler fiir [ = 0, dann gibt es nur j = 1/2 und damit E-§|Zsjmj> =0.

— dies flihrt zu einer Aufspaltung der bisher entarteten Eigenzustinde
(Herleitung néichstes Kapitel):

AEy, = (Isjm;| Hso |lsjm;) (4.74)

h%e?

[ 4.75
4m2c2 ( )

. _ . l
{Isjm;| = |lsjm;) {l 1

1 5 /a3 l
=Ry = B 4.
t 2 <73 >nl{l1 (176

mit a = €?/he, ap = h?/me? und Ry = €2/2ap.
— fiir [ # 0 kann man zeigen, dass
aj; o ap2 3,3
T5) = drr*R;,(r)agr (4.77)
nl 0
2

RIS T (478)

— fiir [ = 0 gibt es keine Spin-Bahn-Kopplung, aber:
x aus der relativ. Theorie folgt, dass es einen weiteren Term in H
gibt, der nur die [ = 0 Zustédnde betrifft:
_ e?h’m
- 2m2¢?

Hp 5(7) (4.79)

der Darwin-Term. Dieser Fiihrt zu AEp = §;pa’n >Ry.

* dies ist auch gleich dem formalen Grenzwert [ — 0 in AF,,
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e zusétzlich zur Spin-Bahn-Kopplung gibt es noch eine weitere Korrektur in
O(a?), diese ist auch relativistischer Natur, denn die kinetische Energie

ist
2 2 2 4v\1/2 2 P’ p*
T — _ SR S S 4.80
(p°c® 4+ m=c*) me o 83 ( )
Dies ergibt einen weiteren Korrekturterm in H:
14
p
Hr=——— 4.81
r 8m3c2 (4.81)
und damit
Wir benutzen nun
) 2\’ 2\ 2
pt=dam? | — | =4m?( Ho+ — (4.83)
2m r2

und daher ist

(YY1 = 4m? ((Ejj”)2 +2E©) <i> + <i>> (4.84)

mit Eigenwert E,(P) von Hy.
Aus Virialsatz (Blatt 11) folgt

- <€2> = 2B (4.85)

r2

Weiterhin kann man zeigen, dass

4 4 Er(LO) 2
e\ _ An(En)" (4.86)
r4 [+1/2
Damit folgt
1 3
AEr = -Ry-o* | ————— ). 4.87
T v <n3(l+1/2) 4n4> (487)
e Die Summe von AFE,,, AEp und AE7 ergibt die sog. Feinstrukturkorrek-
tur
AFps— Ry & (L 3 (4.88)
Pe=mW s G2 ) '

Dies gilt fiir j =1 £ 1/2 und ist auch richtig fiir I = 0.
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e modifizierte spektroskopische Notation: 25+1L ;

2
. P
n=2:1=10:s=122 %S,
PO — S .
» P> “P. “ . 2
S P B Pn
2
P
2q 2
S Pip
nur Coulombpotential Spin—-Bahn—Kopplung

Spin—-Bahn—Kopplung
+ Darwin—Term + rel. kin. Energie



Kapitel 5

Niaherungsmethoden

5.1

Zeitunabhingige Storungstheorie

5.1.1 Storungstheorie ohne Entartung

Nimm an, wir kennen die Losung der SGL fiir ein Problem mit Hamilton-
Operator Hy

Ho ) = B [0l?) . (5.1)
Die E,SO) sollen nicht entartet sein.
oft kommt zu Hy eine “Stérung” hinzu:
H=Hy+ \H; (5.2)

mit einem Parameter A (Stérke der Stérung).
Beispiel: Hy ist H-Atom mit Coulomb-Potential, H; ist Spin-Bahn Kopp-
lung.

i.A. kann man das Problem nicht mehr exakt 16sen, aber wenn die Stérung
klein ist, kann man Korrekturen zu den ungestorten Eigenwerten und Ei-
genzustinden als Potenzreihe in A berechnen.

Die SGL fiir das gestorte System ist
(Ho + AHh) |¢n> =E, |'(/}n> (5.3)

Nimm nun an, dass die %(10)> eine vollstindige Basis bilden, dann

n) = NO [ [52) + 3 Cue) [0f”) | - (5.4)
k#n

Fiir A — 0 ist [1b,) =

7(10)> und daher N(0) = 1 und C,,;(0) = 0.

79
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e Potenzreihenansatz:

E,=E® £ \EM 4+ X2E®) 4 (5.5)
Cok = AC) + 2208 + .. (5.6)

e Nach einsetzen in (5.3]) konnen die Potenzen von A verglichen werden,

(Ho + AH,) ‘¢,§0>> +Y el w20 v ‘¢,§°>> (5.7)

n

=(EQ + XEM + X2ED + )

PO+ >0 + 2+ [

k#n
(5.8)
Ordnung \° ist die ungestorte SGL.
Ordnung A! ist
He S ) ‘¢£°)> v, Mo)> —EO Y o ’¢§O)> +EW ¢7(10>>
k#n k#n
(5.9)
Verwende \° SGL:
H [p0) = BO [p@) + 3 (B - E)CR ) (5.10)
k#n
Daraus folgt mit < 7(10) Multiplikation von Links,
BY = (0| i [u ) . (5.11)
e Aus < ,(,?)‘ Multiplikation von Links, mit m # n, folgt
<77/17(79)‘ H, 7(10)>
c > L 1 _/ (5.12)
BY — B
e Normierungsfaktor N()\) folgt aus
L= (nltn) = N2 [ 14223 1O P+ (5.13)

k#n

und daher N () =1 zu dieser Ordnung.
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e Analog liefert der A? Term in ([5.7)

|

0)> |
. (5.14)
E7(L0) _ E,(CO)

E@ — Z <

k#n
Diskussion:

— Diese Formel ist auch sehr wichtig, da manchmal (siehe Ubung) der

E,(Ll) Term verschwindet.

— Fiir den Grundzustand sind alle Nenner negativ, daher immer E(()2) <

0

— Wenn alle Matrixelemente von H; ungefihr gleich grofl sind, haben
benachbarte Energieniveaus einen besonders grofien Einfluss.

— Die Formel fiihrt zu einer Abstoflung benachbarter Energieniveaus
(E,, wird aufgrund des n — 1-ten Niveaus nach oben verschoben,
E,_1 wird aufgrund des n—ten Niveaus nach unten verschoben).

e Die Summe iiber k ist i.A. nicht einfach zu berechnen, aber:

— Manchmal sind nur wenige Matrixelemente ungleich Null (Auswahl-
regeln)

— Manchmal funktioniert folgender Trick (Blatt 10): Wenn man einen
Operator 2 findet mit

Hy o) = [, Hol [0/ (5.15)

dann ist

(s o™y (i | 12 Hol [45”)
B0 _ g0
< ()

>< > (5.17)
(o) 1)

(o0 \wﬁ?’> (v fui0)
— (0] 100 — B (s

5.1.2 Beispiel: quadratischer Stark-Effekt

E® = (5.16)

b
*
3

b
*
3

[
»M

5.18)

zp,(}’)> . (5.19)

e Blatt 10, hier nur Zusammenfassung

e Berechne Effekt eines duBeren elektr. Feldes E = EZ auf die Energienive-
aus des H-Atoms
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e Storung ist klassisch

Hy = —e(D(7) — (7)) (5.20)
~e(fy — ) - VP (5.21)
—ef- E (5.22)
= —ji.-E (5.23)

mit F: ’Fl — 'FQ.
e Energieverschiebung des Grundzustandes:
1 N
E{gh = (p100] eBZ|p100) = 0 (5.24)
weil p100(7) rotationssymmetrisch ist.

o Zweite Ordnung:

9
B3 = — b E? (5.25)

siehe Blatt 11. Ist quadratisch in E, daher quadratischer Stark-Effekt.

e Beachte, dass das ungestorte Atom kein mittleres elektr. Dipolmoment
besitzt, denn

(fi.) = —e(F) = 0. (5.26)

Das elektr. Feld induziert jedoch ein Dipolmoment durch relative Ver-
schiebung der Wahrscheinlichkeitsdichten von Proton und Elektron. Die
Polarisierbarkeit « ist definiert als

fie = o . (5.27)

Wenn E langsam angeschaltet wird, gilt

E
_ 1
Energie = / (~fie - dE') = —jaB® = EQ). (5.28)
0
Daher
9 4 3
o= ap = 0.67A" . (5.29)

5.1.3 Storungstheorie mit Entartung

e wenn einige der Energiewerte von H, entartet sind, werden einige der
Nenner E,(LO ) —E,(CO) gleich Null, d.h., die Methode kann nicht unmodifiziert
verwendet werden
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e zum entarteten Eigenwert ET(LO) gehoren mehrere Eigenzustdnde
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1/)7(102> mit
it =1,...,d, (Dimension des entarteten Unterraums). Diese kénnen wir
orthonormal wéhlen:

Fiir die gestorten Kets |¢,) gilt dann

dn,
i) = N [ S

=1

dp
o) +aYcl) S5, o)+ o) | - (531)
k#n i=1

Wir miissen die o; und 3; bestimmen.

Einsetzen in SGL (Ho+AH1) |¢n) = Ey |[t), Terme der Ordnung A liefern:

Ho > CU S i ul)) + H Y e o)) (5.32)
=EO S DS B [ul)) + ED D e ull)) (5.33)
k#n % i
Multipliziere von Links mit <1/)7(102 liefert
> <w7(’l,0l) Hy %(102> ai=EDa. (5.34)

)

Interpretiere als Matrix M;; = <¢(0) H;

n,l

1/J£OZ> und « als Vektor, dann ist
die Gleichung

Ma=EVa. (5.35)

n

Die @ sind also Eigenvektoren dieser Gleichung! Miissen Unterraum finden
in dem H; diagonal ist.

Erinnerung: Entartung von Hj folgt immer aus einer Symmetrie [Hy, ] =
0. Falls H; mit 2 kommutiert und falls die ‘z/J,(LOz> nichtentartete Eigen-

zustédnde von (2 sind, ist H; automatisch diagonal

Qlu)) =wi o)) . (5.36)
Dann
0= (0| 1,9 o)) = @i —w) (w| Qo)) . (5:37)

Wenn die EW nicht entartet folgt also <z/17(102 Q

w,(f;>:0furi7éj.
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5.1.4 Beispiel: linearer Stark-Effekt

o Wieder Stark-Effekt aber dieses mal n = 2 Zustand bei dem die fiihrende
Korrektur nicht verschwindet. Aber wir haben Entartung!

e Vierfache Entartung von |lm) = |00),|1,—1),]1,0),|1,1). Wir miissen al-
so eigentlich eine 4x4 Matrix diagonalisieren. Aber: es gibt Auswahlregeln:

1. die Entartung der Zusténde mit verschiedenen m folgt aus der Sym-

metrie [Ho,L.] = 0. Hy kommutiert mit L., denn H; = eEZ und
L, = Zp, — yp,. Eigenwerte von L, sind ausserdem fiir verschiedene
m verschieden, daher

(nlm| Hy [n'I'm/y =0 (5.38)

falls m # m/’.

Die Matrix von H7 hat also die Form

?7 7 00
e 0
0 0 0 7
in der Basis |lm) =|00),|10),|11),]1,—1).
2. der Zustand |nim) hat die Paritit (—1)!, d.h.,
I |nim) = (—1)" |nlm) (5.40)
mit IT|Z) = |—Z). Weiterhin gilt TIZIT = —Z und damit
(nlm] 2 |n'lI'm'y = — (nlm| T |n/I'm”) (5.41)
= (=) (nim| 2|0 I'm/) . (5.42)

Dabher folgt (nlm| 2 |n'l'm'y = 0 falls [+’ gerade und die Matrix von
Hy hat die Form

0?7 0 O
7?70 00
000 0 (5.43)
0 0 0 O

in der Basis |lm) = |00), |10}, |11),]1, —1).
e Die beiden verbleibenden Matrixelemente sind nach kurzer Rechnung
A = (200] Hy [210) = (210| Hy |200) = —3eEay . (5.44)

Wir miissen also eine 2x2 Matrix diagonalisieren

(2 ﬁ) (5.45)
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e Eigenwerte sind +A mit Eigenvektoren

% (j[ll) (5.46)

und Eél) = +A = F3eFapg linear in F daher linearer Stark-Effekt.

|200) e 5([200) — [210))
Bi(l)g i‘fff}}: ”””””” ——— |211) und |21 — 1)
|21 — 1)

%(\200) +]210))
ohne E mit £

e i.A. sind die gestorten Zustande keine EZ von L2 mehr, da das E Feld die
volle Rotationsinvarianz bricht

e wir haben aber weiter Rotationsinvarianz um z-Achse, d.h., die gestorten
Zustande sind weiterhin EZ von L,.

e abschliefende Bemwerkung: wenn die ungestoérten Zustinde nidherungs-
weise entartet sind, d.h. E,SO) ~ Elgo)’ konnten in der Formel

(0] [l
EP =) (5.47)
n 0 0
i B - B

grofle Terme auftreten und die nicht-entartete Storungsreihe in A konver-
giert nicht. Wir miissen dann den Formalismus der entarteten Storungs-
theorie verwenden.

5.1.5 Zeeman-Effekt und Paschen-Back-Effekt

e Wir betrachten nun die Wechselwirkung des H-Atoms mit einem externen
magnetischen Feld B = B2

e Das magnetische Dipolmoment i des H-Atoms ist

P (E+g§) (5.48)

2me

mit g = 2. Das magnetische Dipolmoment des Protons kann wegen m,, >
me = m vernachléssigt werden.

e Der Wechselwirkungsterm im Hamilton-Operator ist

eB . A

—ji-B= (L, +285.). (5.49)

2me



86 KAPITEL 5. NAHERUNGSMETHODEN

e Der volle Hamilton-Operator (inklusive Spin-Bahn-Kopplung) ist

29 2 2 ~ N
e, S P, 428, (5.50)

H= <
m r  2m2cr3 2me

[\

e Je nach Grofie von B konnen wir H in Hy und kleinen H; Storterm auf-
teilen:

1. Schwaches B Feld (Zeeman-Effekt): H; ist der B Term
2. Starkes B Feld (Paschen-Back-Effekt): H, ist der L - S Term

e Wenn beide Terme ungefiihr gleich grof3 sind ist die Situation komplizier-
ter.

Zeeman-Effekt

e Die EZ von Hy (inkl. dem L-S§ Term) sind die Gesamtdrehimpulszustéinde
|lsjm;), d.h., diese bilden unsere ungestorte Basis

e In 1. Ordnung Storungstheorie miissen wir berechnen

eB . A .
AE = (lsjm;| %(Lz +28.) |lsjm;) (5.51)
eB ) L. )
= 5ms (Isjm;| (J; + S2) |lsjm;) (5.52)
eB . a .
=5 (hmj + (Isjm;| S. \lsymﬁ) (5.53)

e Das Matrixelement von S, kennen wir nur in der Produktbasis. Losung:
Basistransformation mit Clebsch-Gordan Koeffizienten:

(Isjm;| 8. |lsjm;) = Z (Isjm;| 8. [lmysmy) (Imysmi|lsjm;)
mi+ms=m;

(5.54)

Z him (Lsgmy|lmgsmg) (Imysm|lsjm;)

mp+ms=m;

(5.55)
= Z hm| (Imysmsg|lsim;) |* (5.56)
mp+ms=m;
Es gibt nur zwei mogliche CGK fiir j =1+ 1/2. Daher:
o ho(l+m;+1/2 1Fm;+1/2 hm;
l ; 2 l ) = — J _ J — J
(Lsjm;| S [Lsjms) 2( 20+ 1 20+ 1 20+ 1

(5.57)
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e Damit ist die Anderung der Energieniveaus in 1. Ordnung

1

Die bisher entarteten Zustdnde mit verschiedenen m; (bei gleichem j)
werden nun aufgespalten (linear in B)

201+2
AE~ o1
YT =i+
e m=1-1R2
m,=1-3/2
J
j=l+172
. m; = —1-1/2
Ls=12
21
AE~517
_ m; = -1/2
— m,.=1-3/2
J
j=l-1/2
m;= =1+1/2
Spin—Bahn Kopplung Zeeman—Effekt
Paschen-Back-Effekt
e Wir betrachten zunéchst nur
B 2
P e eB . N
Hy=———+—(L,+25,). 5.59
0 2m T 2mc( i ) ( )

e Da f/z, SZ, Eg, 52 kommutieren, sind nun die Produktzustinde |lm;sm)
Eigenzustédnde von Hy

e Fiir die zugehorigen Eigenwerte gilt
Ho [¢i) = E; i) (5.60)

mit 4 = ndm und
ehB
. =F — 2 . .61
&; '+ 2mC(ml + 2mg) (5.61)

Die F,, sind eigenwerte des ungestorten H-Atoms.
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e Die Aufspaltung von bisher entarteten Energieniveaus ist wieder linear in
B und nur noch die Zusténde entartet fiir die n und m; + 2my gleich sind:

1 Zustand

,/ﬁm&ms:l,%(f:l)
8 Zustind ’//:'/—2 Zust?nde 0,%(f:0und€:1)
n—9 ustande :5:5:’:’”” 2Zustimde 1’7% und 717% (=1
%t:“de 0,1 (¢ =0und¢=1)
~. ustan
-1, -1 (t=1)
2 Zustéande e my,my =0, 3
n=1 T 1
h 2
nur Coulomb + B-Feld

e Nun berechnen wir die Matrixelemente der Storung

ez o o
H=—5——<L- 5.62
LT om2e2ps (562)
in der ungestorten Basis (Produktbasis).
o Mit Ly =L, + zﬁy und analog fiir S folgt
405 1 ~ 4 A oA A A
LS: §(L+S_ +L_S+)+LZSZ (563)
und es gilt
(my| L [my) =0 (5.64)

und analog (my| S+ |ms) = 0. Damit folgt
(Imysmy| L. §|lmlsm5> = (Imysms| L.S, |lmysmg) = h2myms. (5.65)

e Da die ungestorten Zusténde z.T. immer noch entartet sind, miissen wir
im Prinzip H; im entarteten Unterraum noch diagonalisieren. Gliicklicher-
weise sind die nichtdiagonalen Matrixelemente jedoch bereits 0:

('mjsm’| L - S |lmysmy) o 6y (5.66)
da2L-§=J%— S22
Entartung tritt jedoch nur fiir Zustdnde auf, bei denen m; 4+ 2my gleich
ist. Gleichzeitig muss aber auch m; = my + m; gleich sein. Daher muss
separat m; und mg gleich sein. Daher ist H; bereits diagonal.
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e Zu erster Ordnung ist daher:

e2hPmyms, 1

-3 4 2 3 —
AE = DI r==)m = e (me*){((ap/r)°)mmums = Apymyms
(5.67)
Zusammengefasst:
1 Zustand <_>/_»»img7m8:17%
ool 2fustinde — 0 l(=0wdl=1)
8 Zusténde  _-7--~ 2 Zusténde
n=2 AN 2 Zustinde " 1’_% und — 1,3
T ——— - —0,7—gE:OundzE:1)
“~o. 1 Zustand <_>/_,,i_173§
2 Zustande """ — my,my = 0,%
=1 e S
nur Coulomb + B-Feld + .5 Term

e Wie in der Diskussion der Spin-Bahn Kopplung: fiir I = 0 und damit
my = 0ist m;(r—2),,0 = 0- 0o nicht definiert. Fiir [ = 0 gibt es jedoch keine
Spin:Bfihn Kopplung und daher auch keine Energieverschiebung aufgrund

des L-S Terms, dafiir aber eine Energieverschiebung aufgrund des Darwin-
Terms.

5.2 Grundziige der zeitabhingigen Quantendy-
namik

5.2.1 Zeitabhéingige Storungstheorie

e Betrachte zunéchst ein zeitunabhingiges H und verschiedene Moglichkei-
ten die Zeitentwicklung eines Matrixelements

(W' (O] A () = (¥ (0)] Rt Ae™# 11 [3p(0)) (5.68)

eines Operators A zu interpretieren. Bisher hatten wir das sogenannte
Schrédinger Bild verwendet, indem die Zustéinde die Zeitentwicklung
beinhalten, d.h., wir identifizieren die Schrédinger Bild Zustande |4(1)) ¢

und Operatoren Ag mit

(W) et A e #Hy(0)) . (5.69)

=(w(ls =As =)
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Es gibt auch das Heisenberg Bild, indem man die Zeitentwicklung in
den Operator steckt:

('(0)] ¢t Ae= 11t 4(0)) (5.70)
=@y =AE®) =)y
mit
L (t) = [HA]+QA (5.71)
atH 7 SIT e '

Betrachte nun eine zeitabhéngige Stérung
H(t) = Ho+ AHq(t) (5.72)

mit A € RT wobei die komplette zeitabéingigkeit in H;(t) steckt, d.h.,
0:Hy = 0. Die Zeitentwicklung eines Zustands im Schrodinger Bild ist nun

(1)) s = Ut to) [(to)) s (5.73)
mit
— Ul(t,to)t = U(t, to)~* (Wahrscheinlichkeitserhaltung),

- U(tg,tl)U(tl,tU) = U(ifg,to)7
—Utt) =1.

Wir finden U(t,%y) durch das Losen der Schrodinger Gleichung

ihh [U())s = H (1) [(0); (5.74)
bzw.

iho U (t,to) = H(t)U(t,t0) (5.75)

mit Anfangsbedingung Ul(to,tp) = 1. Falls H zeitunabéngig ist, wére
Ul(t,to) = e~ #H(t=t0) aber nun betrachten wir ja ein zeitabhéingiges H(t).

Es ist nun niitzlich das Dirac Bild oder Wechselwirkungs Bild zu ver-
wenden, in dem die Zeitabhéngigkeit, die durch Hy erzeugt wird, in den
Operatoren steckt und die restliche Zeitabhéingigkeit in den Zusténden
steckt:

W' O Al(1) = (@' (0)|U(t,0)T AU (%, 0) [4(0)) | | (5.76)
= (W(0)| U(t,0)T e~ ot h Hot fe— 7 Hot e Hot1r (¢, 0) [45(0)) .
=’ () p =Ap(t) =lv(1)) p

(5.77)
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e Die komplizierte Zeitentwicklung befindet sich dann komplett in [ (2))

mit
ihdy (1)) p = (—Ho + eF O H (£)e™ 710 [y (1)) [, = AV (1) [(1))
(5.78)
mit
Vi(t) = er oty (t)e~ w0t | (5.79)

was wir nun in einer Reihenentwicklung in A l6sen kénnen! Wir machen
den Ansatz

(1) p = [B®)5 + A1) +0(\?) (5.80)
und setzen diesen ein. Wir finden zuniichst fiir O(\°), dass
(1) =0 (5.81)
und daher
() = [(0))p = [(0)s - (5.82)
Fiir O(\!) finden wir, dass
ihdy (1)) = Va(t) [p(®)) = Vi(t) [(0))s - (5.83)

Gemeinsam mit |1/)(O)>g) = 0 folgt

g == [ arvie)wons (5:84)

Die Terme der héheren Ordnung werden in QMII besprochen.

Wir kénnen die Zeitentwicklung nun auch wieder im Schrodinger-Bild aus-

driicken
() s = e (t))p (5.85)
= ¢~ Hot (1 — A% /Ot dt’Vl(t’)) 11(0)) ¢ + O(N?) (5.86)

bzw.
U(t,0) = ¢~ # 1ot (1 - A% /Ot dt/Vl(t’)) +0(\?) (5.87)

und
Ult,to) = U(t,0)U(to,0)T (5.88)

) ) t i
— e Hot (1 - A,%/ dtfvl(t’)> erflo o). (5.89)
to
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5.2.2 Fermis Goldene Regel

e Wir betrachten nun die Wahrscheinlichkeit, dass unter Einfluss von H; ()
ein Eigenzustand |i) von Hy zum Zeitpunkt ¢; in den Eigenzustand |f)
von Hy zum Zeitpunkt ¢y iibergeht, d.h., wir berechnen

Wiy = [ (F(tp)li(t:) [? (5.90)
(LU (s i) ) 2 (5.91)

i ) tr
_ e kst E) (] <1—)\;_L/ dt’Vl(t’)) 2 (5.92)
t;

i

A2 tr )
=l [ aeve ] (599
123
N Lt (Ef—E;) |2
=l [ iy ek eEoR, (5.99)

wobei wir nur die fithrende Ordnung in A beriicksichtigen.

e Wir betrchten nun zuerst eine konstante Stérung Hq(¢') = Hy und ty =
T/2 = —t;, dann ist

2 2

Wiy = S| (71 H iy 2 sin((Ey — B)T/CGR)?,  (5.95)

(Ef — Ey)
Man kann zeigen, dass gilt

Lsin((Ef — E)T/(2R)>

e T (E; — E;)? 2r 0B = B) (5.96)
und daher im Grenzwert von langer Zeit T’
27T .
Wisy = Zo00| (L H i) P8(By — B (5.97)
Die Ubergangsrate
d 2T 5 12
Fiﬁf = ﬁWi%f = —\ |<f‘H1 |Z>| (S(Ef—EZ‘). (598)

h
Man betrachtet oft die Ubergangsrate beziiglich einer Energiedichte

- 27 .
Py = [ ABgp(ENTens = TR\ L) PolED). (599
Diese Gleichung nennt man auch Fermis Goldene Regel.

e Wenn man statt einer konstanten Stérung eine periodische Stérung

Hy(t) = 2cos(wt)H; fallst >0 (5.100)
ne 0 sonst '
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verwendet, findet man eine sehr &hnliche Gleichung, jedoch mit

~ 2m .
Fiy = [ dB;p(B)Tinsy = S L ) Pp(Ey = B 4 o).
(5.101)

Das ist Fermis Goldene Regel fiir harmonische Stérungen.

5.2.3 Das Rabi Problem

e Betrachte nun ein Zwei-Zustandsystem |0) und |1) mit Hamiltonian

huw
Hy = 7002 (5.102)
mit Pauli Matrix
1 0
o, = (0 1) . (5.103)
Wir betrachten eine zeitabhéngige Stérung H () = hcos(wt)o, mit
0 1
Oy = (1 o) (5.104)

und Gesamthamiltonian H(t) = Ho + AH1(t).

e Die Storung im Dirac Bild ist

Vi(t) = enHot g, (t)e_%HOt = ... = hcos(wt)(o, cos(wot) + oy sin(wpt))
(5.105)
mit
0 —1
oy = (Z o) . (5.106)
Daher gilt
Vl (t) = g (a-+e—i(w0—w)t + O.JFe—i(UJOJFW)t + o.iei(W()—UJ)t + Uiei(wo-{-w)t)

(5.107)
mit oy = 1(0, £ ioy).

e Falls w =~ wyg oszillieren die Terme mit wg + w viel schneller und heben sich
unter Zeitmittelung weg. Man kann dann gut ndhern

h ) .
Vi(t) =5 (01" +o_e A (5.108)



94

KAPITEL 5. NAHERUNGSMETHODEN

mit A = w — wp.
Die Schrodinger Gleichung im Dirac Bild ist ja
ih0s [6(6)) p = AVA(H) [0(0) (5.109)

was fiir einen Zustand

[(t)) p = co(t) |0) + c1(£) [1) (5.110)

L d (e _ hA 0 et (e
Zh% (Cl> = ? (eiAt O 1 . (5111)

Diese gekoppelte Differentialgleichung kann wie in der klassischen Mecha-
nik gelost werden. Man findet fiir Anfangswerte ¢o(0) = 1 und ¢;(0) = 0,
dass

bedeutet, dass

C1 (t) = —

) VsV 2
A -int/zgy <>\+At> . (5.112)

ii

VAZ 4+ A2 2
Dabher ist die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢ dass das System im angeregten
Zustand |1) ist

ler(8)]? = (5.113)

2
(VAT
)\2 + A2 S1n 2

was man auch Rabi Formel nennt.

Eine Stérung mit Frequenz w zu einem Zweizustandsystem mit Energie-
differenz hwy fithrt also zu einem resonanten Ubergang in den angeregten
Zustand falls w =~ wy.

5.3 Variationsrechnung

5.3.1 Formalismus

e H sei ein beliebiger Hamilton-Operator mit Grundzustandsenergie Ej.

Problem: Wie findet man Ey?

e Fiir einen beliebigen (normierten) Zustand |¢) gilt

(Y| H [¢) > Eo (5.114)
Beweis fiir H mit vollstédndiger Basis aus EV |n):
(Y| H |y) = Z| (n|y) PE, (5.115)
—Z| (n|Y) 2(E, — Ey) +EOZ| (n]y) |2 (5.116)
>0 —,_/
— () =1

> Ep. (5.117)
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e Die Idee ist nun, einen “Versuchszustand” |i) geeignet zu parametrisieren,

) = [¢(an,... ax)) (5.118)

und die Parameter ai,...,ax so zu bestimmen, dass (1| H 1)) minimal
wird.

e Dies wird auch oft auf Quantencomputern verwendet um den Grundzu-
stand eines Hamiltonians zu finden (Variational Quantum Eigensolver)

e Dies liefert i.A. nicht den exakten Wert fiir Ej, aber oft eine Abschitzung,
selbst wenn [¢) keine gute Néherung fiir den unbekannten Grundzustand

|”(/)0> ist:
|¢) = a|tho) + AlihL) (5.119)
mit (Yol ) = 0 und |af? + |A]* = 1.
Ey = (Y| H[¢) = (avho + M| H |ago + M1 ) (5.120)
= [a[*Eo + AP (W0 | H [¢1) (5.121)
= Eo+ (Y| H|¢1) — Eo). (5.122)

Wenn also der Zustand [¢) 10% falsch ist, d.h., A = 0.1, dann ist Ey nur
1% falsch (A? = 0.01).

e die Wahl des Versuchszustandes |¢) hidngt vom Problem ab. Kriterien:
Symmetrien, asymptotisches Verhalten, Einfachheit

5.3.2 Beispiel: Grundzustand Helium Atom

e Helium hat Kernladungszahl Z = 2 und zwei Elektronen

(&
— FIQ
™
Jo\ e
B

e experimenteller Wert: Ey = —78.6 eV
e Der Hamilton-Operator fiir das He-Atom (hier ohne Spin) ist in der Orts-
raumbasis
h2 . . A 2 A 2 2
H=-2" (F3+93) - = -2+ = (5.123)

1 T2 T12

mit Z = 2. Kann nicht mehr analytisch gelost werden.
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e Ein einzelnes Elektron im Coulomb-Feld eines Kerns mit Ladung Ze hat
die Grundzustandswellenfunktion

3 1/2
Yr00(7) = (Z3> e 7ries (5.124)

Tay
mit Energie

ESY = Ry 2° (5.125)
folgt aus H-Atom mit e? — Ze2.

e 1. Versuch: wenn wir die Wechselwirkung zwischen den Elektronen ver-
nachléssigen, ist die Grundzustandswellenfunktion

Y = 100 (71)P100(72) - (5.126)

In dieser Niherung ist E = 2E\" = —8Ry = —108.8¢V. Keine gute
Néherung, kleiner als wahres Ejy, haben aber auch nicht den richtigen
Hamiltonian verwendet.

e 2. Versuch: Variationsrechnung mit einer Versuchs-Wellenfunktion

73 -
v=—5 e=2(ritr2)/as (5.127)
B

mit Parameter Z. Idee: Jedes der beiden Elektronen schirmt die Kernla-
dung ab, die das andere Elektron sieht, so dass Z effektiv kleiner als 2
ist.

e Um E(Z) = (3| H [¢)) auszurechnen, zerlegen wir H

H=H,+Hy;+ Hys (5.128)
mit
- Ze?
H=-——V?— 5.129
2mvl 74 ( )
und
2
Hig=—. (5.130)
T12
e Fir
23 _
P = —5e 2rilan (5.131)
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gilt ¥ = 1192 und nach kurzer Rechnung
W1 Hel0) = [ Eradrairbationy
= /dBTﬂ/)iHﬂ/fi =...
= —Ry- (227 — 7%

mit i € {1,2}.

e Fiir Hy5 folgt nach kurzer Rechnung

(Y] Hiz [¥)

e Wir haben also
5 ~ - .
(| H [¢) = Ry - <4Z —4Z7 + 222> .
Ableitung
5 ~
05 (Y| H |1p) =Ry - 1 —4Z+47) .
verschwindet fiir Z = Z — 5/16. Dann ist

(| H [, = —Ry - 2(Z — 5/16)% =

Das ist eine viel bessere Niherung fiir Ef™ = —78.6 eV.

N4 .

Z3 ) d3 d3 e—2Z(7'1+7'2)/aB
—3 | € riatry—— e
Tay |71 — 7|

—77.4eV .

97

(5.132)

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)

(5.139)
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Kapitel 6

Die Rolle der
Verschrinkung in der
Quantenmechanik

6.1 Verschrinkungen, EPR-Paradoxon, Bell-Ungleichungen
e Betrachte zwei Hilbertraume H 4 und Hp mit Basis {|a),} und {|b);}.

Ein beliebiger Zustand des gemeinsamen Hilbertraums v(45) € H4 @ Hp
kann dann geschrieben werden als

AB
V4B =301 o), @ [b) - (6.1)
a,b

e Wenn man den Zustand v45) als Produkt von einem Zustand aus

oA = Z'U((IA) la) 4 € Ha (6.2)
und
v B =3 "0 by € Hp (6.3)
b
schreiben kann, d.h.,
v AB) = () g y(B) = ZU(SA)UZEB) la) 4 @ |b) g (6.4)
ab

dann nennen wir den Zustand v(45) separabel.

e Wenn ein Zustand nicht separabel ist, sagen wir er ist verschrénkt.

99
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e Beispiel:

) = % (10) 4 @100 + 1) 4 1)) (6.5)

ist nicht separabel und daher ein verschriankter Zustand.

e Ein Verschrinkter Zustand fiihrt zu Korrelationen von Messergebnissen
im System A und System B. Eine Messung des Operators

Ox = |0>X <0|X - |1>X <1|X (6-6)

mit X € {A, B} im obigen Beispiel, kann z.B. nur das selbe Ergebnis im
System A und B liefern.

e Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) Argument: Durch Messung im System
A kann man instantan etwas {iber System B lernen, auch wenn dieses
beliebig weit entfernt ist. Das wurde als inkompatibel mit der Idee der
Lokalitdt (und der speziellen Relativititstheorie) interpretiert. (Einstein:
“spukhafte Fernwirkung!”)

Auflésung: Das Messergebnis im System B kann nicht gezielt durch eine
Messung in A verdndert werden, daher kann durch diese Messung keine
Information von A nach B {ibermittelt werden. Das Verhalten der QM ist
mit Lokalitdt und SRT kompatibel (siche auch QFT).

e Realitéitsbegriff nach EPR: Kann man den Wert einer physikalischen Grofle
mit Sicherheit vorhersagen, ohne ein System zu storen, dann gibt es ein
Element der physikalischen Realitét, das dieser Grofle entspricht.

Da in der QM nichtkommutierende Observablen nicht gleichzeitig einen
scharfen Wert haben kénnen, diese aber nach der obigen Definition Ele-
ment der Realitéit sind, kann die QM nicht vollstéindig sein!

e Idee von EPR: Vervollstindigung durch verborgene Variablen zu einer
lokalen und realistischen Theorie.

e Bell (1964) zeigte, dass es Ungleichungen gibt, die von lokalen, realisitschen
Theorien erfiillt werden miissen.

Betrachte eine Spin-Messung M;(d, \) € {+1,—1} entlang der Achse @
im System ¢ € {1,2} mit verborgenen Variablen A und die Korrelation
zwischen Messungen

-,

P(d,b) = / dAp(N) My (@, \) Mo (b, \) (6.7)
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mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte p(A). Wenn wir nun noch eine Anti-
korrelation M, (@, \) = —Mas(d, A) annehmen, dann gilt

P@D) - P@3N =| [ M @NOLEN) - Ma@ W) (65)
= | [ @A) M@ NI  Ma(B N Ml V)
< [ anO)(1 - Ma(NMa(E )
= [ an+ M E M) (6.9)

Wir haben verwendet, dass M? = 1. Diese Gleichung

|P(@,b) — P(a@,&)| < 1+ P(b,?) (6.11)

heisst auch Bellsche Ungleichung.

In der QM kann dieses System durch Zusténde
_ 1
V2

beschrieben werden, wobei |4) die jeweiligen Eigenzustinde von o, sind.

|¥) (IHel=)+l-)e+) (6.12)

Das entspricht der Messung a. Die Messungen bzgl. b und ¢ kénnen nun
o, und

1 1 /1 1
Sterar=—(1 1) (613)

zugeordnet werden.

Wenn wir in der QM nun M; (&) = 1 messen, muss der Zustand in

[+ ®1=) (6.14)

-,

gesprungen sein und daher ist dann die Wahrscheinlichkeit My (b) = +1
zu messen jeweils 1/2. Die Korrelation ist daher

-,

11
P(&’,b)=§§(+1+1—1—1):0. (6.15)

Die Eigenvektoren von (1/v/2)(o, + o) sind
1+V2)[+) +|-) (6.16)
und

+) — (1 +v2)|-) (6.17)



102KAPITEL 6. DIE ROLLE DER VERSCHRANKUNG IN DER QUANTENMECHANIK

zu den Eigenwerten 1 und —1.

Damit kann mann dann zeigen, dass

—

P(@,&) = P(b,¢) = ,? ~ —0.707. (6.18)

Eingesetzt in die Bellsche Ungleichung finden wir

V2 V2
5t (6.19)

d.h., die Bellschen Ungleichungen sind verletzt!

Experimentell wurde jedoch das Ergebnis der QM fiir dieses Beispiel ge-
funden, was die Theorie der verborgenen Variablen ausschloss.

6.2 Dichtematrix und Deutungen der Quanten-
mechanik

e Betrachte nun A als Hauptsystem und B als Umweltsystem (Bsp. A ist
das Experiment, B ist der Rest des Universums inklusive des klassischen
Messapparats)

e Wie verhilt sich das System, wenn wir nur in A messen kénnen? Wenn
der Zustand zwischen A und B separabel ist, reicht es den Faktor in A zu
verwenden und damit zu messen. Wenn es eine Verschrinkung zwischen
A und B gibt dann verhalten sich Erwartungswerte eines Operators O 4

in A wie
(04D 04 [0 AB)) = 37 wiyvan (al 4 Oala), BIV) 5 (6.20)
aa’bb’!
= Z VapVars (al 4 Oala’) 4 (6.21)
aa’d
=Tra(paOa) (6.22)
mit Dichteoperator
pa =Trp (’v(AB)> <v(AB)D (6.23)
und
Tex (V) = 3 (al Vi) (6.24)

x

mit Operator Y und X € {A, B}. Es gilt wegen der Zustandsnormierung

TI‘ApA =1. (625)
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e Wenn es keine Verschrinkung zwischen A und B gibt, dann ist p% = pa
und wir nennen den Zustand der durch p4 beschrieben ist einen reinen
Zustand. In diesem Fall verhélt sich das System so, als ob es B nicht gibt.

e Ein Maf fiir Verschréinkungen zwischen A und B ist die von Neumann
Entropie

S = —kBTI‘A(pA lnpA) (626)

mit Boltzmann Konstante kg, welche 0 im Falle eines reinen Zustands ist
und ansonsten positiv ist.

e Die QM ist beschrieben durch die Zeitentwicklung des Zustands im Sys-
tem unseres Experiments A und der Messapperatur B. Die verschiedenen
Deutungen der QM fassen die Effekte von B zusammen und interpretieren
diese, z.B., als Quantensprung in der Kopenhagener Interpretation. Ak-
tuell gibt es keinen Messbaren unterschied zwischen dieser Deutung und
anderen Interpretationen.

6.3 Grundideen des Quantumcomputing

Interaktive Demonstrationen. Siehe auch https://homepages.uni-regensburg.
de/~1ec17310/teaching/wise2223/qc.html fiir ein komplettes Skript mit Vor-
lesungsvideos.


https://homepages.uni-regensburg.de/~lec17310/teaching/wise2223/qc.html
https://homepages.uni-regensburg.de/~lec17310/teaching/wise2223/qc.html
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