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Aufgabe 1 Harmonischer Oszillator in 3d in Kugelkoordinaten (10 Punkte)

Wir betrachten den harmonischen Oszillator in drei Dimensionen in Kugelkoordinaten:

H = − ℏ2

2µ
∇⃗2 +

1

2
µω2r2 . (1)

a) Machen Sie einen Separationsansatz

ψElm(r, θ, φ) =
UEl(r)

r
Ylm(θ, φ) (2)

und finden Sie die Radialgleichung für UEl.

b) Welche Terme dominieren für r → ∞? Zeigen Sie, dass U ∝ e−y2/2 mit y =
√
µω/ℏr die

Radialgleichung asymptotisch für r → ∞ löst.

c) Machen Sie den Ansatz U(y) = v(y)e−y2/2 und definieren Sie ε ≡ 2E/(ℏω). Finden Sie die
Differentialgleichung für v.

d) Machen Sie den Ansatz

v(y) = yl+1
∞∑
i=0

Ciy
i (3)

und finden Sie eine Rekursionsrelation der Ci.

e) Wie auf Blatt 6 muss die Potenzreihe abbrechen. Was folgt für die Energieniveaus? Setzen
Sie die Hauptquantenzahl n aus der Vorlesung zu l in Beziehung.

Aufgabe 2 Runge-Lenz Vektor (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass für den quantenmechanischen Runge-Lenz Vektor

N̂i ≡
1

2µ
εijk(p̂jL̂k + L̂kp̂j)−

e2xi

(x21 + x22 + x23)
1/2

(4)

mit

p̂j = −iℏ ∂

∂xj
, (5)

L̂k = εklmxlp̂m (6)

und den Hamiltonoperator

H = − ℏ2

2µ
∇⃗2 − e2

r
. (7)

des Wasserstoffatoms gilt

[H, N̂i] = 0 . (8)
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