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Grundlegendes und Uberblick
Newtonsche Bewegungsgleichung und dimensionsbehaftete Grofien:
F=ma (1)

Die Kraft F', die Masse m und die Beschleunigung a sind hier dimensions-
behaftete Groflen. Wenn wir also, z.B., einsetzen

m = 2kg, (2)
m

(mit Meter m und Sekunde s) finden wir

m mkg
F:2kg3s—2:6 2 (4)
Wir definieren dann die Einheit Newton durch
mkg
1IN = 2 (5)
und schreiben in diesem Fall
F =06N. (6)

Die Variablen m und a sind hier also nicht einfach Elemente von R und F
ist nicht einfach eine Abbildung R x R — R.

Es bietet sich daher auch oft an dimensionslose Groéflen zu definieren

m a . F
n=-—¢€eR = R F=— 7
m kge , a m/82€ ) N (7)
mit
F:RxR—=R,(m,a)— ma. (8)

Eine sorgfiltige Diskussion der Einheiten von auftretenden Variablen wird
in dieser Vorlesung besonders wichtig um Verwirrung durch die verschie-
denen iiblichen Einheitensysteme zu vermeiden.

Erinnerung an Gravitation: Gegeben seien zwei Punktmassen m; und ms
an zwei Orten r1 und re. Auf Punktmasse 1 wirkt dann eine Kraft

Fiy = Gmymy—2 _f13 9)
|75 — 71
mit Gravitationskonstante
N 2
G = 6.67430(15) x 10—“k—m2 (10)
g



und auf Punktmasse 2 wirkt ﬁgl = —Fpy (Kraft gleich Gegenkraft).

Man kann sich ebenso vorstellen, dass Punktmasse 2 ein Gravitationsfeld

- T2 =X
G2(%) = Gm27|7:,2 —p (11)

erzeugt und auf Punktmasse 1 eine entsprechende Kraft
ﬁlQ = mng(Fl) (12)

wirkt. Ein solches Feld nennt man auch Vektorfeld, da es einem jedem
Raumpunkt einen entsprechenden Feldvektor zuordnet.

Neue fundamentale Kraft (Coulomb): Gegeben seien zwei Punktladungen
q1 und ¢ an zwei Orten r; und r9. Auf Punktladung 1 wirkt dann eine
Kraft

—

o3y

2

— -7
Fio = —k, _ 13
12 e (13)
mit Coulombkonstante
N m?

k. = 8.9875517923(14) x 10° o (14)

und der Einheit Coulomb definiert durch
1C = 6.241509126(38) x 10'%e, (15)

wobei e die Elementarladung eines Protons ist (—e ist die Ladung eines
Elektrons).

Analog zum Gravitationsfeld, definieren wir nun das von Punktladung 2
erzeugte elektrische Feld

81

S T
E = —k, 16
2(37) q2|,’:’2_:1—:»‘3 ( )
so dass auf Punktladung 1 eine entsprechende Kraft
Fio = q1 Eo(7) (17)

wirkt.
Wichtiger Unterschied: Coulomb kann anziehend und abstoflend sein, Gra-

vitation nur anziehend (nur positive Massen)

In Ubungen: Vergleich Coulomb/Gravitation bei Elementarteilchen

Weitere neue Kraft (Lorentzkraft im engeren Sinn): Eine bewegte Ladung
erzeugt ein magnetisches Feld B(Z) (Biot-Savart) welches auf eine Punkt-
ladung ¢; am Ort 77 mit Geschwindigkeit ¢, mit einer Kraft

—

Fy = 17 x B(7) (18)



wirkt.
Die Summe aus Coulomb und Lorentzkraft im engeren Sinn wird auch oft
nur Lorentzkraft genannt.

o Maxwell-Gleichungen: Wir betrachten nun auch zeitabhéngige elektrische
und magnetische Felder und finden dann die Maxwell-Gleichungen

dvE =", divB =0, (19)
€0
. 9B . OE
tE=——— t B = poj — 20
ro T ro HoJ + po€o BN (20)
mit Ladungsdichte p, Stromdichte ; und Konstanten
As
= 8.8541878128(13) x 1072 — 21
o (13) x 107222 (21)
1
fopo = (22)

mit Lichtgeschwindigkeit ¢ und Einheiten Ampere und Volt definiert als

C Nm
1A=1— 1V=1——. 23

2, = (23
Elektrische und magnetische Felder sind also nicht unabhéngig von einan-
der = Eine gemeinsame Beschreibung als Elektromagnetismus bietet sich
an
Das Auftreten der Lichtgeschwindigkeit hier ist kein Zufall: Werden zeigen,
dass sich elektromagnetische Wellen mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten
(Licht als elektromagnetische Welle)

e Spezielle Relativitdtstheorie: Was ein elektrisches Feld ist und was ein
magnetisches Feld ist hingt vom Bezugssystem ab! Betrachte hierbei ver-
schiedene Inertialsysteme, also Bezugssysteme in denen jeder kriftefreie
Korper sich gleichférmig und geradlinig bewegt.

Wir zeigen dann, dass sich elektrische und magnetische Felder sich elegant
relativistisch formulieren lassen und die Maxwell-Gleichungen in jedem
Inertialsystem gelten. (Daher folgt dann auch, dass sich Lichtwellen mit
gleicher Geschwindigkeit in jedem Inertialsystem ausbreiten.)

e Aufbau der Vorlesung:

1. Grundlegendes und Uberblick

Mathematische Hilfsmittel

Elektrostatik

Magnetostatik

Elektrodynamik

Maxwell-Gleichungen und Spezielle Relativitaetstheorie
Elektrodynamik in Materie und Optik

N o N



2 Mathematische Hilfsmittel

e Siehe auch Mathematische Methoden Vorlesung: ; inkl. Skript, Tafelan-
schrieb und Videos

e Im folgenden schrinken wir uns auf den Vektorraum R™ ein.

e Das Skalarprodukt zweier reeller Vektoren Z und ¢ ist definiert als
n
f-gE Z.’Ekyk. (24)
k=1

e Der Betrag oder die Linge eines Vektors ist definiert als
7l =Vi-g. (25)

e Mit Hilfe des Betrages konnen wir Einheitsvektoren (Vektoren der Linge
1) definieren

|~

=

(] y. (26)

o Der Winkel Z(Z, §) zwischen zwei Vektoren ¥ und § ist definiert durch

8
<y

cos (L(Z,9)) = =Z-q. (27)

Wir nennen Z und 3 orthogonal, wenn & - i = 0.

B
=

Beispiel: Fiir n = 2 kénnen zwei Vektoren geschrieben werden als
. [cos(0) . (cos(®)
i= (sin(e)) : = <sin(¢>) : (28)

& - g = cos(0) cos(¢) + sin(f) sin(¢) =

Daher ist

1 . o

B (e’eef“z’ + eﬂae“ﬁ) (29)
1/ . ,

=3 (61(97@ + e*l(eﬂb)) = cos(f — ¢). (30)

e In 3d ist fiir zwei Vektoren

T Y1
Z= |z |, 7= |y (31)
T3 Y3

das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt)

T2Y3 — T3Y2
Txy=|z3y1 — 11Y3 (32)
T1Y2 — T2Y1

immer orthogonal zu Z und ¥.



Definiere den total antisymmetrischen Tensor €;, ;. (oft auch Levi-Civita
Tensor) mit 41,...,%, € {1,...,n} und

€1,23,..n =1, (33)
= —&iy,

ceyltyeenylsyeentn t

Diese beiden Eigenschaften definieren jedes der n™ moglichen Elemente
eindeutig. Insbesondere folgt aus der zweiten Eigenschaft, dass

€inrerriayonyiaroin = 0. (35)
Beispiel Tensor Stufe 3 (n = 3): Alle ;5 = 0 bis auf

€123=1, €231 =1, e312=1, €321 =-1, €213 =-1, €132 =—1.
(36)

Die i-te Komponente des Kreuzproduktes lédsst sich somit auch schreiben
als

3 3
(QC X y = Z Z&ijkfjgk (37)
j=1k=1
= Eijk LYk » (38)

wobel wir in der letzten Zeile die Summen-Zeichen iiber wiederholte In-
dizes weggelassen haben. Das Implizieren von Summen iiber wiederholte
Indizes nennt man auch die Einsteinsche Summenkonvention.

Wichtige Tensoridentitéten:

€ijk€imn = 6]m5kn - 6jn6km ) (39)
Ejmn€imn = 26]2 ) (40)
EimnEimn = 6 (41)
mit Kronecker Delta
1 fallsi=yj
(Si* = . 42
! {0 sonst (42)

Ubungsaufgabe Blatt 1.

Fir @ C R” und f : R® — R definieren wir nun fiir absolut integrierbare
Funktionen ein mehrdimensionales Integral durch iterierte Integrale

/dzf /dzl/dzl /dznf Z1y.vy2n) (43)

mit 2 € R™, wobei die Integrationsgrenzen der einzelnen z;-Integrale durch
Q induziert sind.



Beispiel: Fiir

Q:{zeR2‘|z|<1} (44)
gilt
/ngf(g):/_ll dz, /_\/\/lidzzf(zl,@). (45)

Sei g : R™ — R eine differenzierbare Abbildung, dann definieren wir die
Jacobi-Matrix

Do) = (@) (46)

yeeesTU

und nennen
det(Dg(x)) (47)

die Funktionaldeterminante.

Beispiel: n = 2

991 991 T
Dy(a) = (gz;(”“") g >> . (48)

Bz, (1') Bzs (x)
Transformationssatz: Sei Q C R™, f:R® - Rund g : Q — Q mit Q e R”

eine bijektive, stetig differenzierbare Abbildung und det(Dg(z)) # 0 fiir
alle z € (1, dann gilt

/Q dyf(y) = / dz f(9(x))| det(Dg(x))| (49)

mit y € R™.

Beispiel: Ein Punkt € R? kann in Polarkoordinaten dargestellt werden

_ (w1 _ (rcos(0)) _
v <x2> - (TSin(G)) =9(r,0) (50)
Die entsprechende Jacobi-Matrix ist dann
_ (cos(f) —rsin(0)
Dg = (m(a) r cos(8) (51)

und die Funktionaldeterminante

det(Dg) = r(cos(6)* + sin(0)?) = r. (52)



Fiir die Kreismenge

Q:{zeR2

2| < 1} (53)
gilt dann

0= {(r,a)

rel0,1[Af e [0,277[} (54)

und daher sagt der Transformationssatz dass die Kreisflache

1 27 1 1 7t
A:/dylz/ dr/ d0r:27r/ drr =27 {rz} =m. (55)
Q 0 0 0 2 1o

e Koordinatensysteme:

— Kartesische Koordinaten: Falls 2 = Q4 x ... x Q,,, nennt man Koor-
dinaten (z1,...,z,) mit x; € Q; karthesisch. Beispiel: & = R™ und
Q, =R.

— Polarkoordinaten:

x1 = rcos(9), (56)
xo = rsin(¢p) (57)

mit (z1,22) = g(r,¢) € R? bzw. r € [0,00[ und ¢ € [0, 27[. Funktio-
naldeterminante: det(Dg) = r

— Kugelkoordinaten in 3d:

x1 = rcos(¢)sin(6), (58)
x9 = rsin(¢)sin(6), (59)
x3 = rcos(h) (60)

mit (21, 79,23) = g(r,¢,0) € R® bzw. r € [0,00[, & € [0, 7] und
¢ € [0, 27[. Funktionaldeterminante: det(Dg) = r?sin(6)

— Zylinderkoordinaten:
z1 = rcos(p), (61)
o = rsin(¢), (62)

mit (w1, 72, 23) = g(r,¢,2) € R® baw. r € [0,00][, ¢ € [0,27, 2 € R.
Funktionaldeterminante: det(Dg) = r

e Eine injektive stetig differenzierbare Funktion

p:Q—=R" (64)



mit d-dimensionalem 2 C R? definiert ein d-dimensionales Teilgebiet () C
R™. Wir definieren im Allgemeinen ein Integral iiber ein solches Teilgebiet

durch
/ daf(@) = [ duf(p(w)y/det(e () o' (w) (65)

fiir ein stetiges f : R — R mit Matrix

( gfj (@)m e Rnxd. (66)

Fiir d = n reduziert sich dieses Integral zum Transformationssatz.

@' (u)

Eine stetig differenzierbare Funktion v : @ — R™ mit Q =], t1[C R
nennen wir einen stetig differenzierbarer Weg und

[ das@= [ araop o) (67)

das Wegintegral erster Art fiir ein stetiges f : R® — R. Wir nennen einen
Weg einfach, falls v injektiv ist. Diese Formel folgt fiir d = 1 aus GI. .

Ubungsaufgabe Blatt 1.

Fiir eine injektive stetig differenzierbare Funktion ¢ : Q — R? mit zweidi-
mensionalem  C R? nennen wir

/ dof(x /daf ) 1() % 02(0)] (68)

das Flachenintegral erster Art fiir ein stetiges f : R® — R und

dp
8.%‘i '

i = (69)

Diese Formel folgt fiir d = 2 und n = 3 aus Gl .
Ubungsaufgabe Blatt 1.

Parametrisierungsinvarianz: Sei 7 : Q) — Q eine bijektive Abbildung mit

Q C RY, dann gilt wegen des Transformationssatzes fiir ein o Q —
R™, x +— <p( (2)), dass

/@dxf(:z:) _/wdxf(x). (70)

Diese Eigenschaft der Weg- und Flachenintegrale nennt man Parametri-
sierungsinvarianz.

10



Beweis:

Ldmf / duf (p(r () det(@ ()T (u)) (71)

:/Qdvf(gp(v))\/det(cp’(v)Tcp’(v)) (75)
_/dxf(x) (76)
%)
mit
8@1 6901' on

(6w = o) =GR G w) = )T W) (77)

Vektoranalysis: Analysis mit Abbildungen f : R® — R™. In der Physik
nennt man solche Abbildungen auch oft Vektorfelder und Abbildungen
R™ — R Skalarfelder.

Es ist niitzlich den Nabla Operator

0
oxq
( ; ) -
9
Oz,

of
al’i '

zu definieren mit

Vif = f = (79)

ox;

Sei f : R" — R, dann definieren wir den Gradienten grad(f) : R — R™

mit
of
oz
grad(f) = Vf = ( ) . (80)

of
ox,,

Des weiteren definieren wir fiir ein f : R® — R™ die Divergenz div(f) :
R™ — R mit
afl 8fn

div(f)=V-f= 8x1+ +3x .

(81)

11



Zuletzt definieren wir fiir ein f : R®> — R? die Rotation
rot(f)=V x f (82)

oder in Tensornotation

rot(f)i = (VX f)i = €ixVjfr = 5ijk%fk~ (83)
J

Ein weiterer wichtiger Operator ist

82
A=V?=V.V=) —. 84
Beispiele: Sei
fzy, w0, 03) = 23 + 235 4+ 23, (85)
a7
9(961,332,%3) = 37% (86)
T3+ 122
dann ist
9 2.131
grad f = ( f) = |2z |, (87)
zs3
di _ 0 ;= 2(x1 + o2 + x3) (88)
Vg = &[igz = 4s\T1 T T2 T23),
€
rotg = (€48 Vjigr) = | —22 | , (89)
0
Af=6. (90)

Man kann zeigen, dass fiir stetig differenzierbare f : R® - Rund ¢ : R? —
R3 gilt

rotgrad f =0 (91)
und
divrotg =0. (92)
Es gilt ausserdem der Umkehrschluss, dass aus
rotg =0 (93)
folgt, dass es ein [ : R®> — R gibt mit

g = gradl (94)

12



und aus
divg=0 (95)
folgt, dass es ein h : R? — R? gibt mit

g=roth. (96)

Fiir einen stetig differenzierbarer Weg v : Q — R™ mit Q =]¢o,¢;[C R und
ein Feld f : R™ — R”™ definiert

/ de - f(z) = / LAt (1) A/ (1) (97)

das Wegintegral zweiter Art.

Fiir eine injektive stetig differenzierbare Funktion ¢ : Q — R? mit zweidi-
mensionalem Q C R? und ein Feld f : R® — R3 nennen wir

/d:v~f(fv)E/Qdaf(w(d))'(s&l(a) X @2(0)) (98)

das Flachenintegral zweiter Art.

Die Integrale zweiter Art sind bis auf ein Vorzeichen auch parametrisie-
rungsinvariant. Das Vorzeichen héngt von der Umlaufrichtung in « bzw.
der Richtung des sogenannten Normalvektors o1(0) X ¢2(0o) ab.

Wir definieren nun weitere Hilfsgroflen. Zuerst ist

Ue(z) = {y

|z -yl < 5} (99)

eine e-Umgebung des Punktes z € R™. Wir definieren das Innere Q° einer
Menge €2 durch

Qoz{y

Wir definieren den Abschluss Q einer Menge € durch

o=,

Dadurch definieren wir den Rand 02 einer Menge 2 durch

Es existiert ein ¢ € RT mit U.(y) C Q} . (100)

Fiir alle ¢ € R™ gilt U.(y) N Q # (Z)} . (101)

90 =0\ 0°. (102)

Beispiel: Q = [0, 1], 2° =]0,1[, @ = [0,1], 8Q = {0, 1}.

13



e Satz von Gauss: Fiir ein 2 C R", f : R — R™ und einer Parametrisierung
0 H00Q) — 09 gilt

/Q da div f(z) = /Sa da - f(2) (103)

mit Normalvektor von ¢ der aus 2 heraus zeigt. Falls fiir die Parametri-
sierung der Normalvektor in {2 hinein zeigt, gilt die Gleichung

/Qda:div f(z) = 7/ dx - f(x). (104)

©

e Satz von Stokes: Fiir ein f : R® — R3, ein stetig differenzierbares ¢ :  —
R3 mit zweidimensionalem Q C R? gilt

[Ddx -rot f(z) = Ldm - f(x). (105)

mit einer Parametrisierung v : 77 1(9¢(Q)) — 9p(Q) des Randes von
©(€2), wobei v den Normalvektor von ¢ gegen den Uhrzeigersinn umléuft.
(Man denke sich den Normalvektor als einen Vektor der aus der Uhr zum
Beobachter zeigt und v lduft entweder im Uhrzeiger oder gegen den Uhr-
zeigersinn.) Falls v den Normalvektor von ¢ im Uhrzeigersinn umléuft
gilt

/dx-rotf(x):—/dx-f(x). (106)

® gl

e Konservative Kraft: Wir nennen eine Kraft konservativ, falls der Kraft-
Vektor F': R® — R3 geschrieben werden kann als

F=—grad® (107)

fiir ein ® : R® — R.

Beispiel: Kraft ﬁ(f) die auf ein Teilchen am Ort & = (x1,z9,23) im
Schwerkraft-Feld der Erde wirkt:

O(Z) = mygxs (108)

mit Masse m und Erdbeschleunigung g.
Die Kraft ist dann

) 0
F=( o |. (109)
“mg

e Wir definieren die Arbeit entlang eines Weges v : Q — R3 durch das
Wegintegral zweiter Art:

W, = /dm-ﬁ(:c). (110)

14



e Fiir eine konservative Kraft gilt, dass entlang geschlossenen Wegen keine
Arbeit verrichtet wird.

Beweis: Fiir einen geschlossenen Weg 7y kann immer die eingeschlossene
Fliche ¢ : Q — R3 definiert werden mit dp(Q) = v(92). Es kann immer
eine Parametrisierung ¢ gefunden werden, dass Stokes gilt

WV:/dx-ﬁ(x):/dx-rotﬁ(x) (111)
= —/ dx - rot grad ®(z) =0, (112)

da rot grad = 0, wie bereits bewiesen.

e Daraus folgt auch, dass fiir konservative Kréfte die Arbeit nur vom Anfangs-
und Endpunkt abhéngt.

e Greensche Sitze: Setze im Gausschen Satz f = ¢gVh mit g,h : R® — R,
dann folgt

[D dz - (g(x)Vh(z)) = /Q ¥ - (g(2)Vh(z)) (113)
_ /Q dz ( ai g() aih(@) (114)
= /de (((ig(x)) (;ﬁh@)) + (9(95) 8(21521]1(@))
_ /2 dz (Vg(x)) - (Vh(z)) + g(x)Ah(z))  (115)

mit Produktregel und Einsteinscher Summenkonvention. Es folgt also der
erste Greensche Satz

[ s atarvntan = [ dx((Vg(x)) (Vh(z) + g(m)Ahm) (116)

und durch Subtrahieren des g <+ h Vertauschten auch der zweite Green-
sche Satz

/ dz - (g(x)Vh(z) — h(z)Vg(z)) = /Q dx(g(z) Ah(z) — h(z) Ag(z))
(117)

e Helmholtzscher Hauptsatz der Vektoranalysis: Sei f : R®> = R3 mit f — 0
fiir |r| — oo schneller als 1/|r|, dann gilt

f=—grad® +rot A (118)

15



mit

_ 1 div f(y)

O(x) = yy /R3 dy Ty (119)
_ 1 rot f(y)

A(z) = o /R3 dy Ty (120)

Da rot grad ® = 0 und divrot A = 0 kann f also als eine Summe aus einem
Divergenz-freien und Rotations-freien Teil geschrieben werden.

Eleganter Beweis durch Fourier Transformation, weiter unten gefiihrt.

Definiere zunichst die Dirac Delta Distribution 6 durch

| s = 5 (121)

—00

fiir eine am Ort k = 0 differenzierbare Funktion f(k).

Es bietet sich ausserdem an die Integral-Darstelung

5(k) ! /Oo dae’t® (122)

:% .

einzufiithren.

Fiir eine detaillierte Diskussion der mathematischen Grundlagen dieser
Gleichungen, siehe .

FEine mehrdimensionale Delta Distribution fiir ein f : R® — C

/ dikef(k)6™ (k) = £(0,...,0) (123)

folgt dann aus
8™ (k) =T ok:)- (124)

Definiere die mehrdimensionale Fourier Transformation fiir ein f : R* — C
durch f:R™ = C,k — f(k) und

f(k) = W /Rn dze™ 2 f(x) (125)
mit
flz) = W /R ) dke™ f (k). (126)

Beweis mit Delta Distribution.

16



e Zunichst Beweis fiir Helmholtz: Wir driicken zuerst das Skalar durch die
Fourier-Transformation von f aus

1 div f(y)
P(x) = — d 127
@=q [ LY (127)
1 1 . 0 .
= moee @ dk—— f(k); e 12
27T3/2/R3 v [ ah %ayf .a)
zk:y A
d dk— 129
zk: y+x R
= d dki k)-k. 130
P / v i .
Daher ist dann
k. eik-(yﬂ)f(k) ok
—grad ®(z);, = —L—— d dk—————F— . 131
gra (37)] 477(277)3/2/R Yy - |y| ( )

Wir driicken dann das Vektorpotential durch f aus

€jab 0 .
Alz), = —2%2 _ [ d / dk— ik-y 132
(33)] 47T 27T 3/2 AS Y R3 - ) 5yae ’ ( )
= d dk——(k k)) ety 1
27T 3/2 Ad y/RS ‘x_y|( Xf( ))Je ’ ( 33)

d dk—k ik (y+o) 134
2WM/W y/ 0 f(R)e (134)

Daher ist dann

t(A — dki kx (k ik-(y+a)
ot (A)(e); = ~ s [y [k Gk F )
(135)
Aus der Grassmann-Identitit (Ubungen) folgt dann
Box (k x f(k) = (k- f(k)k = K f (k) (136)
und daher
etk (y+w)k2f(k)
—grad ® t A= d 1
grad ® 4 ro @) /R3 y/R3 T (137)
etk (y+z)f )
_ 7AW /R dy/R3 kT (13)
zky
_ / dy/ aks I\ f (139)
27r 47 (2m)3/2 Rs R3 ly — x|
1
= —A— d 140
y |y - x| (140)
= [ a5 —) = @ (141)
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mit (Beweis in Ubungen)

A%' = 47164 (z). (142)

Es bietet sich nun noch an den Nabla Operator in Kugelkoordinaten zu
diskutieren. Wir definieren

9
9
5
v=[2 (143)
7
0z
mit
x = rcos(¢)sin(0), (144)
y = rsin(¢)sin(6) , (145)
z = rcos(f) (146)
und daher
0 0
3 3
J 5
2l =gl L] =JV 147
v\ o
o0 0z
bzw.
6@
1 F
V=J"13; (148)
a0
mit
9z %y 0z
5 &y &
=125 95 o9 |- (149)
9z %y 0z
00 a6 a0

Wir berechnen also zuerst J und invertieren dann die Matrix. Nach einer
léingeren Rechnung findet man dann z.B. fiir den Laplace Operator

1 02 1 o (. 0 1 0?
= o 7o) 00 (Sm“’)ae) T Emepae 0
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3 Elektrostatik

3.1 Coulomb Gesetz und Einheiten

e Gegeben seien zwei Punktladungen ¢; und ¢ an zwei Orten 77 und 7%.
Auf Punktladung 1 wirkt dann eine Kraft

= Ty — T 71— T2
Fiy = —kequqo P kquQQW (151)

mit Coulombkonstante k. definiert in Kapitel 1.

e Eigenschaften:

Zentralkraft: hingt nur von 75 — 7 ab

Proportional zu ¢;q2: Abstoflend fiir gleichnamige Ladungen, Anzie-
hend fiir entgegengesetzte Ladungen

Abstandsgesetz: Kraftbetrag proportional zu 1/r? mit r = |7 — 7|

— Drittes Newtonsche Axiom (ﬁgl = fﬁu)

e Einheitendiskussion: Ohne Einschrankung der Allgemeinheit

F r
Fio=10], m=1(0], 7 =0 (152)

0 0

und daher
keq1qo
F==3=. (153)
— SI System:
N m?
k. = 8.9875517923(14) x 10° o (154)
mit Coulomb

1C = 6.241509126(38) x 10'%e (155)

und Elementarladung e (mit Elektronenladung —e und Protonladung
e).

— Gauss System: Absorbiere k. in Definition der Ladung

47 = Vkea; (156)

wodurch

CGS ,CGS
1 2

a1 4q

F= 5

p (157)
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Man definiert, dann eine Ladungseinheit LE dadurch, dass wenn
7% =5 = 1LE (158)
im Abstand von lem genau
1dyn=10"°N (159)

Kraft wirkt.
Daraus folgt dann die Beziehung

(1LE)? = 107° N(1cm)? (160)

bzw.

gcm?

2

KE () m)? = B0 (12 —

1LE)2 =107
( ) 52 s

(161)

Daraus folgt noch das Verhiltnis einer Gauss Ladungseinheit zu ei-
nem Coulomb

LE  [LE’ _\/ 105 cm? (162)
VEC | k.C2  V 8.987552 x 109m?2

= 3.33564 x 10710 (163)

1
~ V/8.987552 x 1018

zu sechs signifikanten Stellen.

3.2 Feldtheorie

e Wir verwenden in diesem Kapitel das Gauss Einheitensystem, absorbieren
also k. in die Definition der Ladungen.

e Betrachte zuerst wieder zwei Ladungen ¢, g2 an Orten 7, 5. Wir separie-
ren die Abhéngigkeiten von (7, ¢1) und (73, g2) indem wir ein von Teilchen
2 erzeugtes elektrisches Feld

o T—Th
E =(qg—— 164
(D)= (164
definieren mit
Fiy = qEx () . (165)

e Superpositionsprinzip: Kréfte addieren sich und wegen (165|) auch die Fel-
der. Fiir N Ladungen q1,...,qy an Orten 77, ..., 7y gilt

—

T — 7_’; . T —1q
E = d 166
47— —=3 77, /R3 yp() 17— (166)

gP®
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mit Ladungsdichte

ply) = D_aid (7 - 7). (167)

Fiir N — oo bietet es sich oft an eine kontinuierliche Ladungsverteilung p
zu verwenden.

Beachte: E ist nun ein Feld, welches von der Ladungsdichte p erzeugt
wurde. Unter der Annahme, dass sich am Ort Z eine kleine Probeladung
qp befindet, welche p selbst nicht verdndert, wirkt auf diese Ladung die
Kraft

— —

F(@) = qpE(@). (168)

Fiir ein von (166 erzeugtes elektrisches Feld gilt also

.= o r—1 oL 1
div E(z) = /R3 djp(§)V - |57;|3 = —/RS dip(§)V - VM (169)
Lo 1 Lo S
= —/ dijp(§) A =—— =47r/ dijp(§)6® (F —g)  (170)
R3 |7 — ] R3
— 4mp(@) (171)
und
ﬂ 1 -

Es folgen also die Feldgleichungen
div E(z) = 4mp(Z) , rot E(z) =0 (173)
einer statische Ladungsverteilung p.

Wir verwenden nun den Helmholtzschen Hauptsatz der Vektoranalysis fiir
E

E=—grad® +rot A (174)

und definieren Skalar- und Vektorfelder

B(a) = /deydiVE(y) Aw) = 2 /R deLtE(y). (175)

~in EEXT ~ar EEY]

Das Skalarfeld ® nennen wir auch elektrisches Potential.

Fiir eine statische Ladungsverteilung p gilt also

@(x)E/R ay L) Aw)=10. (176)

b
s |z =y
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Daher gilt
E=—grad® (177)

weshalb die elektrostatische Kraft konservativ ist (siehe Kapitel zu Ma-
thematischen Hilfsmittel).

Es folgt die Poisson-Gleichung

Av(e) = [yl (7s)
= —47Tp(:1;) (179)

und im lokal Laadungsfreien Fall (p(z) = 0) die sogenannte Laplace-
Gleichung

Ad(z)=0. (180)
GauBlsches Gesetz: Fiir die Ladung Qv eines Volumenelements V' gilt

QV—/ dxp(x /dmdlvE — dxﬁ(x) (181)

mit Normalvektor der aus dem Volumen V heraus zeigt._‘ Man sagt auch:
die in V" eingeschlossene Ladung erzeugt einen Fluss des E Feldes aus dem
Volumen heraus.

Satz von Stokes: Es gilt fiir eine zweidimensionale zusammenhéngende
Fliche A

O:/AdxmotE(x):/aAdz-E(z) (182)

fiir die entsprechenden Flichen und Wegintegrale zweiter Art. Man sagt
auch: Es gibt keine geschlossenen Feldlinien in der Elektrostatik.

Kugelsymmetrische Ladungsverteilung: Sei O eine spezielle orthogonale
Matrix, dann ist fiir eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung

p(O0z) = p(x) (183)
mit z € R3. Es gilt dann fiir das Potential
p(y) / p(0z)
oO0z)= [ d dz——r— 184
(Oz) y|0x—y\ 3 Z|Ox—Oz| (184)
:/ 4 209%) :/ PRI (185)
R |z — 2] |z — 2|
mit dem Transformationssatz, |Oz| = |z| und det(O) = 1. Daraus folgt,
dass es ein ® gibt mit
®(z) = P(||) (186)
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da |z| die einzige Invariante unter O ist.
Fiir das Feld folgt daher

(187)

= —&'(|2))z. (188)

Beispiel: Das Feld einer homogen geladene Kugel mit Radius R und Ge-
samtladung @. Ladungsverteilung:

2 falls |7 < R
@) = | e BB (159)
0 sonst

Auf Blatt 3 besprechen Sie die direkte Integration des elektrischen Feldes
und die Bestimmung durch die Poisson Gleichung.

Hier: Bestimme E durch GauBsches Gesetz:

S dz - E(z) = /V dxp(x). (190)

am Jav

Wir definieren zuerst
V ={Z Rz <r} (191)
fiir ein r € R, so dass
oV = {# e R3||Z| =} . (192)

Wir parametrisieren dann 0V in Kugelkoordinaten so, dass der Normal-
vektor aus V heraus zeigt, durch

r cos(¢) sin(f)
©(0,6) = | rsin(¢) sin(h) (193)

r cos(0)

mit 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27[. Der Normalvektor ist gegeben durch

cos(¢) sin(6)?

¢)sin(0)
91(0,9) x 2(0,¢) = r* | sin(¢) sin(6)” (194)
cos(f) sin(6)
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und daher wegen der Kugelsymmetrie

S dx.E(x)z—i da - 38/ (7)) (195)

am Jav am Jav
o COS @) sin(0) cos(¢) sin(6)?
de | sin(¢)sin(f) | - | sin(¢) sin(9)?
cos(6) cos(#) sin(6)

d9

‘I)/(T)T o 2 2
=—— d9 dosin(6)(cos(#)? + sin()*(sin(¢)? + cos(4)?))
T
(i)/ 2 271'
_ ¥ / df / desin(0) (196)
47T 0 0
= —d'(r)r?. (197)
Es gilt ausserdem fiir r < R
T 3
. Q r
/vdxp(x) = 477/0 drr % = Qﬁ (198)
und fir r > R
/ dzp(z) = Q. (199)
1%
Aus dem Gaufischen Gesetz folgt nun fiir r < R
5/ 2 r’
—@'(r)r Qﬁ (200)
und daher
B(@) = ~#(#)i = Qs = g 7 (201)
Fiir » > R folgt
—9'(r)r? =Q (202)
und daher
- 1
EX)=Q—z. 2
@ = Qs (203)
Wir fassen also zusammen
. Z fiir |7] < R
E(@) = QRf | rl# <, (204)
Qppt fir |Z] > R
bzw. fiir das Potential
: ~Qfs firr <R,
d(r) = { "I T (205)
—QT—2 firr > R



und daher

R —Qz iir r <
b(r) = ?QRS + C< f?r r<R, (206)
Q;+Cs firr> R

mit C.,Cs € R. Da die Ableitung des Potentials auch bei r = R endlich
ist, siehe Eq. (205), muss das Potential dort stetig sein. Daraus folgt

11 3
C<Q(R+2R>+C>Q2R+C>. (207)

Da wir eine beliebige Konstante zum Potential addieren kénnen, ohne die
Kraft zu veréndern, konnen wir Cs. = 0 setzen. Wir finden dann

by =19 (% N W) firr < R, (208)
Q% firr > R.

3.3 Elektrostatische Energie

e Erinnerung: Die vom Kraftfeld F entsprechende Arbeit, die entlang eines
Weges v verrichtet wird ist

W, = / dz - F(x). (209)

Wir definieren nun auch die Arbeit um gegen das Kraftfeld entlang eines
Weges zu wirken als

WWE/dx~1%(x):—/dm-ﬁ(x) (210)

mit F = —F.

e Die Arbeit um eine Probeladung ¢ entlang eines Weges v im Elektrosta-
tischen Feld ' = — grad ® zu bewegen ist also

W, = fq/dz~E_'(z) :q/dm~grad<1>(x). (211)

Wir parametrisieren den Weg durch v : [0,1] = R3, X — ~()). Dann gilt

Wi = q/dx - grad ®(z) (212)
1 .

—y /O dAa’giA) a%a()\)fb(’y()\)) (213)

—q [ DZA6M) = a@6M0) - 200).  (14)
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Da die Coulomb Kraft konservativ ist, finden wir also wieder, dass die
Arbeit nur vom Anfangsort und Endort

1 =7(0), r =7(1) (215)
abhédngt mit
Wiy = q(®(r2) — @(r1)). (216)
Wir definieren nun die Spannung als die Potentialdifferenz
Uiz = ®(12) — ®(71) (217)
mit
Wiz = qUis . (218)

Gegeben Sei nun ein externes Feld mit Potential ®.y;. Wenn die dem Po-
tential zu Grunde liegende Ladungsverteilung lokalisiert ist, kénnen wir
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit das Potential @y (7 ) im Unend-
lichen (|7;| — o0) gleich Null setzen.

Die Arbeit um eine Probeladung in diesem externen Potential vom Un-
endlichen zum Ort 7 zu bewegen ist dann

Wext = q(I)ext (F) . (219)

Wenn wir statt einer einzelnen Probeladung eine Ladungsverteilung p be-
trachten, ist

Wext = /R3 dxp(2) Pexy () . (220)

Als néchstes betrachten wir die Arbeit, die notig ist um N Punktladun-
gen qi, . ..,qy vom Unendlichen nacheinander zu den Orten 771, ...,7N zu
bewegen. Dafiir gilt
N
W= ;%) (221)
i=1

wobei ®; das Potential ist, welches von den vorherigen Ladungen g; mit
J < i erzeugt wird, also

2B =) = (222)

=Tl

Daher gilt

N
o q:9q;
W= ZZ |7:*Z Z_J,:H (223)
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3.4

Wir nennen diese Arbeit auch die Elektrostatische Energie der Ladungs-
verteilung.

Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung p (keine Punktladungen) gilt
dann fiir die elektrostatische Energie

L p(x)ply)
szﬁfix;wlw—y 229
= %/Rs dzp(x)®(z) (226)
— L [ dnas@)s@) (227)
8 R3
_ % dr(Vd(z)) - (VO(z)) (228)
R3
-1 [ wB@) - Bw (229)
87T R3
L [ aB@)p (230)
8T R3

mit der Poisson-Gleichung und dem ersten Greenschen Satz. Wir konnen

w(z) = |Eﬁéi)2 (231)

also als Energiedichte des elektrostatischen Feldes interpretieren.

Beispiel: Homogen geladene Kugel. Aus

o Z fir |Z| < R
E(@) = Q?A ir |7 < &, (232)
Qppt fir % > R
folgt dann
R B S |
Q* /11 1 3Q?
-2 (4 )=2= 234
> 3BTR) 3R (234)

Elektrischer Leiter

Definiere Leiter als offene Region 2 C R? (2N 92 = () in der sich elektri-
sche Ladungen kréftefrei bewegen koénnen, also

(Vz € Q)(E(x) = 0) (235)
und daher auch

(Vz € Q)(grad ®(z) = 0) (236)
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bzw.

(Va € Q)(P(x) = D) (237)
mit &y € R. Diskussion hier ohne Einheiten.
Aus 47p = div E = —A® folgt innerhalb des Leiters dann

(Ve e Q) (p(x) =0). (238)

Nehme nun an, dass ausserhalb des Leiters ein nichtverschwindendes elek-
trisches Feld herrscht, dann muss am Rand 0N eine Ladung induziert
werden damit im Inneren von ) das elektrische Feld verschwindet:

Seien Ny, 7,0y, € R? orthonormale Vektoren, so dass lokal um zy €
0Q, iy aus § heraus zeigt und 7, parallel zur Oberfliche 9 sind. Wir
definieren nun

V ={zo + Nifis|\i €] —€/2,¢/2[} (239)
fiir ein € € R, so dass
1 .
Qv = / dxp(x) = — dx - E(x) (240)
v am Jov
1 .
= 4—7@_ -E(z0)e” + O(e%) (241)
s
und wir eine lokale Flachenladungsdichte
~ . E
(o) = 210 y (o) (242)
7r
finden. Da E innerhalb von  verschwindet ist
AL -E (243)
an der Grenzfliche nicht stetig.
Des weiteren gilt der Satz von Stokes fiir
AZ{Z‘Q-I—)\J_ﬁJ_—‘r)\HﬁHP\i 6]—8/275/2[} (244)
fiir 7)) lokal parallel zu 92 und daher
0= / dz - E(z) = ) - E(z0)e + O(%). (245)
0A
bzw.
0=y - E(xo). (246)
Da E innerhalb von Q verschwindet ist
i - E (247)

an der Grenzflache stetig.
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3.5 Randwertprobleme

e Betrachte nun folgenden Fall: Wir kennen p nur innerhalb von V' C R3,
wissen aber bereits etwas {iber das Potential (oder dessen Gradienten) am
Rand 0V

e Arten von Randbedingungen:

— Dirichlet: Kenne ®(z) fiir alle z € 9V Beispiel: geerdete Leiterplat-
te

— von Neumann: Kenne 7, - grad ®(z) fiir alle z € 0V mit 72, einem
Normalvektor, welcher in V' hinein zeigt. Beispiel: Leiter mit bekann-
ter Flichenladungsdichte (Vergleiche letztes Kapitel V = R3\ Q).

— Cauchy: Mischung aus Dirichlet und von Neumann

e Losung mittels Greenscher Funktionen: Starte vom 2. Greenschen Satz

/{P dy - (9(y)Vh(y) — h(y)Vy(y)) = /Q dy(g(y)Ah(y) — h(y)Ag(y))
(248)
mit Q@ =V, g = ® und einem h = G, mit G, : R® — R welches fiir y € V,
(AG,)(y) = —4m6® (y — ). (249)

erfiillt. Wir nennen eine solche Funktion auch Greens Funktion. Wir finden
dann

/ dy - (B(4) VG (y) — Gu(y) V() = —drd(z) + 4 /V dyGa(w)o(y)

durch die Poisson-Gleichung. Wir 16sen nach @ auf

¥(o) = [ G w)oto)
+ % / dy - (G.(y)VP®(y) — ®(y)VG.(y)) . (250)

Wir setzen nun an (Blatt 2)
1

= e =y + G (y) (251)

Ga(y)
fiir ein G, mit
(Va,y € V)(AG.(y) = 0). (252)

Wir nennen G, auch homogene Lisung. Im allgemeinen Fall, wihlen wir
nun G, so, dass die Randbedingungen erfiillt sind. Fiir V = R3 und G, = 0
ergibt sich wieder die bekannte Beziehung

o(z) = /R dy L) (253)

s |z =yl

29



Fiir Dirichlet Randbedingungen wihlen wir G, so, dass G.(y) = 0 fiir
y € dV und daher

ba) = | ayGeol) - 1= [ dr- @WYGL) . (259

Wir besprechen im Verlauf der Vorlesung eine Methode um Go entspre-
chend zu bestimmen.

Fiir von Neumann Randbedingung kénnen wir nicht VG, (y) = 0 fiir y €
0V wihlen, siehe Ubungsblatt 4. Wir wihlen daher G, so, dass VG, (y) =
n(y) fir y € OV mit Vektorfeld n welches von x unabhiingig ist. Daher

#(o) = [ avG o) + 1= [ dv-Go R~ 90 (259)

mit irrelevanter z-unabhéangiger Konstante

B =1 [ dy-Bwn). (256)

Eindeutigkeit der Losung: Gegeben seine zwei Losungen ®; und ®2, dann
definieren wir
V=70 — Dy (257)
und es gilt
AW(z) = —4n(p(z) — pl(x)) = 0 (258)

mit der Poisson Gleichung fiir z € V. Fiir y € 0V gilt ausserdem ¥(y) =0
im Dirichlet Fall und V¥(y) = 0 im von Neumann Fall. Wir benutzen nun
den ersten Greenschen Satz

[ oty = [ as((Toe) - (9 + o(@)8h(w) ) - (259)
mit g =h =V und 2 =V und finden daher
0= / dz - (U(2)V¥(x)) = /Vd:v|V\I/(x)|2. (260)
@

Da |V¥(z)| > 0 kann dies nur erfiillt sein, wenn
VU(z) =0 (261)
bzw. konstantem W (z) fiir alle x € V. Daher folgt also, dass sich ®; und
®5 nur durch eine Konstante unterscheiden konnen, welche irrelevant fiir

E ist. Im Dirichlet Fall folgt aus der Stetigkeit von ® bei OV (endliches
E = — grad @), dass die Konstante verschwindet.
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e Beispiel: Faradayscher Kifig: Gegeben sei ein Volumen V' mit
(Ve € V)(p(z) = 0) (262)
begrenzt durch einen Leiter, d.h.,
(Vo € OV)(®(x) = Do) (263)

mit konstantem ®,. Es folgt also

1
o) = | O K3 AL (264)
— -2 [ anac.) =@ [ dOw-a) =0 (269

mit dem Satz von Gauss. Daher folgt fiir einen Faradayschen Kifig
(Vz e V)(E(z) =0). (266)

e Methode der Bildladungen: Wir losen das Randwertproblem (finden
die Greens Funktion) indem wir eine kiinstliche Bildladungsdichte ppiqg
ausserhalb von V' definieren, wobei ppjq so gewéhlt ist, dass fiir eine Ge-
samtladungsverteilung

p(x) fallsz € V,
ota = 267
Protal (7) {pbild(w) falls x ¢ V. (267)

die Randbedingungen der Felder auf 0V erfiillt sind.
Beispiel 1: Punktladung iiber geerdeter Leiterplatte. Wir setzen

V ={(z,y,2) € R}z > 0} (268)
und daher
oV ={(z,y,2) € R*z = 0}. (269)

Und eine Punktladung g am Ort

0
7= 0 (270)
Zq
mit
p(i) = qd®) (7 — 7). (271)



Fiir eine geerdete Leiterplatte gilt ohne Einschrankung der Allgemeinheit
(Ve oV)(®(F) = 0), (272)

siehe Kapitel Wenn wir nun fiir eine Bildladung ¢g am Ort 75 € R? \V
ansetzen

poita (7) = qpd® (7 — 7p) (273)
dann gilt
() = + L (274)
R

Dies erfiillt Gleichung (272)) fiir eine an OV gespiegelte Bildladung

0
=1 0 | eR*\V (275)
2,
mit gg = —q, da
(V7 € OV)(|F — 7| = |F — 75]) . (276)

Es folgt also fiir ein 7€ V

E() = — grad &(7) = ¢ (h:__;qq?) = |;__;:|3> (277)
und auf der Grenzflache 7€ 0V
-, 1 0
E(7) = —2qz, @R+ 2 0 (278)
mit
x
=y (279)
0
Wie bereits in Kapitel besprochen finden wir mit 7€ 9V, dass
=0 (280)
und mit (aus Leiter herauszeigend)
0
i =0 (281)
1
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die Fldachenladungsdichte

—

) - E(z,y,0) — s 1
4 - “om(a? + 2 + 22)3/2

o(z,y) = (282)

Daraus ergibt sich auch eine auf der Leiterplatte induzierte Gesamtladung

00 27
1
ina = [ dxzd JY) = — d dp——— 283
Gind / T ya(x y) quA TT‘/O ¢2’/T(7"2+Zg)3/2 ( )
e r 191 qz
_ dr— [_ 2 2y-1/2]7 _ _9%q¢ _ _
0y gy = e [

(284)

Das von der induzierten Ladung erzeugte elektrische Feld muss dem der
Bildladung entsprechen, weshalb von der Leiterplatte auf die Ladung ¢
eine Kraft

0
e

F="a.y

(285)
1

wirkt.

Die entsprechende Greensche Funktion zu dieser Bildladungskonfiguration
ist

1 1
G (y) = - 286
) |z —yl |z — foia(y)] (286)
mit
U1
foua(y1,v2,y3) = | v2 | - (287)
—Y3

Dafiir gilt dann wie fiir Dirichlet Randbedingungen gefordert, dass

(Vy € OV)(Gz(y) = 0), (288)
da
(Vy € V)(lz =yl = |z — foua(y)]) - (289)
Des weitern ist
Galy) = —m (290)
und da
(Vy € V)(foua(y) ¢ V) (291)
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gilt
(va,y € V)(AGa(y) = 0). (202)

Beachte: G, hingt nur von OV ab und es gilt also fiir eine beliebige La-
dungsdichte p und Dirichlet Randbedingung ® auf 9V, dass

oo) = [ aGlow) - 1= [ d-@@TEE) . (299

In den Ubungen finden Sie dann die Greensche Funktion fiir ein Kugelvo-
lumen V.

3.6 Kondensator

e Definition eines Kondensators:

— N Leiter (siehe Kapitel mit disjunkten Volumen M; C R3. Defi-
niere V. =R3\ (M; U...U My). Dann gilt

oV =0M,U...U0My. (294)
— Ausserhalb der Leiter keine Ladung, also
(Ve € V)(p(z) = 0) (295)
und daher
(Vz € V)(AD(x) =0). (296)
— Potential konstant auf M; mit
(Vo € M;)(®(z) = ®;) (297)

und Oberflichenladungen
Q; = / dxp(x). (298)
OM;

e Unter skalierung der Potentiale skaliert das entsprechende elektrische Feld
und daher (Kapitel auch die Oberflichenladungen:

‘I)i — Ot‘bi s Qi — OLQi . (299)

Es muss also ein linearer Zusammenhang gelten
N
Qi=)Y Ci;®, (300)
j=1

mit einer N x N matrix C. Wir nennen diese Matrix auch Kapazitit des
Kondensators.
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Sei nun N = 2 und @7 = —Q2, dann gilt

Q1 =C11P1 + Ci2®2, (301)
Q2 = Ca1P1 + C2P2 (302)
und da E = — grad ® und daher Q); nur von Potentialdifferenzen abhéngen
konnen muss gelten
Ci = —Cia, Cy1 = —Ca (303)
und wegen (1 = —@2 auch
C1p=—Cy. (304)
Mit
C=Cn (305)
gilt also
Q1 =C(P1 — D) = —C(P1 — P3) = —Q2 (306)
bzw. mit
U= — 9y, R=01=-Q2 (307)
gilt
QR=CU (308)

mit Kapazitit C' und Spannung U. Einem jeden solchen Kondensator ist
also eine Kapazitidt C zuzuordnen.

Einheiten: Zuerst im aktuellen Gauss System: Aus Definition des elek-
trischen Feldes folgt

= (309)
und dann aus F = — grad ®, dass
@] = em[B] = - (310)
Da [Q] = LE und [U] = [®] folgt nun
_ Q]
[C] = ]~ cm. (311)
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Wir erhalten das SI System aus der Redefinition der Ladung und ab-
sorption aller k.-Abhéngigkeit in das elektrische Feld, so dass auch im SI
System F' = ¢F gilt. Daraus folgt

kJC N

v
El = = _ = — 12
I (312)
mit der Definition eines Volts (hier wiederholt)
Nm
V=—— 313
% (313)
und daher
[] =m[E]=V. (314)
Mit
@ =C (315)
ist dann im SI System
Q _[Q _¢
Cl=t==-—====F (316)
wp @ v
wodurch wir ein Farad F definiert haben.
e Zuerst geladene unendliche Platte: Wir definieren
plw,y,2) = 3(2)0 (317)
und daher
= -y 2 2 2\ —3/2 Yy
E(@)= [ dyply)——5 =0 | dyidya(yi + 3 + 3) Yo
R3 |z -yl R2 T3
(318)
3/2 0
= a/ dyrdys (2 + 2 +22) 7 | 0 (319)
R2 T3
0 o 3/2 0 1/2\ %
=10 27?0/ drr(r® +23) A R ((r2+x§)7 / )
T3 0 T3 0
(320)
0
= 0 2o (321)
Sign(zs)

mit Variablentransformation z; —y; — y; und Antisymmetrie unter y; —
—yp und yo2 — —yo.
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e Plattenkondensator: Zwei solche geladene unendliche Platten mit Ladungs-

3.7

dichte o bei z = 0 und mit —o bei z = d. Wegen Superpositionsprinzip
verschwindet das Feld ausserhalb des Kondensators und ist im Inneren:

E=|o0]. (322)

Ao

Mit E = — grad ® ist das entsprechende Potential (0.B.d.A.)
O(z,y,2) = —4dnoz. (323)

Die Ladung auf einem Flidchenelement A in der x — y Ebene bei z = 0 ist
dann

Q=0cA (324)
und die Spannung
U=®(z=0)—P(z =d) = 4nod. (325)

Die Kapazitéit eines Plattenkondensators mit Fliche A und Plattenab-
stand d ist also

- = (326)
Kugelkondensator (Uebungsblatt)

Separationsansatz

Wir befassen uns mit dem Randwertproblem mit verschwindender Ladung
inV,ie.,

(Vr € V)(AD(r) = 0). (327)

o Idee:

1. Mache einen Ansatz fiir eine Losung, welcher die Abhingigkeit der
Raumkoordinaten separiert.

2. Erstelle eine allgemeine Linearkombination solcher Losungen.
3. Bestimme Parameter der Losung um Randbedingungen zu erfiillen.

4. Falls das moglich ist, folgt aus der bereits gezeigten Eindeutigkeit der
Losung, dass wir die allgemeine Losung gefunden haben.

o Kartesische Koordinaten: Mit dem Ansatz

3
(21,72, 23) = HKi(xi) (328)

i=1
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und K; : R — R finden wir fiir

3
82
O:Aq)(l’l,iﬂg,%g): E 781:2@(331,1'2,%3) (329)
i=1 1

= K{'(21) Ko (22) K3(x3) + K1 (21) Ky (22) K3(3)
+ Ko (21) Ko (22) K3 (23) - (330)

Wir nehmen nun noch an, dass ® # 0, teilen nun die Gleichung durch
®(x1,29,23) und finden

3 e
0= ; I;{((m)) : (331)

Da diese Gleichung fiir alle x1, x5 und x3 gelten muss, miissen die indivi-
duellen Briiche selbst konstant sein, d.h., wir haben

K!'(x:) °
- = Qg o, 0= Q5 (332

mit o; € Rund 7 € {1,2,3}. Es gilt also
Ki(z;) = B eV 4 B e vViti, (333)

Wir wihlen ﬂii € C so, dass K;(z;) € R und die geforderten Randbedin-
gungen erfiillt sind.

Beispiel (Rechteck-Zylinder): Sei
V={(v,y,2) ER*|le >0Az <INy >0Ay <} (334)
mit € RT und als Randbedingung
O(x,0,2) = O(x,l,2) = (0,y,2) =0, P(,y,2)=V(y). (335)
mit einem V : [0,{] — R mit V(0) = V(I) = 0. Da das ganze Problem
explizit z-unabhéngig ist, folgt bereits K4(z) = 0 und daher az = 0. Die

Konstante K3 kann dann 0.B.d.A. in K; absorbiert werden. Daher setzen
wir K3(z) = 1. Aus den ersten drei Randbedingungen folgt

B +87 =0, (336)
B +8; =0, (337)
By eVerl 4 Byemverl =0 (338)
und daher
By (eVa2l —emvarly — (339)
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was eine nicht-triviale Losung (Ko # 0) nur mit

Vool = —\/azl + 2mni (340)

mit beliebigem n € Z erlaubt. Es folgt

Qg = — (Z—n)Q = —q. (341)

Alle bisherigen Ergebnisse lassen sich zusammenfassen zu

Ky(z) = By sinh (?x) ) (342)
. (TN
Ka(y) = Bysin (57y) (343)
mit 51,32 € R. Wir kénnen nun eine allgemeine Losung als Linearkombi-
nationen von

. ™ . (TN
D, (z,y,2) = sinh (Tx) sin (Ty) (344)
bilden. Da, ®_,, = ®,, und ®; = 0 reicht es iiber n € NT zu summieren,
ie.,
CI)(ac,y,z) = ch(bn(xvyvz) (345)
n=1

mit ¢, € R. Diese Koeffizienten bestimmen wir nun so, dass die letzte
Randbedingung

®(l,y,2) = V(y) (346)

erfiillt ist. Dies schreiben wir als

Z ¢p sinh (7n) sin (7r7ny) =V(y). (347)
n=1
Mit
!
™ ™m l
dysin { —y)sin | —vy) ==¢ (348)
/O ( ! ) ( l ) 2 "
finden wir
—Q/Zd i (@)V() (349)
= Isinh (mn) J, ysmATY Y-

Die Vollsténdigkeit der Summe in Gleichung ([347)) kann mit dem Satz von
Weierstrass gezeigt werden.
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Kugelkoordinaten: Wir erinnern uns an den Laplace Operator in Kugel-
koordinaten,

102 1 0 0 1 0?
A=-Z pqp = 2 (snO)=)+—" 2

ror? + r2 sin(6) 00 <sm( )89> * r2sin(0)? 0¢? (350)
und machen einen Separationsansatz

2(r.0,6) = “p()a(0) (351)

und finden daher

AR(r,60.9) _ u"(r)  (sin(0)p'(0))" @'(¢)
o(r,0,0)  rulr) T sin(0)p(0) T sin(0)2q(4) 0. (352)

Dies konnen wir auch umformen zu

2 sin(@)2 20 _ (o) SNOPO) dD) _ g w353

u(r) p(6) q(¢)
Die linke Seite héngt nur von r und 6 ab, daher
2M(r 0,6)=0 (354)
8¢ ) K -
die rechte Seite nur von ¢, daher
EM(TQ ¢)—£M(r€ $)=0 (355)
60 ) b - a¢ ) ) -

also miiss M (r, 0, ¢) konstant sein. Wéhle hier

s ) e () (@) (6)
= 40) Oy O (356)

mit Separationskonstante m € C. Eine allgemeine Losung fiir ¢ ist also

q(¢) = aye™® 4 a_e" M (357)

Da ¢(0) = q(27) gelten muss folgt, dass m € Z. Da der a— Term aus
dem a4 Term mit m — —m folgt und wir noch Linearkombinationen
betrachten werden, reicht es sich auf

am(9) = e'me (358)

einzuschriinken. Es gilt die Orthogonalitéitsbeziehung

2m

0 d¢(‘]m (¢))*Q7n’(¢) = 27r(5m,m/ . (359)
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In der verbleibenden Gleichung sortieren wir wieder nach r und 6 Abhéngig-
keiten
2 u”(r) m?  (sin(0)p'(0))’

W) sn@?  pO)sm@) (360)

mit neuer Separationskonstante A € R. Die Radialgleichung lautet also

qu’(r) _
P = (361)
und mit x = cos(6) folgt
0 Oz 0 . 0

m? (1 —2?)P'(2))
A 1—a2 P(x) (363)
bzw.
m2

Die Radialgleichung wird gelost durch

w(r) = '+ b (365)
mit a;,b; € R da

r2u) (r) = 11 + V)uy(r) (366)

mit A = [({+1) mit I € N (diese Einschréinkung wird auf dem Ubungsblatt
erklért).

Fir m € Z mit |m| < [ kann eine allgemeine Losung fiir P durch die
zugeordneten Legendre-Polynome gefunden werden

- (_1)’m 9\m)2 8l+7rL .
P (x) = S]] (1—2%) Sl (z®—=1)". (367)
Herleitung auf Ubungsblatt.
Beispiele:
Py(x) =1, (368)
/1 — 12
Pl (z) = Tx Pl(z)==z, Plz)=-V/1—22. (369)
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Fiir m = 0 nennt man diese auch einfach nur Legendre-Polynome
Pi(z) = PP(a). (370)

Es gilt die Orthogonalitéitsbeziehung

Ly 2 (+m)!
[1del (:c)Pl, ($) = T—Hméhl/. (371)

und

(I —m)!

P = (<1

P (x). (372)

Wir fassen dann die Winkelabhéngigkeit in Kugelflichenfunktionen

2041 (1 —m)!

Yim (0,0) =\ =4, (I +m)!

P (cos f)ei™? (373)
zusammen mit Orthogonalitéitsbeziehung

/ ! df sin(0) / ﬂqu(Yzm(&(ﬁ))*Yzfm/ (0,9)
0 0

204+ 1 (1 —m)! 2 (I+m)!
= —_— ’ ) 4
i U+ m)!émvm O 20+ 1) (I —m)! (374)
= 5m,m/§l,l/ (375)
und
Yim(0,0))" = (=1)"Y,—m (0, ). (376)
Man kann ausserdem die Vollstédndigkeitsrelationen
0o l
DD Vit ¢)Yim(0,6) = bcost —cost)d(¢ — ¢)  (377)
=0 m=—1
zeigen.

Der allgemeine Ansatz in Kugelkoordinaten ist also

00 l
0:0.0) =3 3 (e’ + 5 ) Vin00)  (378)

mit am, bym € R.

e Beispiel: Potential einer Punktladung in Kugelkoordinaten:
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Betrachte

1 1
_ = (379)
e Y A T
fir |z| =r, |2'| =7/, a« = & - &’. Wir definieren nun
r< = min(r,r’), r~ = max(r,r’) (380)
und schreiben
1 1 1
B S (381)
|z —a'[ s V1412 —2ta
mit
r
t=—. 382
< (352)
Wir zeigen auf dem Ubungsblatt
19 1
P(z) = - —F—m—m—m 383
@) = o A —o (383)

und daher folgt aus einer Taylorentwicklung

1 = tl
=Y P(i-i)—, (384)
=0

|z — | >
o a1

=> P(&-#) 55 (385)
=0 >

Wir verwenden nun noch eine weitere Vollstadigkeitsrelation (hier ohne
Beweis)

1
. 4m “
P(@- ) = 5 m;lm<9,¢mm<9’,¢’> (386)
mit
r cos(¢) sin(0) r’ cos(¢’) sin(6’)
x = | rsin(¢)sin(d) | , ' = | r'sin(¢)sin(0) | . (387)
r cos(d) ' cos(0)
Insgesamt gilt also
1 iig zl: Y% (0,0)Yim (0, &) (388)
‘l‘ _ $/| - e 20+1 Tl>+1 S~ Im\Y> Im y .

Wenn r < ' oder r > 7’ konvergiert diese Summe mit wenigen Ter-
men. Wir untersuchen die Konsequenzen dieser Beobachtung im néchsten
Kapitel.
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3.8 Multipolentwicklung

e Betrachte nun eine lokalisierte Ladungsverteilung p um den Koordina-
tenursprung mit

V CR?, R:sup{|x|

x € V} €R (389)

und

(Vo € R*\ V)(p(x) =0). (390)

e Untersuche nun E(z) und

1
fir z € R3 mit |z| > R durch Niherung von
1
pg (392)

e In Kugelkordinaten: Mit Notation aus dem letztem Kapitel setzen wir an

1 oo

miZ PO g Yin(0.6)Yin (0, 6')  (393)

und daher

oo l
o) = Y \/21411 DY (6,0) (394)

=0 m=—

mit sphirischen Multipolmomenten

a2\ 50 [ 40l Vi 0. (395)

Man kann die Summe iiber I auch als Entwicklung in R/r verstehen mit

a(r) =13 (R)l a(6,0) (396)

l
_ 4 dim
0,¢) = m;l’/ﬂ i Ym(6:9). (397)

Wir nennen die Beitréige

und
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— | = 0: Monopol mit 1 sphérischen Moment ¢gq
— | = 1: Dipol mit 3 sphérischen Momenten ¢1,—1,¢1,0,¢1,1
— | = 2: Quadrupol mit 5 sphérischen Momenten g2, 2, ¢2,—1, 42,0, 42,1, 42,2

Bedeutung von m: zylindersymmetrische Ladungsverteilung: Keine ¢
Abhangigkeit, also nur m = 0 Beitrage und daher

— 0
O(x) = mP[(COS 0) (398)
1=0
Q0 :/ dz’ p(z' )" P(cos 0) . (399)
%

e Beispiel: homogen geladene Kugel mit Ladungsverteilung;:

+2 - falls |7 < R
p(7) = {W A (400)

0 sonst

Wegen Zylindersymmetrie konnen wir uns auf m = 0 einschrénken, so
dass

! B o Q
=2 dz [ drr*t'P, 401
aw=2r [ [Cant ) (401)
2R3 Q !
= X P 402
[+3 InRs /,flz 1(2) (402)
3QR" [*
=TS 03
3 QRZ 1
== Pi(2)P, 404
315 | ERERE) (104)
3 QR
_3 4
27+3200 (405)
= Qdio (406)

da Py(z) = 1 und unter Verwendung der Orthogonalititsbeziehung der
Legendere Polynome. Es gibt als nur einen Monopol-Beitrag!

e In Kartesischen Koordinaten: Entwickle

1
P (407)
als Taylor-Reihe in z}. Dazu zuerst
0 1 T; — !
= 0 408
ozl |z — ' |z —a|? (408)
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und zur nichsten Ordnung

g 0 1 0 x; — b
L e (a0
8xj8mi\m—x| Ba:j|x—:v|
dij "0 1
- _ i — ) — 410
|z — /|3 (@ xl)ax;- | — 2|3 (410)
g 3z — 28) (s — 2
- _ 61] i ( z)( J ]) (411)
|z —2']? |z — ']
Daher gilt mit Einsteinscher Summenkonvention
1 ;1 Lg 1 ;0 Jij 3331‘1']‘ 1 T’/ 3
7|33 — ;(;/| = xlﬁ + ix’ixj —ﬁ + 5 + ;O ? (412)

! 1/r\* "\
A ool Al At A A
1+ (r) ;25 + 3 (r) 2325 (3225 — 0i5) + O (r)

mit & = z/|z|. Wir definieren nun die Gesamtladung

q= /de’p(x'), (413)

das Dipolmoment (Vektor)

pi = / da’ p(z )z (414)
14
und das Quadrupolmoment (Matrix)
Qs = [ do'plaBaias 6o’ P), (415)
so dass
1
(0] = dz’'p(z') —— 416
@ = [ o) = (116)
. . . 3
q  Eipy | 13,Q2; 1 R
=1 - o2 417
r + r2 + 2 7 + r r (417)
Es gilt
TrQ =0, Q=07 (418)

und daher ist @ immer diagonalisierbar (Hauptachsentransformation).

e Freiheitsgrade: [ entspricht also der Ordnung der Entwicklung in R/r.
Fiir [ = 0 haben wir nur einen Freiheitsgrad, m = 0, was der Gesamtladung
q entspricht. Es gilt

q = Co = qoo - (419)
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Beachte: Ahnliche Notation fiir ¢;,,, und Gesamtladung ¢. Fiir [ = 1 haben
wir drei Freiheitsgrade pg, p1,p2 und m = —1,0,1. Es gilt

41,1 = \E [ @i 0 ) (420)
=2 /V da’ p(a')r' Py (cos 0) e’ (421)
= % /V da’ p(z')r' sin(6)e™?’ (422)
- \% /V de! p(a') () + i) (423)
= 5o+ im) (424)

mit der Euler Formel. Ahnliche Rechnung:

1
= —(—po +1ip1). 425
q1,1 \/5( Po Pl) ( )
Und schliesslich
Qo= / dx'p(z')r' cos @’ = ps . (426)
v

Fiir | = 2 gibt es fiinf Freiheitsgrade m = —2,...,2 und da Q = QT und
Tr @ = 0 gibt es auch 5 unabhéngige Matrixelemente. Der Zusammenhang
zwischen @;; und gop, ldsst sich auf dhnliche Weise herstellen.

e Punktmonopol: Das Potential eines reinen Monopols, (VI # 0)(¢; = 0), ist
B(z) = = (427)
und daher ununterscheidbar von einer Punktladung ¢ am Ursprung.
e Punktdipol: Das Potential eines reinen Dipols, (VI # 1)(¢; = 0), ist

ZiPi

(z) = . (428)
und daher
= 0 wip;
E = —— 429
@i= 5,75 (429)
p;i  3rj(z-p)
-3 5 (430)
32;(x - p) —r°p;
= = J (431)
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Dieses Potential ist ununterscheidbar von einem Punktdipol mit Ladungs-

erteilung
— 1 (3) ph @ (po P
-t ()]
= —p-grad6®(z). (433)
Test:
/dep(a:) /dmxlpj—é(g)( ) (434)
:/ d;vpj(S(S)(x)ixi (435)
v Oz
:/ dmpjé(?’)(:c)&ij (436)
v
:/ dzp6® (z) = p; . (437)
1%

e Punktquadrupol in Ubungen

e Energie im dusseren Feld: Wir nehmen nun ein externes Feld ®q, an,
welches sich in V' nur wenig dndert und von der Ladungsverteilung in V'
nicht beeinflusst wird. Insbesondere wird ®ey¢ nicht von Ladungen in V'
erzeugt, d.h. (Vo € V)(A®uy(z) = 0). Dann ist die Energie

W = /V dzp(2) Pext () (438)
= / dxp(l’)(q)cxt(()) + xivifboxt(()) —+ %xixjvivj@m(t(()) + .. )
v (439)
— [ dop() (@ (0) = (B )s0) = 532,V By (0) 5 )
(440)
= 4o (0) — pi(Eext): (0) — Qu i(Eext);(0) + ... (441)
da
/dxp 220V i(Eoxt) /dzp 22 Ad(0) = 0. (442)
Beispiel: Reiner Dipol
W = —pi( ext) (0). (443)

Energie ist also minimal, falls p in die gleiche Richtung als Eext zeigt.
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3.9

Fiir die Kraft des dusseren Feldes auf die Ladungsverteilung gilt

F:/Vdacp(x)Ecxt(x) (444)
= qEet(0) + (p - grad) By (0) + . . . . (445)

Daher wirkt in einem homogenen externen Feld (grad Eoy = 0) keine
Kraft auf einen reinen Dipol!

Dielektrika
Dielektrikum: Substanz in der Ladungstréiger nicht frei beweglich sind

Bis jetzt: Elektrostatik im Vakuum oder Leiter

Nun: Elektrostatik in Dielektrika mit dusserem Feld Ecxtcrn und zusatzli-
chen Ladungen p®xtern

Mikroskopische Beschreibung: Beschreibe das mikroskopische Poten-
tial im Dielektrikum (Atome mit polarisierbaren Elektronwolken) durch
Dipolnéherung eines einzelnen Atom’s am Ort z; mit Uberschuss-Ladung
¢; und Dipolmoment p;:

(446)

(447)

D)= Y @i(2) (448)

_ / da' pV (') — - /R de'm(x’)i# (449)
_ /R ! [pU(x/)—ﬂ'i(x') aij % (450)

= /R3 dx’ [pU(x’) + Wi(x’)aa,} ﬁ (451)
P:I As dx’ [pU(x/) — (v 7'1')(;[;/)] |x _1 x/‘ (452)

49



mit Uberschuss-Ladungsverteilung pV und Dipol-Verteilung 7. Daher gilt
V- E(z) = —Ad(x) (453)

= [ @) = (7w )] A

454
|l — 2| (454)

=4 /R ) da’ {pU(x/) — (V- w)(x')} 6®) (z — 2') (455)
=dn [pU(x) -V 77(33)] . (456)

e Makroskopische Betrachtung: In der Praxis misst man gemittelte mi-
kroskopische Felder iiber kleines Einheitsvolumen V C R? (mehrere Ato-
me), definiert durch

_i o e+ o
@)= 7 [ s+ (157)

mit |V| = [, dz. Definiere explizit

(bmakro = <(I)> ) Emakro = <E> ) Pmakro = <P> . (458)

Wir finden die Feldgleichungen

V X Enaleo =V X (E) = (VX E) =0, (459)
V Emakro = V- (E) = (V- E) = 47(p) = 47 prmaicro , (460)
da
Bl o d
5N = g [ pera = (5@, s

Daher gilt auch weiterhin

—

Emakro = - gl"ad (I)makro . (462)

Im Rest dieses Kapitels besprechen wir die gemittelten makroskopischen
Felder, schreiben jedoch der Einfachheit halber nur einfach f statt (f).

e Es gilt also im Dielektrikum

p(x) = p(z) = V- P(x) (463)
= p%(2) + p° (=) (464)
mit Polarisationsladungsdichte
pF=-v.P (465)
und Polarisation
P=r. (466)



e Wenn nun noch zusétzlich ein externes Feld Eext und eine externe La-
dungsdichte pexy mit

V- Eoyp = dmpoter (467)
gegeben ist, gilt fiir das gesamte Elektrische Feld E
V. E(z)=4r [pY () + p™™ ()] — 47V - P(z). (468)

Fiir die Dielektrische Verschiebung

D =E +4xP (469)
gilt also
V- D(z) = 4mp™ei(z) (470)
mit der freien Ladungsdichte
plrel = Uy pextern (471)

e Arten von Dielektrika:

— (Eigentliches) Dielektrikum: Externes Feld erzeugt polarisierte
Ladungsverteilung (Deformationspolarisation). Beispiel: Helium, Luft,
Kohlendioxid bei Raumtemperatur

— Paraelektrikum: Mikroskopische permanente Dipole (Beispiel: HoO
Molekiil). Diese mitteln sich ohne Eeyt weg. Mit Feyt richten sich die
mikroskopischen Dipole aus (Orientierungspolarisation).

— Ferroelektrikum: P permanent unter einer kritischen Temperatur
spontan ausgerichtet

e Ansatz fiir Di- und Paraelektrikum fiir hinreichend schwache Felder (li-
neares Dielektrikum):

Py =y E;j. (472)
Falls das Dielektrikum noch isotrop ist, gilt
Vij = Xebij (473)
mit dielektrischer Suszeptibilitit y.. Es gilt daher
D=E+47P =¢E (474)
mit Dielektrizitdtskonstante

e=1+4mye.- (475)
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Im Vakuum gilt dann einfach y. = 0 bzw. ¢ = 1. Auch ein Leiter kann als
e — oo Grenzfall betrachtet werden, da in diesem Grenzwert

L1 .
V~E=EV-D—>O (476)

gilt.

Beispiele:

— Luft bei latm und 18 Grad C: € = 1.00059
— Wasser bei 18 Grad C: ¢ = 81.1

Beispiel: Pattenkondensator mit Dielektrikum zwischen Leiterplatten: Fiir
Fliachenladungsdichte o gilt

D =4no (477)
und daher
4
p=-"2 (478)
€
und das Potential
dmod
U= ”EU . (479)

Die Gesamtladung ) = Ao fiir einen Kondensator mit Fliche A. Schliess-
lich ist die Kapazitét

_Q__ 4
C=f=cia (480)

Fiir ¢ > 1 ist die Kapazitét also erhoht.

Elektrostatische Energie: Nun auch Arbeit zur Anderung der Polarisation.
Arbeit fiir Anderung pt — pfrel 4 §p ist

oW = dzop(x)®(x) (481)
R3

mit Anderung D — D + 6D

1 —
W= - /R (V- 5D) (2) () (482)
— Y [ 4wsBa) - Vo) (483)
47'(' R3

_ 1 dzéD(z) - E(z) (484)
4’/T R3
11 - =

=1 g dxdD(x) - D(x) (485)
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und daher die gesamte Arbeit

547r /R s / 5B() - B(x) (486)

258— de| ()P (487)

Verhalten an Grenzflichen: Analog zur Diskussion Leiter, Kapitel [3.4]
Grenzfliche zwischen Feld DM und D®),

AusV-D = 4rpfrel folgt

A - (5(1) _5(2))

e (488)

Q
Il

wobei ) in Richtung DM zeigt und o eine auf dem Rand induzierte
Ladungsdichte ist. Ohne Ladungsdichte gilt also

fL-EWey =n,y - E@ey (489)

Aus VX E =0 folgt
- (EW -~ E®) =0 (490)

mit 7 parallel zur Grenzfliche.

Dies kann auch auf das Potential umgeschrieben werden in dem man
ElfLJ_ . V(I)(l) = 52ﬁl . V<I>(2) (49].)

und @1 = @ fordert (endliches E).

Beispiel: Punktladung in Dielektrikum 1 und Ubergang zu Dielektrikum
2 als Ubungsaufgabe (Blatt 6)
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Magnetostatik

Ampere Gesetz und Einheiten

Wir beschéftigen uns nun mit Ladungen, welche sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit bewegen. Die Ladungsdichte p(x) kombiniert sich dann mit
einem Geschwindigkeitsfeld v : R® — R3, z +— v(z) zur Stromdichte

§:R* = Rz j(x) = p(x)v(z). (492)

Da Ladung nur bewegt wird, aber nicht erzeugt oder vernichtet, muss die
in ein Volumen V C R? hineinfliessende Ladung gleich der herausfliessen-
den Ladung sein, was wir auch als

/ dz - j(x) =0 (493)
v

schreiben kénnen. Mit dem Satz von Gauss gilt daher auch

0= / dzV - j(x) (494)
v
fiir ein beliebiges V. Daher muss auch fiir den Integranden gelten
0=V-jx). (495)

Man nennt dies auch die Kontinuititsgleichung.

Einheiten: Im SI System gilt also

C m C A
U=l =57 === (496)
mit einem Ampere
A= g . (497)
Im Gauss System gilt
. LE cm LE
7] = [p][v] = s omZs (498)

Von einer Stromdichte jo wirk auf Stromdichte j; eine durch das Ampére
Gesetz beschriebene Kraft
- 1 j X (jo(z') X (x — 2’
2 Jrs RS |z — 2/|3

mit Lichtgeschwindigkeit
¢ = 2,99792458 x 10102 (500)
S

im Gauss Einheitensystem. Wir erinnern uns an
(1LE)? = 107° N(1lcm)? (501)

um die Kraft in N zu bekommen.
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4.2 Feldtheorie

e Betrachte nun Kraft einer Quellstromdichte j auf eine Probestromdichte
jp. Durch Definition eines Magnetfeldes

é@yzlﬁ;my@qx

C

(z —2')

IE (502)

|z —x

was auch oft Gesetz von Biot-Savart genannt wird, separieren wir wieder
den Quell und Probeanteil im Kraftgesetz

1 -

ﬁ:zﬁﬂmﬂ@xmw. (503)

e Fiir eine mit Geschwindigkeit v € R?® bewegte Punktprobeladung ¢ am
Ort x¢ € R3 gilt

jp(z) = qud® (z — x) (504)

und daher

—

F(x0) = g~ x B(xo). (505)

e Kombiniert mit der Coulombkraft wirkt auf eine solche Punktprobeladung
dann die sogenannte Lorentzkraft
, v ,

Fao) = q (Blao) + = x Blay)) - (506)

e Einheiten: Im Gauss System gilt

LE
[B] = el dyn = [E]. (507)
Im SI Einheitensystem absorbiert man einen Faktor 1/¢ in B, so dass fiir
den Punktladungsfall

F = qu x B(xg) (508)
und
Ns N
[B]—C—m—H:T (509)

mit der so definierten Einheit Tesla (T).

e Beispiel (unendlich langer Draht): Ubungen
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e Vektorpotential: Wir zeigen zunéchst

1 ) (x — 1)

B —— d/ ! )
@ =1 [ antite) x T
1 1
:—f/ dr'j(z') x Vp——n
R3 |l‘

c — x|
1 1
== | d2'Vy xjlz')———
C/Rs v Ve J(x)|xf:17’|

=V x A(z)

mit Vektorpotential

_1 roon 1
A(z) = /R3 alx](x)r_x/| .

c

e Eichtransformationen

Az) = A'(z) = A(z) + VA(x)

(510)
(511)

(512)

(513)

(514)

(515)

mit beliebigem Skalarfeld A lassen das Magnetfeld invariant, da VxV =0

und daher

B'(z) =V x A'(z) = V x (A(z) + VA(z)) = V x A(z) = B(z).

(516)

Das Vektorpotential ist also nur bis auf Eichtransformationen eindeutig.

Fiir die in Gleichung (514)) gegebene Form gilt

R3 . |z — 2|

= —f/ da'j (2" )V - _r

R3 |z — 2’|

P.I. , L 1
C/R3 xux_))/|x—x’| 0

=0

wegen der Kontinuitétsgleichung. Wir nennen die Bedingung
V-A=0
auch die Coulomb-Eichung.
e Feldgleichungen: Mit (Ubungen)

VxVxA=V(V-A) —AA
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gilt

V x B(z) = V(V - A(z)) — AA(z) (522)
= —AA(z) (523)
_ ! / a2/ §(2') g —— (524)
¢ Jrs | x|
_An dz'j(2")6®) (z — z") (525)
C R3
= T ja). (526)

Es gilt ausserdem

V- B(z) = divrot A(z) = 0. (527)

Integrale Form: Fiir ein stetig differenzierbares ¢ : @ — R3 mit zweidi-
mensionalem Q C R? und () = S gilt mit Stokes das Amperesche
Durchflutungsgesetz

— — 4 4
/dz.B(x) :/da;.rotB(x) = I/da;.j(x) ="Is  (528)
v ® ¢ Jy ¢
—_———
EIS
mit einer Parametrisierung v : v~1(9S) — 8S welche den Normalvektor
von ¢ gegen den Uhrzeigersinn umlauft. Ig gibt den durch S fliessenden

Strom an.

Aus dem Satz von Gauss folgt fiir ein V C R?

0= / 42V -Bla) = [ de- Bla) = om2e (529)
1% av

wobei wir hier die explizite Parametrisierung nicht angeben, da das Vorzei-

chen irrelevant ist. Man nennt ®77¥ auch den magnetischen Fluss durch

die Flache 0V, welcher also fiir eine geschlossene Fliache 0V verschwindet.

Das B Feld kann also auch als magnetische Flussdichte angesehen werden.

Beispiel: Unendlich langer Draht mit Radius R und homogenem Strom

L ¢, falls p<R
j(x) = {3‘326 A= (530)
sonst
mit
0 Zo
e,=10], =[x (531)
1 T2
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und

Aus

folgt dann dass

fiir ein Skalarfeld A.
Daher gilt fiir das Magnetfeld

. ~

Bi(z) = (V x A);(z) = ik g

0 0\ =
(610 al’l 521 ax()) (p)
= (510301 - 51‘1560) A/(p) .
P P

Setze nun Zylinderkoordinaten an mit

29 = pcos(e), x1 = psin(g) .
Dann ist
Bi(x) = (8io sin(¢) — 61 cos(¢)) A'(p)

= —A'(p)(es)i

mit
(— Sin((b))
ép = | cos(p) | .
0

Sei nun

S = {(2,49,0) € R*|a? + y? < B2}
mit Parametrisierung

90(7;7?-/) = ('r’ y,O)

und Normalvektor

ﬁ—SOIXSDZ—(
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O O =
\—/
X
S
o = O
\—/
Il
D>
N

(532)

(533)

(534)

(535)

(536)

(537)

(538)

(539)
(540)

(541)

(542)

(543)

(544)



und Parametrisierung des Randes

cos(¢)
V(¢) = Ro | sin(¢) | . (545)
0

welche den Normalvektor gegen den Uhrzeigersinn umléuft. Dann gilt mit
dem Amperschen Durchflutungsgesetz

/ dz - B(z) = —A'(Ro) i ﬂd(ﬁ i@ 8y = —2rRoA'(Ry)  (546)

_R0é¢
M/d ) Mﬂ2/%d 1 (547)
= — €T Xr) = —Z4ZT rr
c Jo, J c 0 TR?
471 min(R, Ry)?
= 548
c R2 ( )
Daher
- 21 min(R, Ry)?
—A =— 549
( ) CR() R2 ( )
und
. bo2le falls p< R
Bla) = {0err B EP= (550)
oty falls p > R.

Wir untersuchen nun die Kraft pro Lénge [ welche von einem solchen
Draht mit Strom I = I; auf einen zweiten unendlich diinnen Probedraht
(Stromfaden genannt) mit

und d > R wirkt. Wir finden

F 12
T_d/ “/ @/ dzjp(z,y,2) x Blz,y,2) (552)

1/2
1/2
= dzé, x B(d,0,z) (553)
Cl 12
1/2 0
_ 1220 dzé, x |1 (554)
T oed —1/2 0
1
2615
=— 0] . 555
A |0 (555)

Falls I;I, > 0 ist die Kraft also attraktiv, falls I11s < 0 ist die Kraft
repulsiv.
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4.3 Magnetischer Dipol

e Betrachte eine innerhalb von V' C R? um den Koordinatenursprung loka-
lisierte statische Stromdichte j aus grofler Entfernung. Es sei wieder

R= sup{|:1:|

a:eV} €R. (556)

Fiir eine solche Stromdichte gilt
(Vx € OV)(j(x) = 0) (557)

und daher mit dem Satz von Gauss
0= / dryzigi(z) = / daV xiji(x) (558)
/dazyz /d:mcl V-j)(z). (559)

fiir beliebiges ¢. Es gilt also
/ dzj(z) = 0. (560)
v

e Fiir ein 2/ € V mit |z| > |2'| gilt dann bis zur ersten Ordnung in z’

1 1 z-a 9
m == m + W + O(Z‘/) (561)

und daher
- !
Aw) =1 / iz’ 1) (562)
\%

11 , 11 , R\*
:|x|C/de’](x’)—i—wC/de'j(x')(ac-x’)—i—O<x|) (563)
—_—

=0
P A (564)
Ik (%)

Es gibt also keinen Monopolanteil. Sie zeigen in den Ubungen, dass

T

/dej(:c)(xoz):f/vd:rx(xoj(x)) (565)
Gemeinsam mit

x (bxc)=bla-c)—c(a-b) (566)
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gilt dadurch

- 1

=
&
|

= 2cfzf?

(/Vdat’j(at’)(x-x’)—/Vda:’x'(a:-j(x’))> +o<

= 2c|$|3/dxx><

R 2
|P” x+0<u>

mit magnetischem Dipolmoment

u:—/dazx x j(x

e Fiir einen reinen magnetischen Dipol am Koordinatenursprung gilt dann

(Ubungen)

)+O<R

]

;

j@) = —e(u x V)§?(z).

Beispiele: Spule, Erdmagnetfeld, Stabmagnet (jeweils in guter Niherung)

e Beispiel: Leiterschleife mit Radius R und Strom I,

Es folgt
1
#= 2
I
20
2c

Zyllnderkoord I

_ ITR?

é, .

c

-y
j(@,y,2) o(Va2+y? — R)J ( )
0
d:c x' x j(z')
_x/l
dw o(/(x()? + (x1)% = R)d(ah)x" x | g
0
—ToTh
dﬂf 6(1/(x0)? + (27) — R)o(x5) — T 15
(6)* + (=}
0
— d 0
2c ¢ R2
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]

(570)

(571)

(572)

(573)

(574)

(575)

(576)

(577)

(578)
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e Beispiel: Rotierender Korper um Achse w € R3 mit Massendichte pjy,
Ladungsdichte

q

== 580
o) = L pay(a) (550)
und Geschwindigkeitsfeld
v(z)=wxx (581)
mit Gesamtladung ¢ und Gesamtmasse m. Es gilt dann
j(x) = p(x)o(z) = p(z)w x (582)
und daher
1
u= —/ dx'x’ x j(x') (583)
2c v
= % /V dr’ pp (')’ x (w x ). (584)
Vergleiche mit dem Drehimpuls
L :/ dz' ppr (') (2" x v(z')) (585)
1%
= /V da'py(2')a’ x (w x 2'). (586)
Es gilt also die sogenannte gyromagnetische Beziehung
q
= 587
B= 5em (587)

Falls Ladungsdichte und Massendichte nicht durch Gleichung (580) zuein-
ander in Bezug stehen, findet man im Allgemeinen

q
=g—1L 588
a g2cm (588)
mit Landé Faktor g.

Beispiel aus der Quantenmechanik/Quantenfeldtheorie: Elektron hat Im-
puls L durch intrinsischen Spin. Klassisch gilt fiir ein solches Elementar-
teilchen g = 1, in der relativistischen Quantenmechanik findet man jedoch
g = 2 und durch Strahlungskorrekturen in der Quantenfeldtheorie g # 2.
Die Abweichungen a = (g—2)/2 definiert man dann als anomales magneti-
sches Moment, welches experimentell und theoretisch sehr genau bestimmt
werden kann

a®Periment — () 001159652181643(764) , (589)
afheorie — 0.00115965218073(28) . (590)

Durch adhnliche Messungen des Elektrons und anderer Fundamentalteil-
chen kinn man z.B. Effekte von noch unbekannten Teilchen suchen.

e Ubungen: Dipol im externen magnetischen Feld
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4.4 Magnetostatik in Materie

e Betrachte nun Magnetostatik in Materie mit #usserem Feld Bextern und
zusitzlicher Stromdichte Ladungen jexter

e Mikroskopische Beschreibung: Beschreibe das mikroskopische Vektor-
potential in Materie (Atome/Molekiile/Elementarzellen eines Magneten)
durch Dipolniherung am Ort z; mit magnetischem Dipolmoment p;

L R S (591)
¢ | — ;|3

und daher

G (@) = —e(pi x V)8 (& — ). (592)

e Auch hier wieder effektive Mittlung iiber makroskopische Distanzen, defi-
niert Magnetisierung

M(z) = <Z 1103 (z — xz)> (593)

und daher

5 () = (3 4 () = exot M (x) (594)

%

e Da kein magnetischer Monopolbeitrag: j¢ = jextern  Insgesamt

j = jtei 4 jmagn. (595)

und daher
rot B = 4%3' = 4%T(jfrei + ) (596)
= %jﬁei + 4 rot M () . (597)

Wir definieren die magnetische Feldstéarke

H=B—-4rM, (598)
so dass

rot H = 47” gt (599)
Es gilt ausserdem weiterhin

divB =0. (600)
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e Im Allgemeinen hingt wieder H von M ab. Fiir lineare Medien gilt

— —

M =xnH (601)
mit magnetischer Suszeptibilitit y,,. Daher
B=u.H (602)
mit Permeabilitidtskonstante
tr =14 47x0m, . (603)
Es gilt damit

_, 4 .
rot B = pu,— jfrel (604)
C

e Arten von linearen Medien:
— Diamagnet: x,, < 0 (induzierte Strome durch externe Felder, der
Ursache entgegengerichtet, siehe Elektrodynamik)

— Paramagnet: x,, > 0 (permanente magnetische Dipole, ausrichtung
im dusseren Feld)

— Ferromagnet: Magnetisierung unterhalb einer kritischen Tempera-
tur, Hysterese fiir M (B) moglich.

e Verhalten an Grenzflachen: Grenzfliche zwischen zwei linearen Medien mit
Permeabilititskonstanten g, # p1o mit Feldern H) und H®). Diskussion
analog zu Leiter/Elektrostatik in Dielektrika:

AusV-B=0 folgt

—

fll.(‘ulﬁ(l)_ugﬁ@)):Ozrfll.(B(l)_B'(Q)) (605)
wobei 7 senkrecht zur Grenzfliche in Richtung HO zeigt.
AusV x H = %jf“?i folgt
~ H"(l) ﬁ(Z) _ ar ~ Jfrei,grenz. 606
A (A = H®) = (A1 x ) (606)

mit 72 parallel zur Grenzfliche und Oberflichenstromdichte (Einheit Strom
pro Linge)

Jfrei,grenzA ) (607)
Man kann zeigen, dass dquivalent gilt

47

AL X (I__I'(l) _ ﬁ(2)) _ 7Jfrei,grenz. ] (608)
c
Ohne Oberflachenstromdichte gilt also
- (HY —HP)y=0=n, x (HY —H?). (609)
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4.5 Zusammenfassung der Elektro- und Magnetostatik

e Zusammenfassung im Gauss System:

Elektrostatik Magnetostatik
Quelle P j=pv
Kontinuitétsgleichung — divj =0
Feld E B
Feldgleichungen divE = 4dmp divB =0

rot £ = 0 rotgz%”'

Potential d A

Ez—grad@ B=rotA

AP = —4rp AA= A=
Kraft ﬁ:qE ﬁ:qyxé
Kraftdichte fE pE f: X B
Materie Dielektrikum (polarisierbar) magnetisierbar

Monopol/Uberschussladung (p!)
Dipol/Polarisation (P)
P=x.E
D=FE+4nP =¢E
divD = 4 pfred
rot E =0

Lineare Medien
Hilfsfelder
Feldgleichung in Materie

e Zusammenhang Gauss System und SI System folgt aus:

1 SI

\/47T50p ’
EGauss _ \/ZFE()E‘SI,

Gauss __

1 1
6 =
0 moc? 4wk,
Daraus folgt z.B.
Gauss _ Gaussv 1 pSI — 1 jSI
Vareo NZ%EN
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Dipol/Magnetisierung (M)
M = xmH

—

H=B-47M = B/u
divB =0
rot H = %jfrei

(610)
(611)

(612)

(613)

(614)



und

- 1 5
f _ 7jGauss % BGauSS (615)
C
1 1 47 .ST ST
! im a1 5 616
¢ Arey Moj (010
1 1 S
_ = jSI % BSI (617)
¢ \/o€o

=5 x BS. (618)

e Vorschau Relativitatstheorie: Betrachte eine Punktladung ¢ welche sich im
Inertialsystem (IS) mit konstanter Geschwindigkeit v bewege. Die Felder
in IS seien £ und B und es wirkt eine Kraft

—

F:q(ﬁ+%xl§) (619)

auf die Punktladung. Betrachte nun auch das Inertialsystem IS’ in welchem
sich ¢ in Ruhe befindet: IS’ bewegt sich relativ zu IS mit Geschwindigkeit
v. In IS’ wirkt dann die Kraft

F'=¢FE (620)

mit £/, E' in IS’. Mit ¢ = ¢ und F’ = F + O(v%/c?) aus der Mechanik
folgt

E =FE+ % x B+ O0(w?/c?). (621)

Was ein elektrisches und was ein magnetisches Feld ist hangt also vom
Bezugssystem ab!

5 Elektrodynamik

Ladungsdichten, Stromdichten, elektrische und magnetische Felder kénnen jetzt
auch explizit von der Zeit abhingen.

5.1 Faradaysches Induktionsgesetz

e Definiere ein Bezugssystem (Laborsystem) mit inhomogenem Magnetfeld
BY2Por ynd verschwindendem elektrischen Feld E%2Per = 0,

e Betrachte nun eine Leiterschleife welche zur Zeit ¢ die Fliche S(t) C R?
umschliesst und sich im Laborsystem mit Geschwindigkeit v € R? bewegt.
Es gelte S(¢t) N S(t') = 0 fiir ¢ # ¢'. Im Ruhesystem des Leiters gilt dann
(siehe vorheriges Kapitel)

ELeiter _ v > B’Labor (622)
C
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und daher

/ da - Bleiter — / do- (& x Bler) (623)
85(t) d5(t) c
Fiir ein infinitesimales 0t gilt wegen da - (vdt x B) = B - (da x vdt) dann
5t
/ dt / dx - (v x Blabery = / dzx - BMber | (624)
0 aS(t) Q

wobei 2 die Vereinigung aller 9S(¢t) mit ¢ € [0, §t] ist. Wir definieren nun
noch I" als Vereinigung aller S(¢) mit ¢ € [0, d¢]. Dann gilt

0= / dz div BY2bor = [ g Blaber (625)
r ar
= [ dx- B¥" 4 @, () — B (0) (626)
Q
mit
P pag () = / dx - Blaber (627)
5(t)
und Normalvektor in Richtung v. Es gilt also
I 1 D00 (6t) — Py
/ dox - ELelter I g( ) g(O) + O(6t) (628)
85(0) Cc ot
bzw. im Allgemeinen das Faradaysche Induktionsgesetz
S 1d
/ do - EX = —— — .0 (1) . (629)
85(t) cdt
Im Grenzwert v — 0 sind beide Bezugssysteme gleich und wir finden
- 1d -
/ dr - F=—-— dx-B. (630)
aS(t) cdt Jsu

Wenn wir nun noch ein konstantes S(¢) = S wiihlen gilt dank Stokes

L 10B
of/de- <rotE+cat> (631)

und da dies fiir ein allgemeines S gelten muss ist auch

-~ 10B
0=rot £+ o (632)
Wegen dem negativen Vorzeichen im Faradayschen Induktionsgesetz wirkt
das erzeugte Feld der Ursache entgegen. Dies ist auch bekannt als Lenz-
sche Regel. Beispiel: Induktionsstrom durch abnehmende magnetische
Flussdichte erzeugt Magnetfeld, welches die magnetische Flussdichte ver-
grossert.
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5.2 Maxwellscher Verschiebungsstrom und Maxwell Glei-

chungen

e Maxwell machte folgende Beobachtung: Mit zeitabhéngiger Ladungsdichte
und Stromdichte folgt aus der Ladungserhaltung die allgemeine Konti-

nuitédtsgleichung
9]
a{ +divj=0.
Wenn aber weiterhin
- 4
ot B = -~ ¥
c

gelten wiirde, folgt daraus

%:—divj:—idivrotézo

was zeitabhingige Ladungsdichten verbieten wiirde!

Maxwell’s modifizert daher 1865 das Ampere Gesetz zu
N 4 .
rot B = l(] _|_jvcrsch10bung)
c

woraus folgt

OE  0p

1 )
—div=—=2L =di -verschiebung
Vo e Y
und was
jverschiebung — iaﬂ
47 Ot
nahelegt. Maxwell folgert
- A7 10E
tB=—j+——.
ro ¢’ * c Ot

Diese Gleichung wurde danach experimentell verifiziert.

e Die resultierenden Feldgleichungen der Elektrodynamik

rotg—la—Ezém ,
c Ot c
. 18B
tE+—-—=0
ro Jrc@t ’
divE:47rp,
divB=0

werden auch Maxwell Gleichungen genannt.
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5.3 Elektromagnetische Energie und Impuls

e Energiedichte: Betrachte eine Kraft F; welche von einem elektrischen Feld
E und einem magnetischen Feld B auf eine Punktladung ¢; am Ort x;
ausgeiibt wird, welche sich mit Geschwindigkeit v; bewegt:

c

Fit) = as (Btaste). 0+ “ x B0 (644)

Hierdurch dndert sich die Energie der Materie mit

Bt ( Z Bt Z Ei(t dml (645)
R/—/

- qu < zi(), 1) + 2 é(xi(t),t)> cvs(t)dt (646)

c
= Z E(zi(t),t) - (qsvs(t))dt . (647)
Daher
dE, ) _
—mat — | dwj(z,t) - E(,t) (648)
dt RS
Maxwell C — 1 8E —
= J— B _ - . E 4
I e dx (rot (x,t) - (x,t)) (x,t)  (649)
mit
Z 5(3) (z — z;(t))qvi(t) . (650)
Verwende nun
L 9E 10 -
E.-—=_-_F? 1
t 20t (651)
L P L
div(E x B) = 6”’“(% E Bk = (rot E) B - (rot B) - E (652)
um zu zeigen, dass
dEmat c -, 1 0 =
= — B-rtotE — ExB)- ——E
o ey dx ( rot div(E x B) 50 D1 (z,t)  (653)
Maxwell c 1= BE — . 1 0 =

1 L .
=—— [ dx (2cd1v(E B)+ —
8 R3

- [ @ (aw S t) + gtwem<x7t>) (655)
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mit

Wem (2,1) = é(E_)(:c, 12 + Bz,1)?), (656)
S(a,t) = i (E(x,t) x B‘(x,t)) . (657)

Man nennt we,, die Energiedichte und S die Energiestromdichte bzw.
den Poynting-Vektor.

Poynting-Theorem: Die vorangegangene Ableitung kann auch fiir ein be-
liebiges Volumen V C R? vollzogen werden. Kombiniert mit Gleichung
(648) folgt dann das Poynting-Theorem

div § —j-E. 658
S+ It ¥] (658)
Es gilt daher fiir ein konstantes Volumen V'
dEY ., dEY, -
——mat () — —_—em(¢ dx di t
() = S )+ [ dwdiv S (659)
dEY -
= —(¢) + dx - S(z,t) (660)
dt ov
mit
EY (t) = / dzwen (z,1) . (661)
14

Beachte, dass bei der Parametrisierung von 0V der Normalvektor aus V'
heraus zeigen muss.

Fiir die Gesamtenergie EV = EY + EV . des Systems gilt

d

—EV = —/ dz - S(x,t). (662)
dt ov

Betrachte nun im gleichen System den Impulsvektor Bt

dPrpat o
o= Z Fi(t) (663)

= [ s (p@:,t)E(mH1j<x,t>xé<x,t>) (664)
R3 C
mit

plx,t) = Z 6Oz —2:(t))qi . (665)
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Mit den Maxwell Gleichungen folgt

APt . 1 . =~ = 10E

(666)
1 Lo R L
— dx(div(E)E+div(B)B+rot(B) x B
471' N——
=0
- 10B - 15 OE
=0
1 — — — -
4— dx (dlv( )E + div(B)B + rot(B) x B
7r
10
+rot(E) x E + fg(B X E) (x,t). (668)
Sie zeigen in den Ubungen, dass fiir ein Vektorfeld G/(z,t) gilt
1
(le(G)G + I'Ot(G) X G)z = i (GiGj — (5ij|G|2> (669)
3xj 2
und somit
APrat.; 9 1 95,
dt ®) /Rg dx((‘?wj Y2 ot (2,) (670)
mit Maxwellschem Spannungstensor
1 (= = | - .
T = - (E,»Ej + B;B; — 5<5ij(E2 + B2)> ) (671)

Die Gleichung kann auch wieder auf ein konstantes Volumen V C R3
eingeschrankt werden

dPr‘r{"mt ’L
/ de—T;;(z,t) / da: (z,t) (672)

Gauss 7
:/ﬂwmmpg/mﬁﬁu (673)

Fiir ein abgeschlossenes System mit (Vo € 0V)(T;;(z,t) = 0) gilt daher

dPY., ; 1 S,

mat,i __ 2 0oy 4

et (1 &Amm@” (674)
_ P, 675
- -Loniy) (675)
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5.4

mit elektromagnetischer Impulsdichte
1
c?

S

= p—
Jem =

und elektromagnetischem Impuls

B0 = [ dadonlt).

(676)

(677)

In einem abgeschlossenen System ist also der Gesamtimpuls PV = PY, +

—

PY . erhalten, da

d = d = d =
—PV =PV . +—-PY =0.
dt dt mat + dt em
Lésung im quellfreien Raum
Im Vakuum,
p=0, J=0,
sind die Maxwell Gleichungen
- 10E
tB=—-——
o cot’
. 10B
tE=———
ro c ot’
divE =0,
divB=0.

(678)

(679)

(680)

(681)

(682)
(683)

Mit rot rot A = grad div A — divgrad A = grad div A — A A finden wir

a_larotﬁ_ 1 6% 5

_AB = - _ -
c Ot 2oz’

. 10rot B 162 -
—AF=--""""= -
c Ot c? Ot2?

bzw. kompakt als homogene Wellengleichung

OB=0E =0
mit d’Alembert Operator
1 02
O= - —
2 Ot?

(684)

(685)

(686)

(687)

Beachte: E und B l6sen beide die Wellengleichung (1686]), sind aber durch

die Maxwell Gleichungen gekoppelt.

72



e Losung durch Separationsansatz: Fiir ¥ € {Eo, El, 527 Eo, B, Eg} sei

2

U(Z,t) = Xa(t) [ [ Xi(zi) (688)
=0
mit
To
i=|m (689)
€2
und daher
OV X§ X/
? N 02X3 B ; Xi =0 (690)

was wegen der Separation der Variablen wieder zu individuellen Separati-
onskonstanten

X, = -k, X, (691)

mit £k, € C fiirt. Die Konstanten miissen wegen die Dispersions-
relation

2

w —
o = IR (692)
fiir w = k3 und
— ko
k= |k (693)
k2

erfiillen. Eine allgemeine Losung fiir X, ist also
X,(s) = ol eFn 4 ot e iskn (694)

mit of € C. Wenn nun Imk, # 0, dann divergiert die Funktion fiir
s — oo oder s — —oo, daher schrénken wir uns auf k, € R ein. Da der
erste und zweite Term durch k, — —k, im Bezug stehen und wir noch
Linearkombinationen betrachten, reicht es

X, (s) = e'shn (695)

anzusetzen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, kénnen wir uns also
auf die Losung

w(k) = c|k| (696)
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der Dispersionsrelation einschrianken fiir Losungsfeld
‘I’(i)(f, t) = ei(f~Eiw(E)t) _ (697)

Eine allgemeine reelle Linearkombination kann geschrieben werden als

dE = = o Ro®
U(Z,t) = Re / U (k)@ hmw (698)
R3 /27
mit ¥ : R3 — C.
Zusammenfassend:
dk =% o
E(Z,t) = Re S E(k)e! ket (699)
R® /21
- dk = - (& k—w(B)t)
B(#,t) = Re s B(k)e ) (700)
R3 /27
w(k) = c|k|. (701)
Feldgleichungen: Aus
divE =divB =0 (702)
folgt die Transversalitét
0=Fk-E(k)=Fk-B(F). (703)
Aus
- 10E
tB=—-— 704
ro c Ot (704)
folgt
- 3o E) = -
R B = =B iy (705)
c
und daher
i x B(R) = —B(F) (706)
und aus
_  10B
E=--22
rot o (707)
folgt
i x B(F) = B(¥). (708)



e Eine monochromatische, ebene Welle ist gegeben durch

B = Voar 6@ - B)EB, (709)
mit Eo € C3 und
k-Ey=0 (710)

E(Z,1) = Re Byel@F-w®)) (711)
B(,t) = Rek x Eoeil@F-w®b (712)
w(k) = c|k|. (713)

e Polarisation einer monochromatischen, ebenen Welle mit Wellenvektor
k: Im Allgemeinen

Ey = (by + iby)e™ (714)
mit « € [0, 27, bi €R3, by - by = 0 und

0="by-k=by k. (715)

Dann ist

—

E(Z,t) =bycos(a+ Tk —w(k)t) —bysin(a+ -k —w(k)t). (716)

Das Feld E oszilliert also in der 2d orthogonalen Ebene zu k. Das B Feld
wird in den Ubungen besprochen. Wenn 52 = 0 bzw. 51 = 0 nennt man die
Welle linear polarisiert. Wenn |51| = |52| nennt man die Welle zirkular
polarisiert. Ansonsten ist die Welle elliptisch polarisiert.

¢ Energietransport einer monochromatischen, ebenen Welle mit Wellen-
vektor k: Hierzu betrachten wir zuniichst den Poynting-Vektor (Energie-
stromdichte)

7 B) (717)

% (k x E)) (718)

(
(
(/%E E—E(k-E) (719)

- 4£ (1%|E\2) (720)
7I

ke fian A

= = (1EP +1BP) (721)

= kcwen (722)



5.5

mit Energiedichte wem (Gleichung (656)) da, B = k x E und daher |E| =
|BI.
Im quellfreien Raum gilt wegen des Poynting Theorems

OWem

divS + ot

=0 (723)

also eine Kontinuitéitsgleichung fiir die Energiedichte we,, und Energie-
stromdichte

S = VWem (724)
mit konstantem Geschwindigkeitsfeld

v =kc. (725)

Die Energie wird also in Richtung des Ausbreitungsvektors k mit Ge-
schwindigkeit ¢ transportiert.

Allgemeine Losung

In Présenz von Quellen, gilt

_ 10E 4rm
ro T (726)
. 10B
tE+-=— =0 727
ro +cc’9t ’ (727)
divE = 47p, (728)
divB =0 (729)

mit Ladungsdichte p und Stromdichte 5

Potentiale: Aus div 5 = 0 und dem Helmholtzschen Hauptsatz der Vek-
toranalysis folgt wieder die Existenz eines Vektorpotentials A mit

—

B=rotA. (730)

Setzen wir das nun in die homogene Gleichung ein, folgt

L 10 -
E4+-—A|= 1
rot( +¢:8t ) 0, (731)

weshalb es auch wieder ein Skalarpotential ® mit

. 10 -
— dd=F+-—A 2
gra +c<9t (732)
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bzw.

- 10 -
E=—grad®d— - —A
grad - 5t (733)

gibt. 6 Komponenten von E, B sind also durch 4 Komponenten A, ®
festgelegt. Aus div E' = 4mp folgt dann

10 .. »
drp = —AD — pen div A (734)

und aus der verbleibenden imhomogenen Gleichung

47 - 10 10 »
—J —rotrotA—Ea (—gradq)—catA> (735)
1 02 - .- 10
~ A+ grad (divA+ 120 (737)
= g iv -5 .

Komponentenweise haben wir also 4 gekoppelte Differentialgleichungen
fiir die 4 Freiheitsgrade A, ®.

Eichtransformationen: Die E und B Felder

10 -

E=—grad®—-—A 738
gra TRl (738)
B=rotA (739)

sind unter Eichtransformationen

10

PP =0 - -—A 740
- cot (740)
A— A= A+ gradA (741)

mit hinreichend differenzierbarem Skalarfeld A invariant, da

7y Loaa 21O _B

E'=F+ Cgrad 8tA e grad A = F, (742)

B' = B +rotgrad A = B. (743)
———

=0

Mit diesem Freiheitsgrad kénnen wir immer die Lorenz-Eichung (nicht
Lorentz, anderer Physiker)

- 10
ivA+ -—o = 44
div A+ pe 0 (744)
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erreichen, welche die Differentialgleichungen der Potentiale entkoppelt. In
Lorenz Eichung l6sen die Potentiale also die inhomogenen Wellengleichun-
gen

~J= UA, (745)
4rp = 0. (746)

In den Ubungen zeigen Sie, wie A einer Eichtransformation zu wéhlen ist
um die Lorenz-Eichung zu erreichen.

Loésung der inhomogenen Wellengleichungen: Da Struktur identisch,
schrianke Diskussion 0.B.d.A. auf ® ein. /L folgt dann durch & — ffi und
p — ji/c. Wir haben im letzten Kapitel bereits die homogene Losung
besprochen, welche hier zu

O(7,t) = Re B(k)eiEF-wkD) (747)

R3 / 27r3

w(k) = c|k| (748)
mit Skalarfeld ® fiihrt. Die Summe dieser allgemeinen homogenen Lisung
und einer (speziellen) Losung der inhomogenen Gleichung ergibt dann,

wegen Linearitéit der Differentialgleichung, eine allgemeine Losung der in-
homogenen Gleichung.

Suche hierzu wieder eine Greensche Funktion G mit
OG o (x,t) = 6O (z — 2')o(t — t') (749)

womit dann die spezielle Losung durch

xt—47r/ dm/ dt'Gyr (2, t)p(a’, 1), (750)
R3

c

A1) = 7/ / At G (2, 1) (2 1)

gegeben ist. Beachte, dass hier das Integral auch {iber Zeiten ¢’ > ¢ geht,
weshalb wir hier im allgemeinen die Quelle zu einem spéteren Zeitpunkt
bereits wissen miissten. Wir zeigen nun aber, dass es moglich ist dies zu
vermeiden indem wir ein G mit (V¢ > ¢)(Gy ¢ (x,t) = 0) finden.

Die retardierte Greensche Funktion
Gt )= — (it L (751)
@A d|z — 2| c

erfiillt diese Bedingungen. Fiir ¢ > ¢ verschwindet die Delta Distributi-
on. Gleichung (749) zeigen Sie in den Ubungen. Wenn diese Funktion in
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5.6

Gleichungen ([750|) verwendet wird, kennzeichnen wir explizit die resultie-
renden retardierten Potentiale ®™°' und Ar°t.

Diese Greensche Funktion erlaubt auch die physikalische Interpretation,
dass die retardierten Potentiale die jeweiligen Effekte jeder Raumposition
2’ beriicksichtigen, welche sich mit Lichtgeschwindigkeit zum Ort z am
Zeitpunkt ¢ bewegt haben.

Dipolstrahlung

Betrachte eine Zeitabhéngige Ladungsdichte p und Stromdichte j und eine
Fourier-Transformation von f € {p, 7, ®, A, E, B} im Bezug auf die Zeit t,

1 .

T,w) = — [ dte "t f(z,t). 752
flaw) = = [ dte= s (752)
Diese Transformation ist invertierbar mit

1 L~
z,1) = — [ dwe™f(z,w). 753
flat) = <= [ dwe fa.c) (753)
Falls f(x,t) € R gilt

ff=r (754)
und daher

flz,w)* = flz, —w). (755)

Die Ladungsdichten j und Stromdichten j seien in einem Volumen V C R3
um den Koordinatenursprung lokalisiert, d.h., (Vz € R*\ V)(p(z,w) = 0)
und (Vo € R3\ V) (j(z,w) = 0).

Wir definieren wieder

R= sup{|x| T € V} €R. (756)

Die Kontinuitdtsgleichung muss erfiillt sein, daher

divj(z,t) + = (2,t) = — [ dwe™(div j(z,w) + iwp(z,w)) =0
J()at()mR (div j(z,w) + iwp(z, w))
(757)
bzw. da dies fiir alle t gelten muss
div j(x,w) + iwp(z,w) = 0. (758)
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Daraus folgt fiir die Gesamtladung

i) = [ dopta.e) (759)

_ 5 /R drdivj(z,w) (760)

_ / de - j(w,w) (761)
W JoR3

—-0. (762)

Fiir w # 0 muss also die Gesamtladung ¢(w) verschwinden.

Die retardierten Potentiale sind dann gegeben durch

O (1) = / dx’ L p(x' t—|z—a'|/c) (763)
rRs |z —a]
dw

= | =&t (1, w), 764
[ et o) (764)

B —ik(w)|w—w'\~(xl UJ)
Fret = [ dr'S PE 765
@)= [ (765)
mit
k(w) = % (766)
und
Jret (g, ) = 1 / A —Y @t |a—a|)e)  (767)
’ ¢ Jrs |z —2a] ’
d A
- / e A (1, ), (768)
R V2T
~ 1 —ik(w)|z—2'| 7 (!
At (z,w) = 7/ da' & ‘,7(33 ) (769)
¢ Jrs |z — /|

e Drei relevante Skalen: Ausdehnung der Quelle R, Wellenléinge der Strah-
lung A = 27 /k(w), Entfernung zum Beobachtungsort r = |z|. Definiere
auch die dimensionslosen Gréfien

R R
)\ )

, 5

3

=
If

(770)

> =

-
Bespreche zuerst die Nahzone mit r, R < A bzw. k,§ < 1. Hier ist
—ik(w)|z—2’| 1

= (14 0(k) +0(9)) (771)

|z — 2| |z — 2|

€
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und daher

~( !
Bt (2, w) ~ / dg P ) (772)
rRs |z —a|
= 1 (!
Aret (2, w) ~ 7/ dm’J(x’w,). (773)
¢ Jrs |z —a]
In diesem Fall gilt also nach Fourier-Transformation
!
t
Pt (1, 1) & / dz LY (774)
Re |z —a]
- 1 ', t)
Aret 7t'»d7/d’ ~L 775
(2,7) ¢ Jrs x\x—x’| (775)

was sich also wie in der Elektro-/Magnetostatik verhilt. Die Retardie-
rungseffekte sind also in der Nahzone vernachléssigbar.

Bespreche dann die Fernzone mit r > A fiir kleine Quellen A > R bzw.
g,0,k~1 < 1. Hier ist mit r’ = |2/| dann

1z — 2’| = V12 + 1% — 213 - 3 (776)
/!
_ 7«\/1 - 27"7@ @+ O(e2) (777)
,r,l
=7 (1 - 4+ 0(&)) , (778)
1 1 r
e—ik(w)|z—w’| _ e—ik(w)reik(w)r'i‘il( + 0(5)0(8)) 7 (780)
e MW (1 4 ik(w)r'd - ) (1 + O(6%) + 0(8)0(e))

da k(w)rO(e) = O(4). Es ist also

—ik(w)|z—2| —ik(w)r 1
¢ = (1 n <ik(w) + > ' - :z’)

|z — /| r r
x (14 0(e®) + 0(6%) + 0(5)0(e)) , (781)
e—ik(w)r

(14 ik(w)r's - 2")
x (1+0(k™") 4+ 0(*) + 0(8°) + 0(6)0(e)) . (782)

In der Fernzone gilt also

N —ik(w)r
Fret (z,w) ~ - da’ (1 + ik(w)r'd - &) oz, w) (783)
RS
e—ik(o.})r _ ) o
= —— (@) +ik(w)z - p(w)) (784)
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mit Dipolmoment
p(w) E/ da'x' p(x',w) .
R3

Durch inverse Fourier Transformation ist also in der Fernzone

B eiw(t—r/c)
B (2, 1) = /R dw T G(w) + ik(w)i - ()

2m r
iw(t—r/c)

= [ o= ()4 1 i)
at—lalje) | & ople—lee)

|| clx| ot

Vergleiche das mit Elektrostatik

(785)

(786)
(787)

(788)

(789)

Die Effekte breiten sich also als Kugelwelle mit Lichtgeschwindigkeit aus
(t — |z|/c) und ein zeitabhiingiger Dipol trigt auch bereits zur fiihrenden

Ordnung bei.

Des weiteren ist in der Fernzone

) = O it
T,w) = 2 gz w
’ cr R3 I
e—ik(w)r o - ~
= /R3 da’ (ax;j(x’,w)ix’ —a divj(x’,w))
efik:(w)r 5
= / dx;j(x',w)ixuriw/ dr'x' p(x', w)
cr OR3 R3
=0 da j(8R3,w)=0 =p(w)
und daher
1 Op(t —|z|/c)
Aret t —
(%) clx| ot
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Das magnetische Feld ist dann

B(x,t) = rot A (z, 1) (794)
R 1 Ope(t —|x|/c
e P (795)
— e LT O elfe) 1 g Opk(t—zl/c)
= 6151]I~cc|x‘2 ot ezsl]kc‘.ﬂvj e
(796)
_ 1@ oplt—lal/e) & O%p(t—l|zl/c)
& JL‘|2 8t 02|ZII‘ 8t2
T .
= gy <P ke + 06T (797)

Das elektrische Feld ist

9

ot

. 1 _

z-p’(t—|z|/c) - mp"(t —|z[/e) + O(x™1)
(799)

= 1
E(x,t) = — grad ®"" (o, t) — -
c

gt —]zl/c) &
xT
clz| ety

Aret (% t) (798)

x (& x p"(t —|z|/c)) + O(k™1) (800)

=T By o). (801)

Wenn die Gesamtladung zeitlich konstant ist, gilt also zusammenfassend
im Fernfeld

E(x,t) = —& x B(x,t), (802)
Bla,t) = =g x vt = lalfe), (803)
p(t) = /R3 dxxp(z,t). (804)

Strahlung wird also durch die zweite Zeitableitung von p, d.h., beschleu-
nigte Ladungen erzeugt und breitet sich als Kugelwelle mit Lichtgeschwin-
digkeit ¢ aus.

e Die Abstrahlung eines oszillierenden Dipols behandeln Sie in den Ubun-
gen.
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5.7 Elektrodynamik in Materie

e Statische Feldgleichungen in Materie:

mit

div D = 4mpret, (805)
divB =0, (806)
rot E =0, (807)
rot H = 4% et (808)
D=E+4xP, (809)
H=B—4nM, (810)
pPt = V. P, (811)
jmaen — crot M (812)

e Zwei Verdnderungen notig um explizit Zeitabhéngigkeit zu beschreiben:

1.

Eine zeitliche Verdnderung des Polarisationsdipols P fiihrt zu einem
Polarisationsstrom, siche auch letztes Kapitel,
oP
jpol — 2 813
J Fr (813)
mit
o pol.
%t + div Pt =0, (814)
da
op
div <jp°1- - m) =0. (815)

. Die Beitriage des Faradayschen Induktionsgesetzes und des Maxwell-

schen Verschiebungsstrom’s fehlen. Erinnere an Maxwell Gleichun-
gen:

. 10E 4n
tB— -2 =", 816
ro c Ot 0‘7 (816)

. 10B

tE+-— =0 817
rot E+ - — ; (817)
divE = 47p, (818)
divB =0 (819)
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Ausgedriickt in E und B sind die inhomogenen Maxwell-Gleichungen in
Materie also

~ 10E  47m, g
tB—- - — = __ -frei -magn. -pol. 820
ro c Ot c G+ 3", (820)
div E = 4 (pret 4 ppoby | (821)
(822)
was wir mit Hilfsfeldern auch als
~ 10D 4w g
tH ———— = —j" 823
o c Ot c ’ (823)
div D = 47 pfl (824)

ausdriicken kénnen. Die homogenen Maxwell-Gleichungen gelten in Mate-
rie unveréindert:

. 10B
tE+-— =0 825
rot B+ - —- =0, (825)
divB =0. (826)

An Ggenzﬂéchen zwischen zwei verschiedenen Materialen mit Feldern ﬁ(l), H®D
und D@, H®) folgt wieder aus den inhomogenen Maxwellgleichungen

Ay - (5(1) _ 5(2)) _ 47T0,frei,grenz. ’ (827)
. . 4 .
7/;21” . (H(l) _ H(2)) — l(ﬁl % 'ﬁ/”) . Jfrm,grcnz. , (828)
c
wobei 7| senkrecht zur Grenzfliche in Richtung DM zeigt, M ein be-
liebiger Vektor parallel zur Grenzfliche ist, o¢8°"% eine auf dem Rand
induzierte Ladungsdichte ist und Jebern? eine auf dem Rand induzier-

te Stromdichte ist. Aus den homogenen Maxwellgleichungen folgt auch
wieder

- (EW -~ E®) =0, (829)
AL - (BY —B@)=0. (830)

Die Herleitung ist analog zur Elektro- und Magnetostatik mit dem Satz
von Gauss und Stokes. Die beiden Gleichungen der Parallelkomponenten
konnen auch wieder dquivalent geschrieben werden als

Ay x (EW —E®@y=o, (831)

. , 4 .
Ay x (H(l) _ H(2)) _ IJfrel,grenz. ) (832)
C
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e Auch die Herleitung der Energie im elektromagnetischen Feld ist analog
zur Statik und fithrt zu

e (1, 1) = %(E(x,t) Dl t) + Be,t) - Hw,t),  (833)
Sz, t) = i (E(m,t) x ﬁ(m,t)) (834)

und es gilt weiterhin das Poynting Theorem

= OWem ) -
i - — Tei © E .
div S + " Jf (835)

e Wir beschiftigen uns wieder mit linearen, isotropen Medien. Die Suszepti-
bilitéten kénnen nun aber von der Frequenz abhéngen (siehe z.B. Prisma):

Pla,w) = ve(w) E(z,w), (836)
M (2,0) = Xon (@) H (2, w) (837)

bzw.
D(x,w) = e(w)E(z,w), (838)
Blw,w) = p(w)H (w,w) (839)

mit

Ew) = 1+ 4mye(w), (840)
H(w) = 1+ 4mxn (). (841)

Hier ist ¢(w), p(w) € R, aber man kann auch Umwandlung von Strahlungs-
energie in Warmeenergie in Materie mit komplexen €, p modellieren, siehe
weiterfithrende Vorlesungen.

Beispiele im optischen Frequenzbereich (A & 500 nm):
—Luftter~1l,p~=1
—Glas:ex~15—-2,u~1
— Wasser: e = 1.7, u =~ 1

Die homogenen Maxwell-Gleichungen gelten weiter unveréndert, die inho-

mogenen Maxwell-Gleichungen in linearen, isotropen Medien lauten daher
fiir die Fourier Komponenten

rot é(x,w) - Mﬁ(aaw) = M%(w)jfrei(x,w) , (842)
div Bz, w) = %ﬁﬁ“(x,w). (843)
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e Aus diesen Gleichungen folgen wieder Wellengleichungen. Fiir monochro-
matische, ebene Wellen ist weiterhin

E(Z,t) = Re Byl @F-w(®)t) (844)
B(#,t) = Rek x Byel@F—«(®b) (845)

fiir Wellenvektor k eine Losung, die Dispersionsgleichung ist jedoch nun

C —

|| (846)

w(k) =

mit Brechungsindex

n(w) = \/e(wk)uw(k)). (847)

Aus dem Vergleich zu w(k) = c|k| im Vakuum, sieht man, dass sich im
Medium die Wellen mit Phasengeschwindigkeit

Uph (W) = (848)

n(w)

ausbreiten.
In den Ubungen besprechen Sie ein Wellenpaket mit verschiedenen Fre-
quenzkomponenten und die resultierende Gruppengeschwindigkeit.

e Reflexion und Brechung an Grenzfliche zweier optischer Medien:

Betrachte Verhalten einer einfallenden ebener, monochromatischer Welle
mit Wellenvektor k an Grenzflichen ohne Ladung (orebgrenz. — ( jfrei.grenz.
0) mit €1 (w),e2(w) € Rund pg = pg = 1.

Daher Brechungsindex: n1(w) = \/£1(w) und na(w) = /e2(w).

~l

AL
£, N
— hy
€,
kr
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Wir definieren nun die einlaufende (E), transmittierte (T) und reflektierte

(R) Wellen durch

F RO _u(Xg)
b

EX)(Z,t) = Re ESX)ei(

BOO(@, 1) = Re k09 x B RS —00)

mit X € {E,T, R}. Es gilt die Dispersionsbeziehung
L(E)
ez | |

= -,

ny
L(R)
L = A1
ni
(T)
W@ — e[k .
T2

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir nun noch

sin ¢(P)
LE) — p(B) 0
—cos pF)
ansetzen,
0
ng =10
1

(849)
(850)

(851)
(852)

(853)

(854)

(855)

wihlen und die Grenzflache bei o = 0 setzen. Da p; = puo = 1, ist an der

Grenzfliache
Ay - (g1 (EP) + ER)) — e, EMy =0,
o - (E"’(E) + E® _ E’(T)) =0,
B 4 G _ BT _ g

Betrachte nun einen allgemeinen Punkt an der Grenzfliche

Zo
Xr = X1 s

0

so dass

“ 2(E) EE) (B Z(R) BB i (R
O:Renl-(qEé )ezk T—iw t+€1E((J )ezk r—iw "t

(T k(T (™
—SQE[() )ezk T—iw t)

b

— - R(E) ik B g —iw (B 2(R) iR . p—iw(P¢
0=Ren|-(E; e +Ey e

)

2(T) k(™) gy (T
—Ey e )
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was nur dann fiir alle ¢, zo und z; gelten kann, wenn

w=w® =@ =T (862)
KB sing®) = B = kP = K1 (863)
0=FE" =kP =k, (864)
0=ny - (1B + e ES — e, B, (865)
0=ny - (ES® + ESP — EDy. (866)

Auch die reflektierten und transmittierten Wellenvektoren konnen also nur
in der xy-Ebene liegen, weshalb wir im Allgemeinen

. sin ()
ER) = (B 0 , (867)
cos ¢F)
. sin ¢(T)
ED = @D 0 (868)
—cos ¢p(T)
schreiben kénnen mit ¢(X) € [0, 7/2].
S E
R
E -
¢ Ay
, R
— hy
€.
T -
[
f/ k
Aus den Dispersionsgleichungen folgt
LE) @R (D)
= = (869)
ny nq N9
und aus ([863))
k) gin ) = 0 gin ¢ = k1) gin (™) . (870)
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Daraus folgt
sin (&) = sin ¢V (871)
und mit der Einschrinkung der Winkel das Reflexionsgesetz
¢(E) — ¢(R) ) (872)
Fiir die transmittierte Welle folgt aus dem Bruch von und
ny sin &) = nysin ¢ (873)
bzw. das Brechungsgesetz

sin ¢(F) g

—_— = . 874
sing(@  ny (874)

Falls ny > ns tritt ab Einfallswinkel
o) = arcsin 2 (875)

ni

keine transmittierte Welle auf (Totalreflexion). Wir kénnen die Wellen-
vektoren noch durch die Einfallenden ausdriicken

sin ¢(F) sin (&)
LR — (B 0 = k) 0 , (876)
% V1 —sin® p(B) cos p(F)
sin ¢(F) sin ¢(F)
R — p(B) 0 _ (B 0
_% 1 —sin® ¢(T) —\/ng/n% — sin? ¢(E)
(877)

Fiir die Amplituden wissen wir noch, dass KX . EX) = 0 und daher
konnen wir alle Felder aufteilen in

B = BP9 + B9 (878)

mit Eix) senkrecht zur Einfallsebene (also in y Richtung) und EﬁX) in
Einfallsebene (xz Ebene).

Fiir die senkrechte Komponente gilt 0.B.d.A.

0
(ES)L =57 [ -1 (879)
0

und aus der Stetigkeit von E an der Grenze

EP 4+ B =", (880)
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Die B Feld Stetigkeitsbedingung ist
0=k x E(()E) + BB « ESR) — k™D % E(gT)

woraus folgt

cos ¢F) (ES_R) — ES_E)) +1/n2/n3 — sin® ¢(E)E5_T) =0.

Aus (880) und (882) folgen nun die Fresnelschen Formeln

EiR) _cos HE) — \/ng/n% — sin? ¢(B)

E )
E® o E) + \/ng/n% — sin® ¢p(E)
ES_T) 2 cos ¢ F)

= = .
E(L " cos OB + \/ng/n% — sin? ¢(B)
Fiir die parallele Komponente gilt

_ (E)
A(E)y _ p(E) o8 g
(Eo )H_EH 0
— sin ¢(#)
(E)
FZ(R)y - p(R) cos
(E )H_EH 0
— sin ¢p(P)

—\/1 —n?/n3sin? ¢(&)
0

)

_ 1 gin $(E)
" sin ¢

(881)

(882)

(883)

(884)

(885)

(886)

(887)

(888)

so dass weiterhin k) . E(X) = 0. Nach analoger Rechnunung (Ubungen)

folgen dann auch hierzu Fresnelsche Formeln

BB nZeoso® —ny \/n% — n?sin® p(B)

B
Eﬁ : n3 cos ¢(E) + ny \/n% — n?sin® p(B)

)

T
Eﬁ ) 21119 COS gb(E)

- .
Eﬁ ) n2 cos ¢(E) + ny \/ng — n?sin? p(B)

(889)

(890)

Die entsprechenden Gleichungen fiir die B Felder ergeben sich jeweils aus

BOO _ )  BX)

(891)



e Phasensprung an der Reflektierten Welle: Falls ny < no folgt aus Fresnel-
scher Formel

g
EY

<0 (892)

bzw. das reflektierte E Feld hat einen Phasensprung von Winkel 7. Falls
n1 > ny und ¢F) < QSEE)

otal ist
(R)

EJ_
(E)

EL

>0 (893)

bzw. kein Phasensprung des reflektierten Feldes. Falls n; > ny und ¢(®) >
(155?31 wird das Amplitudenverhéltnis komplex

R
—y =€ (894)
EL

und es tritt wieder ein Phasensprung §, auf.

Fiir die parallele Komponenten vergleichen wir

=(E E
(ESP)y, = B(P) 0 , (895)

~(R R
(ES)) = B 0 (896)

und sehen:

— Falls (EﬁR)/EﬁE)) > 0 Phasensprung mit 7 der x-Komponente, kein
Phasensprung der z-Komponente
— Falls (EﬁR)/ EﬁE)) < 0 Phasensprung mit 7 der z-Komponente, kein

Phasensprung der x-Komponente

Es gilt hier mit

}(Di)wster = arctan n2 , (897)
ni

dass

(((n1 < na) A (6P < ¢l )V

brewster

(71> 12) A (B rogster < 87 < $i0))) = (B[P /E[P) > 0) (898)

brewster

92



und

((m < n2) A (8B > ¢t )V

brewster
(1 > 12) A (0P < G o)) = (B[ /E(P) <0). (899)
Bei Totalreflexion (%) > ¢Eft)al) ist wieder eine komplexe Phase
EiR) — 9] (900)
E
zu beachten. Bei ¢(F) = ggwster ist die reflektierte Welle linear polarisiert

und senkrecht zur Einfallsebene (siehe Ubungen).

Die entsprechenden Gleichungen fiir die B Felder ergeben sich jeweils aus
BX) = (X) 5 ECO (901)

Beachte: durch das Kreuzprodukt haben andere Komponenten des B Fel-
des als des F Feldes einen Phasensprung.

e Reflexions und Transmissionskoeffizient in Ubung
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6 Spezielle Relativitidtstheorie

6.1 Galilei und Lorentztransformationen

e Inertialsystem: System in dem sich ein kriftefreier Koérper gleichférmig
und geradlinig bewegt

e Galilei Transformation:

Sei IS und IS’ zwei Inertialsysteme

Koordinatenurprung von 1.5” bewegt sich in 1.5 mit Geschwindigkeit
Uy

Bei t = 0 seien die beiden Koordinatenurspriinge am gleichen Ort

In IS’ bewegt sich ein Teilchen mit Geschwindigkeit v:
2/ (t) = xp + to (902)

— Dann sagt die nichtrelativistische Galilei Transformation, dass die
Zeit t in IS und IS’ die gleiche Bedeutung hat und

x(t) =xy +tlv+v,). (903)
Es gilt also
dr  dx'
= . 4
7 7 + vy (904)

e Maxwell Gleichungen sagen aber Lichtwellen mit Geschwindigkeit ¢ in
jedem Inertialsystem voraus. Daher konnen Galilei Transformationen nicht
uneingeschrinkt gelten, insbesondere nicht fiir Licht.

e Lorentz Transformation: Lineare Transformation, welche
ds* = Adt* — da? (905)

mit dz € R3 und da? = dx - dz invariant unter Wechsel von IS nach 1.5’
lasst. Sei dann

d
d—f =c, (906)
so ist also ds? = 0 = ds’*> und daher auch

da'

Hier hat jedes Inertialsystem eine eigene Zeit. Der Wechsel von IS zu 1.5’
im obigen Beispiel mit Relativgeschwindigkeit v, nennt man hier Lorentz
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Boost oder spezielle Lorentztransformation. Diese werden beschrie-
ben durch eine lineare Transformation

"\  (Aoo(vy) Aor(vr)\ [ct

(I/) B (Alo(vr) An(vr) €T . (908)

Wir schrinken uns hier auf eine Raumdimension ein. Dann gilt fiir den
Lorentz Boost

=0, x = vt (909)
bzw.
0= (Aro(vr)e + Av1(vp)vp )t (910)
und daher noch
Aro(vr) = —A11(vr)B (911)
mit
vy
= (912)

Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit erfordert ausserdem

¥ =ct, x=ct (913)
und daher
ct’ = (Aoo(vy) + Ao (vr))ct = (Aro(vr) + Avr(vr))ct (914)
und fiir
¥ = —ct’, x=—ct (915)
folgt
ct’ = (Moo (vy) = Aor(vr))et = —(Aro(vr) — Axy(vr))ct . (916)
Daher ist
Ago(vr) + Ao1(vr) = Aro(vr) + Ara(vr) (917)
Ago(vr) = Mo1(vr) = —Aso(vr) + A1r(vr) (918)
bzw.
Aoo(vr) = Ari(vr), Ao (vr) = Aso(vr) . (919)
Zusammengefasst

@f) = An(vy) <_1ﬂ —15> (?) . (920)
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6.2

Unter z — —x, 2’ — —2/, v, — —v, folgt

(Ci/) = Ay1 (=) (2 /f) (i) (921)
(fg) = A1 (—vy) (_lﬁ f) (i) (922)

und daher Ajj(—v,) = Aj1(v;). Da diese Gleichung auch den Boost von
IS’ zu IS beschreibt, muss

(é (1)> = A1 (vp)Ai(—vr) (; ?) (_15 f) (923)

— 2= (g ) (924)

bzw.

Bei positiver ¢ Zeitentwicklung fordern wir noch positive t' Zeitentwick-
lung, weshalb wir die positive Losung

1
Aq(v) =~ = \/17_7

wahlen. Zusammenfassend

"\ 1 =B\ (ct
()= 7)) 02
Fiir ds> = 0 nennt man den Abstand lichtartig, fiir ds? > 0 zeitartig

und fiir ds? < 0 raumartig. Raumartige Ereignisse konnen nicht kausal
verbunden sein, da Signale mit v > ¢ reisen miissten.

(925)

Kovariante Formulierung und Lorentzgruppe

Definiere nun den Minkowski Vektorraum M = (R%,(-)) mit nicht-
standard Skalarprodukt

3
(@,y) = 2% =) a'y’ (927)
=1

fir x,y € M und

! ,

2| Yy = yz . (928)
Y

3 ys
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Der entsprechende Dualraum M* ist wieder durch alle linearen Abbildun-
gen R* — R definiert, wobei jedem z € M ein

= (2,)= (2" —at —a? —2°) (929)
mit ¥ € M* zugeordnet ist.

Verwende nun Tensornotation und unterscheide zwischen kontravarian-
ten Indizes (oben geschrieben, Koordinaten in Vektorraum) und kovari-
anten Indizes (unten geschrieben, Koordinaten in Dualvektorraum).

Konvention: Griechische Indizes aus {0, 1,2, 3}, lateinische Indizes aus
{1,2,3}

Beispiel: Vierervektor

8

(%) = (930)

SIS

mit 20 =ct, ! =z, 22 = y und 23 = 2.

Beispiel: Dreiervektor
‘ x
(@) ={y] . (931)
z

Definiere nun noch den metrischen Tensor bzw. Minkowski Tensor
1
-1
(9ap) = . . (932)
-1

Dieser definiere nun wie kontravariante Indizes mit kovarianten Indizes in
Beziehung stehen. Mit Summenkonvention gilt

Beispiel mit (z%) von oben:
(Ta) = (gapr®) = (ct -z -y —2). (934)
Es gibt auch eine Umkehroperation mit
1
afy __ -1
(9°%) = U (935)
-1
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so dass

fobes g = gV g (936)
da
9" 9v0 = 9", (387)
mit
1
(g",) = (0") = : 1 ' 3%
1

e Die Anzahl der Indizes nennt man auch Stufe des Tensors, wobei man
auch explizit die kontravariante Stufe r und kovariante Stufe s separat
definieren kann und Tensor vom Typ (r, s) schreibt. Notation:

— Typ (0,0): Skalar
— Typ (1,0): Vektor
— Typ (0,1): Dualvektor
— Typ (1,1): Matrix

Es gibt aber auch Tensoren hoherer Stufe, welche man nicht einfach in
Matrix-Vektor Schreibweise ausdriicken kann!

e Durch Kombination von Vektoren und Dualvektoren kann nun wieder ein
Skalarprodukt definiert werden. Beispiel: Sei

(ds*) = (j;jf) (939)

mit Dreiervektor dx, dann ist

ds? = ds,ds" = g,,ds"ds" = dt® — da? . 940
’ 1

e Lorentztransformationen lassen nun dieses Skalarprodukt invariant, &hn-
lich wie orthogonale Transformationen das Standardskalarprodukt in R™
invariant lassen. Solche Transformationen bilden wieder eine Gruppe (Lor-
entzgruppe). Diese beinhaltet Boosts, Zeitumkehr, orthogonale trans-
formationen im R®. Wenn man noch affine Transformationen hinzunimmt
(Translationen), bekommt man die Poincarégruppe. Wenn die Zeit nicht
umgekehrt wird, nennt man die Transformation orthochron.

e Schreibe eine Lorentztransformation A als Matrix

o' = AP (941)
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mit A = (A*,), dann folgt aus der Invariant des Skalarproduktes zweier
Vektoren z, y, dass

y/uxlﬂ — AUVA#BxVyﬁ ; nylJ« , (942)
dass
6P, = MNP = gPPAY g AP, (943)
In Matrixform gilt also
1 1 1
1 _ -1 T -1
1 o -1 A -1 A
1 -1 -1
(944)
Daraus folgt
(det A)? =1. (945)

Wenn det A = 1, nennen wir die Transformation eigentlich.
_ (1 B
A_7<_B 1) (946)
und daher

G0 e )0 D) e
=*(1-p5%) ((1) (1)> (948)

- (é (1)> . (949)

Transformationsverhalten: Ein beliebiger Tensor transformiere sich
unter A fiir jeden Index entweder als kovarianter oder kontravarianter
Vektor. Beispiel:

Beispiel Boost:

Y = AP A A, TP (950)

Forminvarianz: Transformationsverhalten durch offene Indizes gegeben:
Dies erlaubt einfach Lorentzinvariante/kovariante Objekte zu definieren.
Beispiel:

MY, =t" ;m,, — Ao AV 5N, TN tP s (951)
= 9% N 50,17 s (952)
=AM, my, (953)
= A"gA,"MP., . (954)

99



e Ableitungsoperatoren: Der Ableitungsoperator transformiert sich ko-

6.3

variant
10 0
9, = (cat’axi) : (955)
da
az'"” y
Oy = Dt 9, =A",0, (956)
und mit (943)) ist daher
9, =N,"0, . (957)

Der d’Alembert Operator ist dann einfach
O=9,.0" (958)
und daher ein Skalar unter Lorentztransformationen.

Levi-Civita Tensor: Total antisymmetrischer Tensor e*2# mit 9123 = 1
transformiert sich als sogenannter Pseudotensor, siehe Appendix [C] mit

eIy I = det(A)A o A g A A e P (959)

Beachte: 4, = —e*H

Kovarianz der Maxwell Gleichungen

Formuliere nun die Elektrodynamik in Sprache von Tensoren mit wohlde-
finiertem Verhalten unter Lorentztransformationen A

Fasse zunéchst Ladungsdichte p und Stromdichte j zur Viererstrom-
dichte

(") = (CJ’.O ) (960)

zusammen. Die Kontinuitétsgleichung ist dann einfach
D" =0. (961)
Da diese in jedem Inertialsystem gilt, folgt unter A
3 (@) = 5" (@) = A5 () . (962)

Wir definieren das Ruhesystem der Ladungsverteilung durch j¢ = 0 und
in diesem System die Gesamtladung als

1 : 1
qit) =~ | Pzt == [ d*az(ct — 2°)5° (") . (963)
C JRrs C Jra
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Wegen der Kontinuitédtsgleichung gilt
10 10

10 _19 —:0(p = 4
~5:40) =25 . dzj°(t, ) (964)
9 .
= d¥—j'(t,Z) = 0. 965
| digiid (965)
Die Gesamtladung in 1.5 ist

(4! 1 4,1 / /0N 10/ yu

gt =- d*z' o (et —2) i (2'7) (966)
C Jr4

1 )
-1 / x| det(A)]6(ct! — A% — A% A% %) (967)
R4
1 ) )
= Sian(A%) / B /A% — =A%z /A%, 2T) . (968)
R3

Fiir orthochrone Lorentztransformationen und zeitlich konstante Ladun-
gen %q(t) = 0 folgt dann ¢’ = q, bzw. die Lorentz-Invarianz der Gesamt-
ladung.

Die Potentialgleichungen in Lorenz Eichung sind

47

0 0" A% = ?ja , (969)
0 A" =0 (970)
mit
a (@
(A%) = (/Y) . (971)

Daher transformiert sich das Viererpotential A% wie j* und daher als
Vektor unter A.

Mit dem Feldstirketensor

FP =9°AP — 9P A (972)
finden wir
0 -E, -E, —-E,
E 0 -B, B
afy _ T z Yy
(F*P) E, B. 0 -B | (973)
E. -B, B, 0
da
E=— radq)—fgff B =rot A (974)
-8 cot’ ™’ B '
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Beachte hierbei, dass 0y = 0° aber 9; = —0". Unter A transformiert F'
sich als Tensor (induziert durch 9% und A%)

FoP 5 P17 = N AP (975)
Unter Eichtransformationen
@%@’z@—%%f, (976)
A A= A+ gradf (977)
transformiert sich also
AP AN = AR M f (978)
und daher
FoB _ prof = poB (979)

fiir zweimal stetig differenzierbares f (Satz von Schwarz). Der Feldstérke-
tensor ist also eichinvariant.

Die Maxwellgleichungen kénnen dann auch einfach eichinvariant und
lorentzkovariant als

4
P = =5, (980)
D F" =0 (981)
geschrieben werden mit dualem Feldstirketensor
~ 1
FoB = 5saﬁwﬂw (982)
bzw.
0 -B, —-B, —B,
~ B 0 E —-FE
afBy\ __ x z Yy
(F7) = B, —-L, 0 E, (983)
B, E, -E, 0

Das retardierte Potential

A;let(f’t) = E/';3 diy/ dtl 1) (t/ —t+ c|f_f’|> ja(f,,t/)

|7 — 2|
1 1 1
_ 7/ = (a-:*’,t— P 55’|> (984)
cJrs  |T—7 c
koénnen wir dann mit
1 fallsz >0
O(z) = { s =1 (985)
0 sonst
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und

_[ct
T = T ) Yy

auch explizit kovariant als

(;ff ) (956)

/ dhy5((x — ) (z — 9)5)O (= — 4)5(v) (087)

_2/ df’/dtd )2 — |7 — #)O(ct — et')joF, ¥
R3

/ ”/ﬁ
R3

schreiben. Hierbei 16st man

1 -
—t+ —|F = a'?)j@ )
C

| asstengte) (988)

— 00

durch Substitution mit v = f(z). Man kann zeigen, dass auch das avan-
cierte Potential
2 et
@) =2 [ a0 e - 0006 - ) (959)
R

eine Losung ist, was allerdings Kenntnis des Stroms in der Zukunft vor-
aussetzt. In dieser Form ist es nun einfach zu zeigen, dass die retardierten
und avancierten Potentiale sich als Vektor unter A transformieren.

Transformation von elektrischen und magnetischen Fel-
dern

Unter A transformiert sich

FHv 5 B =AM NV g FOP (990)

Daraus koénnen wir nun die Transformation von £ und B ablesen. Fiir
einen Boost in z Richtung

¥y =B 00
el o
0 0 0 1
folgt daher
0 —-E, —-E, —E.
Fefy=a B O TBe By e (992)

E, B, 0 -B,
E. -B, B, 0



und daraus

E, =E;, (
E, =~(E, - BB:), (
E. =~(E. + 8By), (
B, = B,, (996
B; = ’Y(By + BEz) ) (
B, =~(B. - BEy) . (

Analog fiir Boost in allgemeine Richtung 5 :

E(| =E), (999)
E| =~(E. + B x B), (1000)
B =B, (1001)
B =y(B. - B xE) (1002)
mit
X” =3B X), (1003)
X, =X-X| (1004)

Zusammengefasst gilt also:
E'=(1-y)B(3-E)+~(E+
B'=(1-7)B(8 - B)+~(B -

x B), (1005)
x E). (1006)
Es gilt:

— Feldkomponenten parallel zu Boost Richtung bleiben unveréndert

— Feldkomponenten senkrecht zu Boost Richtung werden mit + ge-
streckt und mischen sich zwischen E und B.

Beispiel: Punktladung mit Ruhesystem I.5’,

B(#,t)=0, (1007)
— qT’
EN@ 1) = e (1008)
mit allgemeinem Boost ,g
' =~t—F-7), (1009)
) =T — Bt), (1010)
T =7 . (1011)



Dann ist in I.S

E(@t)=(1-7)B(3-E)+y(E - B x B (1012)
=(1—y)B(B-E)+~E (1013)
= (=086 ) +97) (1014)
::|53P ((1quojm +—wﬁ7) (1015)
::|ij (fﬂ4—yfi) (1016)
- I;’TS (g:«’— *t) . (1017)

den Ausdruck

& =23 +4°(&) — Bt)? (
= (sin®(¢) ++*(1 — sin®(¢))) (¥ — Bt)? (
=92 (1= B sin(9) + 1~ sin*(@) ) (7 — t)* (1022)
(
(

=2 (1= Fsin(9)) (@~ F)*

und schliesslich

(1025)

6.5 Elektromagnetische Wellen, Doppler Effekt, Aberra-
tion

e Im quellfreien Raum (j# = 0) kann eine monochromatische Losung von
0, 0"A* =0 (1026)
0.B.d.A. als
A%(zH) = Re AgeFn=" (1027)
mit Af € C angesetzt werden, wobei die Dispersionsrelation

ke kit =0 (1028)
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gelten muss, da
0,0" ethn" = _k k¥ etknr" (1029)

Aus dem Transformationsverhalten von F* folgt, dass sich k* und Af
als Vektor unter A transformieren muss. Wir setzen 0.B.d.A. an

(k) = <§|> (1030)

mit |k| = w/c bzgl. unserer bisherigen Notation. Die Lorenz Eichung

9, A" =0 (1031)
fordert dann

kAl =0 (1032)

was wir 0.B.d.A. als

(48) = (’“AA) (1033)

mit /Yo € C3 schreiben kénnen.

Unter Lorenz Boost

vy B 00

|- ~ 00
A= o 10 (1034)

0 0 0 1

folgt

W =r (w — c,é’l;:'m) : (1035)
o= (B2 +F.) (1036)
Ky, =ky, (1037)
I (1038)

Die beobachtete Frequenzen in IS und IS’ sind also unterschiedlich (Dopp-
lereffekt) und die Ausbreitungsrichtung der Welle veréndert sich (Aber-
ration). Es gilt

W' =w— cBky + O(B?), (1039)

so dass fiir kleine Geschwindigkeiten und Ey =k, =0und k, = w/c gilt

(JJ,

—=1-8+0(5) (1040)

was fiir kleine || dem klassischen Doppler Effekt entspricht.
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6.6 Lagrange Formalismus und Noether Theorem

e Wir konstruieren uns nun im Lagrange Formalismus eine relativistische
Feldtheorie basiert auf den Symmetrien der Elektrodynamik.

e Wir definieren zunéchst eine Lagrangedichte £ durch

S(A*, 7)) = . d*zL(A* (), 5" (z)) (1041)

mit Wirkung S. Wir fordern, dass die Wirkung invariant sei unter Lor-
entztransformationen und Eichtransformationen.

e Ein erster moglicher Term ist dann
So = / d*z A, (z)j"(x) (1042)
R4

was trivialerweise ein Lorentz Skalar ist (erinnere d*z’ = d*z, da | det(A)| =
1) und unter Eichtransformationen

Al — AR — O f (1043)
sich zu
S5 [ d'alAuta) = @u1@))" @) (1041
== [ a0, (@) + [ der@)@0'w) 10
R4 R4 ——
=0

= So — [f(2)"(2)]prs = So (1046)

fiir verschwindende Randbeitrige transformiert.

e Ein weiterer moglicher Term ist

Sy = [ d*aF,,(x)F" (2) (1047)

R4
was beide Symmetrieeigenschaften erfiillt, siehe Diskussion zu F'.

e Ein anderer moglicher Term ist
S, = / A (2) FP (2) (1048)
R4

was allerdings unter uneigentlichen Lorentztransformationen (wegen dem
Levi-Civita Tensor) sich nicht als Skalar transformiert.
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e Der Term
Sz = /R . d*zF,, (x)F" (x) (1049)
wiederum hat das richtige Transformationsverhalten, ist aber proportional

zu S, da
e g5 = 2(9",9"s — 9"59",) - (1050)

e Der Term

Sy = d*rA,(v)A*(x) (1051)
R4

ist nicht eichinvariant.
e Zu niedrigster Potenz in A*, j# und J,, sind dies alle mo6glichen Terme.

Um zu verstehen, wie sich Terme verschiedener Potenz verhalten, bietet
es sich an noch das Skalierungsverhalten unter

= Azt (1052)
mit A € RT zu untersuchen. Wir finden nach kurzer Rechnung
O — A0, (1053)
d*z — \d'z, (1054)
GE > A3 (1055)
AP T AR (1056)
Fre 5 \T2RH (1057)

Wenn sich ein Term unter Skalierung mit A% transformiert, nennt man d
auch die Dimension des Terms. Wir untersuchen nun die Dimensionen
der bisher erlaubten Terme in der Wirkung;:

So — A%So, (1058)

S; — A0s; (1059)
Das ist das gewiinschte Verhalten, damit die Bewegungsgleichungen nicht
von der Wahl der MaBeinheiten (Meter, Millimeter, etc.) abhéngen.

Terme mit hoheren Potenzen von A*, 9, und j* brauchen dann dimensi-
onsbehaftete Parameter, was eine neue physikalische Skala einfiihrt. Bei-
spiel:

Sip = (1m)* / d*x(F" (2)F,(2))? (1060)

ist wieder dimensionslos, da ein Meter unter Skalierung m — Am. Dies
fiihrt jedoch zu unterschiedlicher Physik unter und iiber der Skala 1m, was
bis jetzt experimentell ausgeschlossen ist, aber in der Quantenfeldtheorie
interessante Anwendungen hat.

108



e Das relative Gewicht der verbleibenden Sy und S legt die Konvention der
Felder A* und j* fest. Eine Wahl, konsistent mit der bisherigen Vorlesung,
ist

5= [[ate | o Fu@F* @) + i@ ar@ (1061)

_ / o _16%(6”14”(33) 0, A, () (DAY () — ¥ AP () + % ju(x)A“(x)}
=~ [t | - 10204 (0) - (B, 4(0)(0 4*(2))] + L) 1)

e Aus dem Prinzip der extremalen Wirkung folgen die Bewegungsgleichun-
gen (Herleitung Appendix

=55 A T oo
= () — o 0u(0" A (@) — 0 A(2)) (1063)
_ % () = i@uFW(m). (1064)

Das ist dquivalent zu den inhomogenen Maxwell Gleichungen
0, " — 4?” . (1065)

Die homogenen Maxwell Gleichungen

D FH = %ausﬂ”“ﬂFaﬁ (1066)
= %augﬂuaﬂ (OaAp — 05As) (1067)
= e"BY,0,Ag "2 —ehBY,0,A5 = 0 (1068)

folgen direkt aus der Antisymmetrie von F.

e Relativistische Kopplung an ein Punktteilchen mit Koordinate x*: Be-
trachte zunéchst den lorentzkovarianten Geschwindigkeitsvektor

d
ut = Ez“ =i*, (1069)

wobei 7 der Eigenzeit (Zeit im Ruhesystem) entspricht. Dieser transfor-
miert sich unter A zu

ut =t = AP (1070)

da die Eigenzeit invariant unter A ist.
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Wir fiigen zur Stromdichte j7# nun eine Probeladung ¢ bei z# hinzu mit
gH — gH —&—jgunkt und

) = ¢ / dr6® ( — yyut () (1071)

was sich explizit als Lorentzvektor transformiert. In der Wirkung ent-
spricht dies dem Term

S5 = —% /R drut(z)A,(z). (1072)

Die auf ein relativistisches Punktteilchen wirkende Kraft F folgt aus der
Definition des kanonischen Impulses

oL q
= — =—2A* 1073
P g = ) (1073)
mit Lagrangefunktion L
S = / drL (1074)
R
und der Viererkraft
d oL q d oL
Pt =—pt— — =—=—A"¥(x) — — 1
ar? Oz, cdr (z) 0z, (1075)
qdz, oL q oL
=-—=—0"A"(z) — — = —-u, 0" AF(x) — — 1
c dr ? (z) Oz, e ? (z) Oz, (1076)
- —%uyﬁ”A“(x) + %uVaHA”(x) (1077)
- %F’“’u,,. (1078)
Fiir die ortliche Komponenten gilt
, , oo L1 .
Fi=g(F® 4 ”“LCJF”) = q(E+ i x B, (1079)

was die erwartete Lorentzkraft ist. Die zeitliche Komponente gibt die Leis-
tung

=9 g (1080)

c

Noether Theorem: In Appendix [B] zeigen wir, dass fiir eine Transfor-
mation

A, — A, +ed4,, (1081)
zt — xt + ezt (1082)
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welche die Lagrangedichte invariant lésst, gilt, dass der Strom

oL

Thoether (T) = mz%(x) + atL(x) (1083)

die Kontinuitétsgleichung

aIijrl:’octhcr =0 (1084)

erfiillt und

Qnoether = /RS djjr?oether(fa t) (1085)

erhalten bzw. zeitunabhéngig ist. Wir betrachten nun zuerst die Invarianz
unter Translationen

Ay(x) = Ap(z+ey) = Au(x) +ey®0.Au(x) + O(g?), (1086)
at — gt — eyt (1087)
bzw.

0A,(z) = y“ 0. Au(z), St = —yt. (1088)

Daher ist
@) = 9% | 200, 4, (@) — ¢ o £(2) (1089)

9(0, A (2))

_ T (1090)

mit Energie-Impuls Tensor

uy oL v nz
THY = m@ Ay(z) — g" L(x). (1091)

Da die Kontinuitédtsgleichung fiir beliebige y gelten muss, gilt
0,T"" =0. (1092)

Fiir unsere Wirkung ohne Quellterm (5 = 0) ist das

1 1
ny o _ pno v nz afl
T —47TF ()0 An(z) + ¢ 71671'F (x)Fop(x). (1093)

Dieser Term ist nicht explizit eichinvariant, aber wir kénnen einen Term

1 —0 1
TR = g, (AV ) T2 — (0. AV P (1094)
™ /I8

symm 4
hinzufiigen, da

AT . =0 (1095)

symm
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wegen der Antisymmetrie von F. Der gesamte Energie-Impuls Tensor

127 _ 1 o v _ gHV af
T 1 FHr(2)FY o (x) 1 FP(x)Fop(z) (1096)
™

gesamt =
erfiillt also weiterhin 9, 7" = 0 und lésst sich schreiben als

lluem %Sx %Sy %Sz
(Tuu ) — %S:c _Ta:x _Txy _Twz

gesamt %Sy _Tyx _Tyy _TyZ
*Sz _Tzac _sz _Tzz

(1097)

mit Energiedichte wey und Poynting Vektor S’” definiert in Gleichung
(656), und Maxwellscher Spannungstensor T;; definiert in Gleichung (671)),
und wiederholt hier:

]. —, —
em = —(E* + B?), 1098
w 5 (& +5) (1098)
— C — _
=—(ExB 1
5= ( xB), (1099)
1 g 4 - = 1 —, —,
Ty = o <EiEj + BiBj — 55,-3-(}32 + BQ)) ) (1100)

Die Eintréige bei p = 0 definieren die Erhaltungsgréfien Energie (v = 0)
und Impuls (v = 1,2, 3) des elektromagnetischen Feldes. Fiir v = 0 ist die
Kontinuitétsgleichung

Tl e = 0 (1101)

identische mit dem Poynting Theorem. Fiir v = 1,2, 3 liefert die Konti-
nuitédtsgleichung

O TH e =0 (1102)

gesamt —

den Zusammenhang zwischen zeitlicher Verdnderung der Impuls-
dichte und dem Maxwellschen Spannungstensor. Alle diese Gleichun-
gen entsprechen also nur dem Noether Theorem zur Translati-
onsinvarianz.
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A Bewegungsgleichung Felder

Wir betrachten eine Wirkung

S() = [ d'aL(4,(0).0,4,(2) (1103)
unter einer Variation
A, — A, +edA, (1104)
mit € € R und Vektorfelder A, und 6A4,. Wir finden dann
0S(A,) =S(A,+¢edA,) — S(A,) (1105)
oL oL
=c [ d'x < 0A,(2) + =——————0,04,(z ) + O(e?) (1106
J @5 (P 4eta) + g Ay e840 + 062 100
P.I 4 aﬁ 8[: ) 2
= d*zdA -0, + O(e%). 1107
« [ateoaso) (g~ maay) O w0
Die Wirkung wird genau dann fiir ein beliebiges 0A4,, extremal, falls
T S E—— (1108)

DA, (x) V90, Au(x))
Analog fiir zweifach differenzierbares f : R? — R,

0f(x,y) = flx +edx,y +edy) — f(x,y) =¢ [af6x+gf :|—|—O(€2) (1109)

genau dann extremal fiir beliebiges dx, dy, wenn grad f = 0.

B Noether Theorem fiir Feldtheorien

Wir betrachten nun direkt die Lagrangedichte

L(Au(x), 0,4, (2), 2") (1110)

unter einer Variation
Ay — Ay +e0A,, (1111)
ot — at + edat (1112)

mit € € R und Vektorfelder A,,, 04,. Wir finden dann

or or , )
L =¢ (5‘/1”( )5A u(z) + maﬂ(ﬂly(m) + oz &,E(:L‘)) + O(e%)
oL or
=40 (e ~ oA
+ 20, (Mfy(mmu(:ﬂ) + 5:c”£(x)> +0(?). (1113)
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Das erste Integral verschwindet dann wegen den Bewegungsgleichungen und es
bleibt

5L = €0, ues () + O() (1114)
mit

oL

Tnoether () = m514u(9€) + o0zt L(x). (1115)

Wenn die Variation einer Symmetrie der Lagrangedichte entspricht, dann ist
0L = 0 und daher

aﬂjgocthcr (l‘) =0. (1116)
Es gilt daher
L9 o
- d—»»O — t _ d_'i_ v N " 1117
T /R3 Tnocther (T, 1) /R3 xafljnoether($> ) ( )
=0 (1118)

und daher ist die Noether-Ladung

Qnoether = / dfjgoether (fa t) (1119)
R3

erhalten bzw. zeitunabhéngig.

C Transformation Levi-Civita Tensor
Zunéchst gilt fiir eine 4x4 Matrix
M = (M",) (1120)
mit Zeilenindex p und Spaltenindex v, dass
det(M) = e P MO, M, M? ,M>5 (1121)

aus der Definition der Determinante und des Levi-Civita Tensors. Wir kénnen
jedoch auch die Spalten der Matrix beliebig ordnen, was wegen der Antisym-
metrie von € zu

1o

eV det(M) = et MF MY, M M7 (1122)

fithrt. Wenn wir nun M = A einer Lorentztransformation setzen und det(A)? =
1 verwenden, folgt

er V'8 = det(A)AM A A (AP gerved (1123)
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Der Levi-Civita Tensor selbst &dndert sich unter A nicht, aber da Gleichung
(1129) gilt, kann man &quivalent behaupten, dass er sich bis auf den Faktor
det(A) als Lorentztensor transformiert. Im Allgemeinen sagt man e transfor-
miert sich als Pseudotensor, was den Faktur det(A) mit einschliesst.

Die Konsequenz dieses Transformationsverhaltens ist, dass

P=e"PT,,5 (1124)
mit Lorentztesor T sich als Pseudoskalar zu
P — P’ =det(A)P (1125)

transformiert.
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