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Abstract

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Thema, ob in einem Ring R die —1 als Summe
von Quadraten geschrieben werden kann.

Falls dies der Fall ist, beschreibt die Stufe die minimale Anzahl an Quadratsumman-
den, die dazu benotigt werden. Ist —1 keine Quadratsumme in R, so ist die Stufe
als oo definiert. Kérper mit der Stufe oo nennen wir formal reell.

In der Arbeit wird bewiesen, dass die Stufe von Koérpern immer Zweierpotenzen sind
und konkrete Korper konstruiert, die die Stufe 2" fiir ein gegebenes n € N anneh-
men.

Den Grofiteil widmen wir allerdings der R-Algebra

Apr =Ry, .. 2]/ + 2] + ..+ ad).

Hierbei ist R ein kommutativer Ring mit 1 und n eine nattirliche Zahl.
Das Hauptergebnis lasst sich wie folgt zusammenfassen:

Sei R ein Ring mit Stufe co. Dann ist die Stufe von A, g gegeben durch n.

Zunéchst wird der Spezialfall R = R behandelt. Dazu werden einige topologische
Hilfsmittel verwendet und unter anderem der Satz von Borsuk-Ulam bewiesen.

Im zweiten Spezialfall wird vorausgesetzt, dass R ein formal reeller Korper ist. Um
den Beweis zu fithren, werden Zusammenhange zwischen formal reellen Koérpern
und geordneten Korpern erldutert. Fir den allgemeinen Fall wird schliellich ein
Ringhomomorphismus

R— K

konstruiert, wobei K ein formal reeller Koérper ist.
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1 GRUNDLAGEN 1

Einleitung

Ein wichtiger Korper in der Mathematik ist der Korper der komplexen Zahlen C.
Der entscheidende Vorteil gegeniiber dem Korper R ist die Tatsache, dass X2 = —1
eine Losung i € C besitzt. In dem Unterring Z[v/—5] von C gibt es keine Lésung
der oben genannten Gleichung. Allerdings kann —1 als Summe mehrerer Quadrate
dargestellt werden, denn —1 = /=5 + 22.

In dieser Arbeit wird das Problem untersucht, ob und wie die —1 in einem Ring als
Summe mehrerer Quadrate geschrieben werden kann.

Besonderes Interesse zeigen wir fiir die R-Algebra

App =Rz, ... 2]/ (L + 2]+ ... +22),
wobei R ein kommutativer Ring mit 1 ist. Obwohl die Gleichung
(1] =[m])*+... + [z.)* in Ap g

offensichtlich ist, ist es aufwandiger zu belegen, wie viele Summanden mindestens
benotigt werden, um —1 in dieser Algebra als Summe von Quadraten darzustellen.
Diese Frage werden wir fiir alle Ringe R kldren, in denen die —1 keine Quadratsumme
ist.

Auf dem Weg dahin behandeln wir quadratische Formen, untersuchen Korper und
konstruieren Algebren mit konkreten Eigenschaften. Um den Spezialfall A, zu
durchleuchten, beweisen wir topologische Hilfsmittel und den Satz von Borsuk-Ulam.
Den Fall A, g, wobei K ein Korper ist, in dem die —1 durch keine Quadratsumme
dargestellt wird, erlautern wir durch die Theorie von geordneten Koérpern. Schluss-
endlich helfen Mittel aus der Algebra, um den allgemeinen Fall abzuleiten. Wir
verwenden folgende Konventionen:

Konventionen und Notationen

Alle Ringe seien kommutativ mit 1.

Ist R ein Ring, so beschreibe, falls nichts anderes gesagt, R[z1,...,x,] den Poly-
nomring in n Variablen. Fiir einen Koérper K notieren wir K(xy,...,x,) fir den
Quotientenkorper von Kz, ..., x,].

Befinden wir uns in einem Quotienten einer Menge M, so bezeichnet [x] die Aqui-
valenzklasse eines Elements z € M. Fiir weitere Symbole und Schreibweisen sei auf
den Anhang [A] verwiesen.

1. Grundlagen

Im Folgenden sei K ein Korper der Charakteristik char(K') # 2.

Lukas Krinner Bachelorarbeit, SoSe 2021



1 GRUNDLAGEN 2

Definition 1.1 (quadratische Form) Eine (n-stufige) quadratische Form, bzw.
eine quadratische Form der Stufe n, ist ein Polynom f € K[xy,...,2z,]\{0} mit

n
f= Z a;jrv; fur a;; € K.
3,j=1

Die quadratische Form f stellt ein Element a € K dar, falls es x € K™\{0} gibt,
sodass f(x) = a gilt.

Beispiel 1.2 Fiir uns wird hauptséchlich die quadratische Form
p=a1+...+22 € Klxy,..., 2,

von Interesse sein. Diese kann geschrieben werden als ¢ = 272, wobei
= (xy,...,2,)" € K[zy,...,2,]"

definiert wird und z7 das Transponierte von x ist. Eine Anwendung ist folgendes
Lemma:

Lemma 1.3 Sei n € N.g. Falls die quadratische Form ¢ = 23 + ... + 22 €
K[xq,...,x,] die 0 darstellt, so stellt ¢ bereits jedes Element aus K dar.

Bewets. Ist n = 1, so kann die 0 nicht dargestellt werden. Wir nehmen n > 2 an.
Sei v € K™\{0}, sodass ¢(v) = 0 gilt. Da v # 0 vorausgesetzt wurde, finden wir ein

u € K™ mit vTu = 1. Definiere \ = —@ und 9 := u + \v. Es gilt

N — Ty — T T 2 . T — — =
p(0)=0"0=u"u+ 2)\&’12—1_)\ v\(,)g o(u) — @(u) = 0.
= =p(v)=0

Ahnlich kann die Gleichung v7% = 1 abgeleitet werden.
Fiir beliebige a,b € K schlieflen wir

pla-v+b-0)=a* v"v+b> 970+ 2ab-v"0 = 2ab.
Wird b = % gewéahlt, so kann jedes a € K durch ¢ dargestellt werden. O
Im Rest dieses Kapitels orientieren wir uns an [4].
Definition 1.4 Definiere fiir n € N die Menge
Gn(K):={x € K | z # 0 und z ist eine Summe von n Quadraten}.

Proposition 1.5 Ist G,,(K) eine Gruppe bzgl. Multiplikation, so ist

Lukas Krinner Bachelorarbeit, SoSe 2021



1 GRUNDLAGEN 3

Beweis. Seien uy,...,Uspn, V1, ..., Un11 € K.
e ,,C “: Eine Rechnung ergibt
(Wi+. . . +ud) (i +. . 402 ) = (W4 +u) (Vi 02+ (U el )R, .

Mit der geforderten Gruppeneigenschaft, lasst sich begriinden, dass sowohl der
linke als auch der rechte Summand in G, (K) liegen.

e ,D “ Ohne Beschrankung kann (u? + ...+ u2) # 0 angenommen werden. In
u2 u2 u2 ’lL2
diesem Fall gilt u? + ... +u3, = (u? + ... +u?) (1 + it J{u;i(izgz )
Der rechte Faktor ist aufgrund der Gruppeneigenschaft von G,,(K) ein Element

von Gp.1(K). O

Bemerkung 1.6 Die Menge G, (K) ist stabil unter Bildung von Inversen, denn ist
a=al+...+ada2 e G,(K),so gilt

2 2
1 ayt+...+tay
a = @+ ta) € G, (K).

Die Menge G,,(K) ist also eine Gruppe bzgl. Multiplikation genau dann, wenn G,,(K)
multiplikativ abgeschlossen ist.

Zwei bekannte Aussagen iiber quadratische Formen fithren uns zum zentralen Theo-
rem dieses Kapitels.

Satz 1.7 Sei d € K. Das Polynom z? +d ist eine Summe von n Quadraten in K (z)
genau dann, wenn d oder —1 eine Summe von n — 1 Quadraten in K ist.

Beweis. Dies ist [5, S.10 Thm. 3.2] fir a; = ... = a, = 1. Ein elementarer Beweis
findet sich unter [I]. O

Satz 1.8 Wenn —1 nicht als Summe von n — 1 Quadraten in K dargestellt wird,
dann ist =3 + ... + 22 keine Summe von n — 1 Quadraten in K(z1,...,z,)

Bewets. Wir wenden induktiv iiber n den Satz an.

Der Induktionsanfang n = 1 ist klar.

Sei n > 1. Falls 23 + ... 4+ 22 eine Summe von n — 1 Quadraten in K(zy,...,z,)
ist, so muss nach Satz 22 + ...+ 22, eine Summe von n — 2 Quadraten in
K(x1,..,2,_1) sein, da die —1 nicht als Summe von n — 1 Quadraten geschrieben
werden kann. Das stellt einen Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung dar. 0

Albrecht Pfister beweist in [4] anschlieBendes Theorem. Wir orientieren uns an sei-
nem Beweis [4, Satz 2].

Lukas Krinner Bachelorarbeit, SoSe 2021



1 GRUNDLAGEN 4

Theorem 1.9 (Multiplikativitit der Pfisterformen) Sei n = 2 fiir ein k € N
und K ein beliebiger Kérpetﬂ Dann ist G,(K) eine Gruppe. Das heifit fir alle
ULy ooy Uy, V1, ..., Uy € K gibt es wy, ..., w, € K, sodass

(i 4 ...+ )i+ ) = w4+ wl

n

Insbesondere kann w; = uyvy + ... + u,v, gewihlt werden.

Beweis. Wir beweisen das Theorem per Induktion tiber k:
Fiir k£ = 0 ist die Aussage klar: u?v? = (uyv;)?
Fiir k£ = 1 gilt durch Nachrechnen

(uf +u3)(v: +v3) = (u1v) + Upv2)? + (Urvy — ugvy)? (1)

Sei angenommen das Theorem gelte fir ein k£ > 1 und alle Kérper. Es soll nun fiir
k + 1 bewiesen werden. Sei K ein beliebiger Korper mit

Tr e k
UL, ..., Uy, V1, ...,V € K fir n .= 2",

Wenn K Charakteristik 2 hat, dann gilt 22 + y* = (z +y)? fiir alle z,y € K. Somit
sind alle Summen von Quadraten bereits Quadrate und die Aussage ist trivial.
Ohne Beschrankung gelte char(K') # 2. Wir werden zwei Falle unterscheiden:

« Die —1 ist Summe von 2n—1 Quadraten in K. Dann wéihlen wir e, . . ., €, € K
mit
l+es+...+es =0.
Multiplizieren mit (e + 1) ergibt

O=(e3+D)(14+e2+...+e2)
=(e3+ 12+ (e3+1)(e3+e})+...+(e5+1)(e3, | +e3,)

Die hinteren n — 1 Summanden lassen sich nach Gleichung [1f jeweils als Sum-
me zweier Quadrate schreiben. Folglich kann 0 als nichttrivialeﬂ Summe von
2n — 1 Quadraten geschrieben werden. Das heifit, die quadratische Form ¢ =
xt+ S x3., stellt die 0 nichttrivial dar. Mit Lemma folgt, dass es ein
a € K21 gibt mit

Pt ) — (v o U e )

Die Aussage folgt sofort.

Lchar(K) = 2 ist in diesem Theorem nicht ausgeschlossen.
2¢2 4+ 1 = 0 oder obige Quadratsumme mit 2n — 1 Summanden ist nichttrivial.

Lukas Krinner Bachelorarbeit, SoSe 2021



1 GRUNDLAGEN 5

o Kommen wir zum Fall, dass —1 nicht als Summe von 2n — 1 Quadraten in
K geschrieben werden kann. Ohne Beschrankung sei u; # 0 und v, # 0 an-
genommenﬂ. Durch die Induktionsvoraussetzung kann gefordert werden, dass
G (K) eine Gruppe ist. Durch Proposition |1.5erhalten wir daher die Existenz

von Elementen 42, ...,42,03,...,02 € K mit:
wid .l = (U ) (g L aR),
v vy = (0 ) (0 L+ D2).

Nach Induktionsvoraussetzung ist (uj + ... 4 u2)(v{ + ... 4+ v}.) eine n-fache
Quadratsumme in K.

Mit dem gleichen Argument ist (42 +...+4 )(A2 + ...+ 02) eine Summe von
n Quadraten ©%, ..., %> mit 1w = 4, ﬁ + .o+ UpOy. D1e beiden elementaren
Nebenrechnungen

Somit lasst sich (43 + ...+ @2)(d
schreiben. Wir fassen zusammen:

.+ 02) als 2n-fache Quadratsumme

+

(u%+...+ugn)(v%+...+v§n)

=@l +... +ud)V 4.+ (O )0+ .+ D2)

n Quadrate 2n Quadrate

Zweimalige Anwendung der Induktionsvoraussetzung beweist, dass
(W4 ... 4 ud )2+ ...+ i)

eine Summe von 2n Quadraten ist.
Wir wissen nun, dass G, (L) fiir jeden Korper L eine Gruppe ist. Dies soll
auf den Polynomkérper L = K(x) angewandt werden, um zu zeigen, dass

3Bei jeder Umnummerierung der u; sind auch die v; in gleicher Weise umzunummerieren, damit
der Ausdruck ujvi + ...+ u,v, gleich bleibt. Deshalb kann v; # 0 nicht gefordert werden.

Lukas Krinner Bachelorarbeit, SoSe 2021



1 GRUNDLAGEN 6

Wy = UV, + . . .+ u,v, gewahlt werden kann. Die Idee dieses letzten Beweisab-
schnittes ist auch in [4] auf Seite 164 unter dem ,,Zusatz bei der Korrektur* zu
finden. Da wir ohne Einschrankungen U # 0 annehmen koénnen, definiere

2n 2n 2n
1 .
UZZ“?? :ZU“ wy = Zuvlundd—EZ(UUi—uiwl)QEK.
i=1 i=1 i=1 i=1
Des Weiteren definiere fiir ¢ = 1, ..., 2n die Polynome

U; T+ (UUZ — uiwl)
U

V= € K(z).

D a Gy, (K (z)) eine Gruppe ist, wird U - 2 V2 als Summe von 2n Quadraten
n K (x) dargestellt. Eine elementare Rechnung ergibt

2n ) 2
i cu 3 (e o)
i=1
1 2n 2n 2n
i (Z(ule + Z2uix(Uvi — u;wn) + Z(Uvi — uiw1)2>

i=1 i=1 i=1
1 2n
=% + T > 2wz (Uv; — wjwy) + d.
i=1

Der mittlere Summand verschwindet, da
2n 2n
ZQuix(Uvi—uiwl):2x <U2uivz wlzu> =2zx(Uw; —wU) =0
i=1 i=1
gilt. Zusammenfassend erhalten wir
2n
U- Z Vi=a+d.
i=1

Dies ist, wie oben erwédhnt, eine Summe von 2n Quadraten in K (), weshalb
durch Satz impliziert wird, dass d eine Summe von 2n — 1 Quadraten in K
ist. Durch die Zuweisung von z auf w; erhalten wir zunichst V;(w;) = v; und
deshalb gilt

w? +d=UV.

Dies ist eine Summe von 2n Quadraten in K, wobei der erste Summand w;
entspricht. m

Lukas Krinner Bachelorarbeit, SoSe 2021



2 DIE STUFE VON RINGEN 7

2. Die Stufe von Ringen
Definition 2.1 Sei R ein Ring. Wir bezeichnen
s(R)=min{n € N|Jey,...,e, € R: —1=¢€2+... +e2}

als Stufe des Ringes R mit der Konvention min()) = oo.
Ist R ein Kérper, so nennen wir R formal reell, falls s(R) = oo und nichtreell, falls
s(R) < oc.

Beispiele 2.2
1. s(R) = oo und R ist ein formal reeller Korper.
2. 5(C)=1,dai?=—1.
3. s(Z[v/5i]) = 2, da —1 = 224 (v/57)? und —1 # 22 fiir ein beliebiges x € Z[v/5i].

Folgende Bemerkung wird als Standardargument verwendet, um die Stufe von Rin-
gen abzuschétzen.

Bemerkung 2.3 Die Existenz eines Ringhomomorphismus f: R — R’ impliziert
die Ungleichung

s(R') < s(R).
Beweis. Falls —1 = z? + ... + 22 fiir geeignete z1,...,7, € R, so erhalten wir
—1=f(-1)=f(x?+...+22) = f(x1)*+ ...+ f(z,)* in R .

Die Stufe s definiert also einen kontravarianten Funktor RING — (NU {00}, <).

2.1. Die Stufe von nichtreellen Korpern

Im Folgenden sei K ein Koérper. Da in Ringen mit 1+ 1 = 0 die Stufe aufgrund von
12 = —1 immer 1 ist, wird char(K) # 2 angenommen. Die beiden Theoreme dieses
Kapitels sind in [5, Chapter 3] zu finden und werden ahnlich gefithrt (siehe auch [4]).
Die Stufe s(K) nimmt nur gewisse Werte an:

Theorem 2.4 Falls K nichtreell ist, so ist s(K) = 2™ fiir ein geeignetes m € N.

Beweis. Sei m € N, sodass 2™ < s(K) < 2™t gilt. Es soll die Gleichung s :=
s(K) = 2™ hergeleitet werden. Setze n := 2™. Nach Definition der Stufe s, gibt es
Z1,...,%s € K, sodass

O=1+4a3+...+22 [ +22+... +22

Lukas Krinner Bachelorarbeit, SoSe 2021



2 DIE STUFE VON RINGEN 8

Definiere
a=1+23+...+22_  und b:=z2 +...+2°

Da s—n < 2™l —2m — pn gilt, wird sowohl a als auch b als Summe von n Quadraten
dargestelltﬂ Des Weiteren ist a # 0, da ansonsten s(K) < n—1 < s gilt. Wir nutzen
Theorem [I.9 und folgern die Existenz von ¢4, ...,¢, € K mit

a-b=ci+...+c. (2)

Der Rest des Beweises besteht aus wenigen elementaren Rechenschritten.
Aus a + b = 0 folgt b = —a. Zusammen mit Gleichung [2] erhalten wir

a-b=—-a>=c+...+c.

Da a # 0 ist, ergibt Division durch a die Gleichung

2 2
(@) e (2)
a a
Mit der Definition der Stufe folgt s(K) =n = 2™. O

Bemerkung 2.5 Im Theorem [2.4]ist K ein Korper. Diese Voraussetzung kann nicht
weggelassen werden, denn s(Z/4Z) = 3.

Beweis. Bs gilt (Z/47)* = {0,1} (durch Nachrechnen). Weiterhin ist 1 # —1 und
1+1# —1,aber 1+ 14 1= —1in Z/4Z. Somit ist s(Z/47) = 3. O

Lemma 2.6 (S.6 Lemma 2.1 in [5]) Sei K () der Polynomkorper in einer Varia-
blen iiber K. Falls die quadratische Form ¢ := 22 +... 22 die 0 in K (¢) darstellt, so
stellt ¢ die O bereits in K dar.

Beweis. Sei f = (&,... ) ¢ K@)\ {0} mit fi,q; € K[t] fir i = 1,...,n,

g1 ’ 9n
sodass ¢(f) = 0 gilt. Durch Erweitern kénnen wir g; = ... = g, annehmen. Durch
Multiplizieren von ¢(f) mit g; folgern wir, dass
e+ f2=0

eine nichttriviale Darstellung der 0 ist. Erklére d als den grofiten gemeinsamen Teiler
aller f; und finde hq, ..., h, € K[t] mit

fi =dh; firi=1,... n.
Da K|[t] ein Integritétsring ist, folgt
... +h2=0

Des Weiteren ist h;(0) # 0 fur mindestens ein i € {1,...,n} , denn ansonsten
werden alle h; durch ¢ geteilt, was im Widerspruch zu Wahl von d steht. Folglich ist
h1(0)2 + ...+ h,(0)? = 0 eine nichttriviale Darstellung der 0 in K. o

4Wird b von weniger als n Quadraten dargestellt, kénnen wir beliebig viele 0% ergéinzen.

Lukas Krinner Bachelorarbeit, SoSe 2021



2 DIE STUFE VON RINGEN 9

Beispiel 2.7 Sei K(t) der Polynomkérper in einer Variablen iiber K. Dann gilt

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma [2.6] o

Wir haben die Grundlage geschaffen, um die erste konkrete Algebra tiber einem
formal reellen Korper zu betrachten. Angepasst an dieses Kapitel wird diese Algebra
auch ein Korper sein. Die Definition zielt darauf ab, dass es einfach ist, die —1 als
Summe von Quadraten zu schreiben. Die Suche nach der minimalen Anzahl an
Quadratsummanden wird die groflere Herausforderung darstellen.

Theorem 2.8 Sei m € N. Es gibt einen Kérper L mit s(L) = 2. Genauer: Sei K
ein formal reeller Korper, n € N, sodass 2™ < n < 2™ und K := K(z1,...,2,)
der Quotientenkorper des Polynomrings in n Variablen iiber K. Zudem definiere

d=2?+.. . +22 K.

Dann hat L := K(v/—d) die Stufe s(L) = 2™,

Beweis. Sei y := v/—d. Die Gleichung 2 + ...+ 22 = —y? impliziert s(L) < n. Mit
Theorem [2.4] folgt s(L) < 2™.

Die Korpererweiterung K C L ist von Grad 2, weshalb sich jedes Element & € L als
£ =f+ygmit f,g € K = K(z1,...,2,) schreiben lisst. Wir nehmen s(L) < 2™
an und wollen einen Widerspruch erzeugen. Die Ungleichung s(L) < 2™ ist in L

aquivalent zur Existenz von Elementen fi,..., fom,g1,...,9om € K, sodass
2m
S (fi+gy)?=0 (3)

i=1

und nicht alle f;, g; Verschwindenﬂ Das Auflosen von Gleichung |3| liefert die Zusam-
menhéange

gm gm om
fo—i—nggf:Ound Zfigizo- (4)
i-1 -1 i1

Die Anwendung von Theorem auf 327, f2 und 27, ¢? impliziert die Existenz
von passenden hs, ..., hom € K mit

2m 2m 2m 2 om 2m
St (Sga) 30
=1 =1 =1 =2 1=2

=0

SWiahle zB. gy =0 und f; =1

Lukas Krinner Bachelorarbeit, SoSe 2021



2 DIE STUFE VON RINGEN 10

Mit Gleichung 4] erhalten wir unter Verwendung der Notation a := 2", f2 und

b:=>7" g7, dass
m m 2
2 _ o0 _ab _ Y50~
T Ty TR T R _i; e

_|_

L

8
3

xz

Dabei ist b # 0, da wir K durch Beispiel als formal reell nachweisen. Aus diesem
Grund bildet 22 + ...+ 22 eine Summe von 2™ — 1 < n Quadraten in K. Dies steht
im Widerspruch zu Satz Die Ungleichung s(L) < 2™ ist also nicht moglich.

Bemerkung 2.9 Das Theorem gilt auch fir alle Kérper K mit s(K) > n, da in
Satz [L.§ nur gefordert wird, dass —1 keine Summe von n — 1 Quadraten ist. Sei hier
auch an Beispiel 2.7 erinnert, wodurch auch b # 0 in der Notation von [2.8] gefordert
werden kann.

Bemerkung 2.10 Es stellt sich die Frage, ob fiir einen gegebenen Integritéitsring
R mit Stufe s(R) die Stufe des Quotientenkorpers Quot(R) die groBite Zweierpotenz
kleiner oder gleich s(R) ist. Diese Behauptung trifft im Allgemeinen nicht zu, wie
folgende zwei Beispiele belegen:

« Betrachte R = Z[v/5,iv/5] C C. Angenommen es gébe a,b, c € Z mit
—1=(c+ (a+ib)V5)? = %+ 5(a +ib)* + 2¢c(a + ib)V5,

so ist 2¢(a 4+ ib) = 0 und damit ¢ = 0 oder a + ib = 0. Beides ergibt einen
Widerspruch. Also ist s(R) > 2 . Allerdings ist ¢ = % € Quot(R), weshalb
s(Quot(R)) = 1.

» Das zweite Beispiel zeigt einen noch extremeren Fall, in dem s(R) = oo und
s(Quot(R)) =1 gilt.
Betrachte R = Z[X,iX]. Der Ring R ist eine Teilmenge des Ringes Zl[i, X].
Durch eine triviale Rechnung kann dies folgendermaflen spezifiziert werden:
Ein Polynom f = Y50 ax X" aus Z[i, X] ist genau dann in R, falls ay € Z.
Angenommen es giabe Polynome fi,..., f, € R mit

—1=fi+...+f.

Dann berechnet sich —1 als Quadratsumme der nullten Koeffizienten der f;,
welche Elemente in Z sind. Dies ist ein Widerspruch.

Die Stufe von R ist also co. Der Quotientenkorper Quot(R) enthélt hingegen
die imaginére Einheit ¢ und hat folglich Stufe 1.

Ebenfalls interessant ist es, die Stufe von endlichen Kérpern zu untersuchen. Sei im
Folgenden F' ein endlicher Kérper. Ein bekanntes Argument aus der Algebra impli-
ziert, dass die Anzahl ¢ := |F'| der Elemente von F' einer Primpotenz entsprechen,
d.h. ¢ = p™ mit p prim. Da, wie oben erwéahnt, der Fall char(F) = 2 fur die Stufe
nicht interessant ist, nehmen wir p # 2 an. Wir benotigen zunéichst ein Lemma:

Lukas Krinner Bachelorarbeit, SoSe 2021
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Lemma 2.11 (Thm. 3, S. 6 in [6]) Ist p # 2 eine Primzahl und F' ein Korper
mit |F| = p” = ¢, so hat die Untergruppe F** := {2% | x € F*} von F* = F\{0}
Index 2. Dies bedeutet F™*/F** = {4+1}.

Beweis. Sei §2 ein algebraischer Abschluss von F'. Eine Anwendung des kleinen Satz
von Fermat ergibt folgende Aussage: Ein Element y € Q liegt genau dann in F,
wenn yP~1 = 1 gilt.

Da p # 2 gewahlt wurde, ist % eine natiirliche Zahl. Dies zeigt die Wohldefiniertheit
des Gruppenhomomorphismus

o F*— F*
p—1
r—T 2.
Sei z € F und y € Q mit y?> = x. Dann ist ¢(z) = 1 dquivalent zu y?~! = 1, was

nach obiger Bemerkung gleichbedeutend zu y € F ist. Somit gilt ker(p) = F*2
Zudem berechnet sich p(z)? = 2P~! = 1, weshalb ¢ nur die Werte +1 annehmen

kann. Da das Polynom 5 — 1 in F maximal % < p — 1 Nullstellen haben kann,

gibt es mindestens ein z € F' mit ¢(z) = —1. Zusammengefasst ist die Sequenz
0 —— F*2 F* {£1} —— 0
exakt. Dies beweist die Aussage. 0

Proposition 2.12 Jeder endliche Korper F' hat Stufe < 2.

Beweis. Die Stufe s von F' ist endlich. Angenommen —1 wire kein Quadrat in F.
Seien also z1,...,7s € F mit —1 = 23 + 23 + ... + 22, Es gilt 2? + 22 ¢ F**, da
ansonsten s(F) < s wire. Mit der Annahme —1 ¢ F*?, folgt durch Lemma ,
dass ein z € F*? existiert mit

—1 = z(a] + 23).
Da z als Quadrat gewahlt wurde, ist —1 die Summe von zwei Quadraten. O

Korollar 2.13 Jeder nichtreelle Kérper K mit Stufe s(K) > 2 ist eine Q-Algebra.
Das heifit Q C K, bzw. char(K) = 0.

Beweis. Angenommen p = char(K) # 0, dann ist Z/pZ ein endlicher Unterkorper
von K. In diesem ist nach Proposition die —1 eine Summe von zwei Quadraten.
Also gilt s(K') < 2. Widerspruch. O
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2.2. Der allgemeine Fall

Theorem gilt nach Bemerkung nicht fiir beliebige Ringe.

Allgemeingiiltige Regeln zu finden ist schwer und nicht Ziel dieser Arbeit. Es soll
allerdings fiir jedes n € N ein konkreter (Integritéits-)Ring mit Stufe n gefunden
werden. Diese Aussage soll sogar soweit verscharft werden, dass es fiir jeden Ring R
mit Stufe co und jedes n € N eine R-Algebra mit Stufe n gibt. Doch kommen wir
zunachst zuriick zu dem Spezialfall R:

Theorem 2.14 Sei n € N. Dann ist die R-Algebra
Apg = Rlzy, ... 2] /(1 + 27+ ...+ 22) (5)
ein Integritdtsring und hat die Stufe s(A,g) = n.

Beweis. Fir den Beweis dieses Theorems ist einiges an topologischer Vorarbeit notig,
in welche unter anderem der Satz von Borsuk-Ulam einfliet. Der Beweis ist am Ende
von Kapitel [3] in zu finden. Siehe auch [Bl, S. 44 Thm. 2.3]. 0

Diese konkrete R-Algebra ist nicht nur aufgrund der Integritatseigenschaft von In-
teresse, sondern hat eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft:

Korollar 2.15 Sei A eine R-Algebra. A hat die Stufe s(A) < n € N genau dann,
wenn es einen R-Algebrenhomomorphismus A, g — A gibt.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass s(A) < n gilt. Seien a4, ..., a, € A, sodass
ai+...+a.=-1.

Definiere die Abbildung f: R[xy,...,z,] = A durch z; — a; mithilfe der universel-
len Eigenschaft des Polynomrings. Die Erkenntnis 1 + 2% + ... + z2 € ker(f) liefert
mit der universellen Eigenschaft des Quotienten einen R-Algebrenhomomorphismus
An,R — A.

Die umgekehrte Implikation wird durch Bemerkung und Theorem bewie-
Sell. 0

3. Die Stufe von topologischen Raumen
In diesem Kapitel wird eine Definition fir die Stufe von topologischen Réumen
entwickelt, der Zusammenhang mit der urspriinglichen Definition 2.1 hergestellt und

der Satz von Borsuk-Ulam bewiesen. Am Ende werden wir in der Lage sein, das
Theorem [2.14] zu behandeln.
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3.1. Der Satz von Borsuk-Ulam

Im Folgenden soll ein Beweis fiir den Satz von Borsuk-Ulam angegeben werden.
Wir benétigen unter anderem Wissen iiber Uberdeckungen, den reellen projekti-
ven Raum und Homologiegruppen. Fiir letztere sei eine Konstruktion dieser durch
n-dimensionale Simplizes und die zugehorigen Kettenkomplexe gefordert. Dabei fol-
gen wir den den Definitionen aus [2, Ch. 2, S.108-137]. Beim Leser setzen wir eine
fundierte Grundlage iiber die genannten Kapitel bzw. singulare Homologie voraus.
Zellulare Homologie wird in dieser Arbeit nicht von Bedeutung sein. Die wichtigsten
Aussagen und Definitionen sind im Anhang zu finden.

Der Beweis des Theorems und anschlieBendes Korollar wird analog zu [2, S. 174
ff.] gefiihrt.

Zunéchst wollen wir einen kurzen Uberblick iiber die geltenden Definitionen bzgl.
der singuldren Homologie machen:

Erinnerung 3.1 Sei X ein topologischer Raum.

Definiere Sing,,(X) := Homy,,(A™, X) als die Menge der stetigen Abbildungen von
dem n-dimensionalen Simplex in den Raum X.

Des Weiteren erklare fiir eine abelsche Gruppe A die Gruppe

Cn(X, A) ;= Z[Sing,,(X)] ®7 A,

wobei Z[Sing,,(X)] := @yesing, [x] Z die iiber Sing, (X) frei erzeugte abelsche Gruppe
ist.
Jedes Element = € C,, (X, A) kann als endliche Summe

k
ZE:ZGZ‘UZ'
i=1

interpretiert werden, wobei o; € Sing, (X) gilt und die Koeffizienten a; aus der abel-
schen Gruppe A stammen. Zudem zeigen einfache Zusammenhénge aus der Algebra
folgende Regeln:

e Esist a10¢9 + ag0¢g = (Cll + a2)00

o Falls sich die o; in obiger Summe paarweise unterscheiden, so ist diese Dar-
stellung (bis auf Kommutativitat von ,+“) bereits eindeutig.

o Sei fur alle o € Sing,,(X) eine Zuweisungen o — b, € B gegeben. Dies definiert
eindeutig einen Gruppenhomomorphismus C,,(X, A) — B ® A.

Diese Konventionen werden wir spater auch in den Beweisen verwenden.
Definiere nun fir n € N

dy: Cp(X,A) — Cph1 (X, A)
oc— Y (=1)'c 0 d;,.

i=1
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Hierbei bezeichne d;,,: A"t < A" die iiblichen Inklusionsabbildungen, die im An-
hang genauer erldutert sind. Die genaue Konstruktion der d,, wird im Folgen-
den kaum eine Rolle spielen.

Wir erhalten einen Kettenkomplex:

e Cn(X, A) I Oy (X A) — - — Oy (X, A) D Co(X, A) — 0.

Dass dies tatsdchlich einen Kettenkomplex darstellt, kann in [2, S. 108 f.] nachgelesen
werden. Zuletzt definiere

H,(X,A) :=ker(d,)/im(dp+1)
als die n-te Homologiegruppe des obigen Kettenkomplexes.

Wir leiten den Beweis fiir den Satz von Borsuk Ulam durch eine Bemerkung ein:

Bemerkung 3.2 Sei p: X — X eine zweiseitige Uberdeckung. Da die n-dim-
ensionalen Simplexe A" einfach zusammenhéngend sind und alle Voraussetzungen
fir das Liftingkriterium [B.4] erfiillen, gibt es fur jede stetige Abbildung o: A™ — X
genau zwei Liftsﬁ 51,62: A" — X. Definiere nun

70 Co(X, Zy) — Co(X,Zy)
o +—> 01+ 09.

Wie ublich sei

Ds - Cn(Xaz2) — On(Xu Z2)
oO+——>poo.

Die beiden Abbildungen bilden eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen
{0} —— C.(X,Zy) —— C.(X,Zy) 2 C,(X,Zy) —— {0} .

Beweis.

Py ist surjektiv: Da A" einfach-zusammenhéngend ist, folgt dies direkt aus dem Lif-
tingkriterium [B.4] Ist o: A™ — X eine stetige Abbildung, so existiert eine stetige
Abbildung 6: A" — X € C,(X,Zy) mit po & = 0.

T ist injektiv: Fiir zwei unterschiedliche stetige Abbildungen A™ — X sind die vier
zugehorigen Lifts paarweise verschieden. Durch die Regeln in Erinnerung folgt,
dass 7 injektiv ist.

im(7) = ker(p,): Ist : A" — X eine stetige Abbildung und sind oy, 05: A" — X
die dazugehorigen Lifts, so ist p.(7(0)) = p«(01) + p«(02) = 20 = 0. Das zeigt

6Siehe auch Bemerkung [B.5,
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im(7) C ker(p.).

Ein Element = € C,(X,Z,) kann geschrieben werden als: = Y7 | 6; mit n € N
und 6;: A" — X. Da die Koeffizientengruppe Z, ist, kann gefordert werden, dass
o1, ..., 0, paarweise verschieden sind. Ist p,(z) = 0, so gilt 0 = > | p.(d;) und da-
mit gibt es zu jedem ¢ ein j # 4, sodass p.(d;) = —p.(d;) = p«(d;). Nach Annahme
sind ¢; und ; zwei verschiedene Lifts von p,.(d;). Die Eindeutigkeit im Liftingkrite-
rium impliziert 6; + d; € im(7). Angewandt auf alle Summanden von z ergibt dies
im(7) D ker(p.).

Vertréaglichkeit mit d,: Die Vertréaglichkeit mit d,, kann durch triviales Nachrechnen
eingesehen werden. 0

Die Situation aus Bemerkung [3.2] liefert folglich eine lange exakte Sequenz in den
Homologiegruppen:
oo Hy (X, Z) = Hy (X, Z) 25 Hy (X, Zo) =5 Hy 1 (X, Zy) — - -

Eine Anwendung ergibt sich im nachfolgenden Theorem anhand von X = RP"
(n-dimensionaler projektiver Raum), X = S™ (n-dimensionale Sphére) und der ka-
nonischen Projektion p: S™ — RP™.

Theorem 3.3 Eine stetige Abbildung f: S™ — S™ mit der Eigenschaft f(—x) =
—f(x) fiir alle z € S™ hat ungeraden Grad.

Beweis. Ziel ist es, zu zeigen, dass
f*i Hn<Sn, ZQ) — Hn(Sn, Zg)

ZZQ :ZQ

ein Isomorphismus ist. Die Abbildung f hat dann ungeraden Grad (siehe z.B.|B.12)).
Um die Ausdriicke etwas zu verkiirzen, werden wir die Koeffizientengruppen Z, in
der Notation weglassen. Wir schreiben beispielsweise Hy(S™) statt Hy(S™, Zs). Die
Grundlage fiir den Beweis besteht aus zwei Schritten.

Zunéachst wollen wir die lange exakte Sequenz betrachten, die aus der zweiseitigen
Uberdeckung p: S™ — RP™ und der kurzen exakten Sequenz aus Bemerkung |3.2
hervorgeht. Wir erhalten:

oo — Hy(RP™) T Hy(S™) 25 H(RP™) % Hy_ (RP") — - - -

Durch [B.11] und [B.18 werden einige Vereinfachungen moglich gemacht. Diese statu-
ieren H,1(RP") =0 und Hy(S™) =0 fur k # 0,n. Far n > 1 gilt
=70

T T any P 0
0— H,(RP") % H,(S") — H,(RP") = H, 1(RP") —0—---

oo — 0 — H(RP") % Hy y(RP") — 0 — - - -
oo — 0 — H(RP™) =% Hy(RP™) =5 Ho(S™) 2% Ho(RP™) — 0,
— ~—— —

=70 =7 =7

wobei die angedeuteten Isomorphismen zu Zs von Theorem und Satz
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stammen. Die Exaktheit der Sequenz liefert zunédchst Hy(RP™) = Ho((RP") = Z
und induktiv Hy(RP™) = Hy,_1(RP") = Z, fiir k < n.
In der Teilsequenz
0 — H,(RP") T H,(5™) 2 H,(RP") - H,_{(RP") — 0 —» - --
—_———

————
7.9 =79

ist 0 surjektiv und 7 injektiv. Dies ist nur moglich, falls auch H,(RP™) = Zs.
Alle Terme in obiger langen exakten Sequenz sind daher entweder 0 oder isomorph
zu Zo und daher sind die enthaltenen Abbildungen Isomorphismen oder Nullabbil-
dungen. Es fallt auf, dass jedes ¢ ein Isomorphismus ist.

Fir n = 1 kénnen wir eine dhnliche Situation ableiten. Hier handelt es sich um
die Sequenz
0 — Hy(RPY) = Hy(SY) 2 H(RPY) %5 Hy(RPY) -5 Hy(SY) 25 Hy(RP') — 0.

—_— —_— L =
=79 =7 =Y 75

Auch p.: Ho(S') — Ho(RP') muss ein Isomorphismus sein, wodurch sich 0 =
7: Hy(RPY) — Hy(S') ergibt. Die Exaktheit impliziert, dass ¢ injektiv ist und
7: H(RP') — Hy(S") surjektiv. Erneut folgern wir, dass H;(RP'!) & Z, gilt und
sich Nullabbildungen und Isomorphismen in dem Diagramm fiir n = 1 abwechseln.

Im zweiten Teil wollen wir untersuchen, wie sich f auf die lange exakte Sequenz
auswirkt. Die Abbildung f induziert aufgrund von f(—x) = —f(z) eine stetige Ab-
bildung f: RP™ — RP". Folglich erhalten wir Abbildungen f,: Cy(S™) — Ci(S™)
und f,: Cx(RP") — Cx(RP™). Wir wollen zeigen, dass diese Abbildungen mit der
kurzen exakten Sequenz aus Bemerkung vertraglich sind, das heifft, dass das
Diagramm

0 —— Cp(RP") —— Cp(S") 2= CL(RP") —— 0

% | %

0 —— Cp(RP") —— Cp(S") 2= CL(RP") —— 0

kommutiert. Fiir das rechte Quadrat ist das die Definition p o f = f o p zusammen
mit den Definitionen von f, und p,.

Kommen wir zum linken Quadrat. Sei o: A¥ — RP" eine stetige Abbildung und
G1,09: A¥ — S" die beiden dazugehorigen Lifts. Wir haben die Abbildungen so
definiert, dass das Diagramm

Sn
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kommutiert. Folglich sind f o &4 und f o &, Lifts von f o 0. Falls f o &4 und f o &5
verschieden sind, muss nach Definition

T(f(0)) =1(foo) = fodi+ fods = fu(61+ &) = ful7(0))

gelten. In diesem Fall ist die Vertriglichkeit gezeigt. Sei z € A* mit &, (x) # G2(x).
Da aber po 61 = p o Gy gilt, muss folglich 61(x) = —&9(x) sein und deshalb ist
f(oa(z)) = —f(a1(x)) # f(1(x)), wodurch die Kommutativitat des linken Quadrats
gezeigt wurde.

Die Natiirlichkeit der langen exakten Sequenz impliziert, dass das Diagramm

oo — Hy(RP™) T Hy(S™) 25 H(RP™) =% Hy 1 (RP™) — - - -
IF L L7 i (6)
oo — Hy(RP™) T Hy(S™) 25 H(RP™) =% Hy (RP™) — - - -

kommutiert. Wir beweisen induktiv iber k, dass f.: Hp(S") — Hg(S") und
fo: Hy(RP™) — H(RP™) Isomorphismen sind.

Fiir £ = 0 folgt dies aus Basiswissen iiber die nullte Homologiegruppe Hy(S™), bzw.
der Konstruktion im Beweis des Satzes [B.13] Denn sei o: A® = {1} — S" ein
Erzeuger von Hy(S™). Da die Elemente f o o(1) und o(1) in der selben Zusammen-
hangskomponente von S™ liegen, gilt [f oo] = [0] € Hy(S™). Analoge Begriindungen
sind fiir RP™ moglich.

Sei n > k > 1. Im Diagramm [0] ist, wie oben erwahnt, § ein Isomorphismus, wes-
halb p, = 0 gilt und somit 7 bijektiv istﬂ. Die Induktionsvoraussetzung gibt zudem
an, dass f.: H,_;(RP") — H;_1(RP") ein Isomorphismus ist. Im rechten Qua-
drat von |§| befinden sich drei Isomorphismenﬂ, weshalb auch die vierte Abbildung
fo: Hy(RP™) — H,(RP") bijektiv ist. Fiir das linke Quadrat in @ kommt nun das
selbe Argument zu tragen, weshalb f.: Hp(S™) — H(S™) bijektiv ist.
Insbesondere ist f.: H,(S™) — H,(S™) ein Isomorphismus. O

Korollar 3.4 (Der Satz von Borsuk-Ulam) Fiir jede stetige Abbildung
g: S™ — R™ gibt es einen Punkt z € S™ mit g(z) = g(—x).

Beweis. Definiere

f: 5" —R"
z— g(z) — g(=2).

Offenbar gilt f(—x) = —f(z). Das Theorem ist bewiesen, falls f eine Nullstelle hat.
Angenommen im(f) C R"\{0}, so ersetze f mit der Abbildung h := ‘% S — Sl
welche immer noch stetig ist und obige Eigenschaft erfiillt. Wir erhalten eine Abbil-

dung S"~1 <5 §m 4 §n=1die nach Theorem [3.3 ungeraden Grad hat. Allerdings

"Da alle Terme 0 oder isomorph zu Zs sind, ist Surjektivitit und Injektivitit dquivalent.
8Zweimal § und einmal f
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ist die Inklusion S™"~! « S nullhomotopﬂ7 weshalb auch die Komposition mit h
nullhomotop ist. Da die Homologiegruppen unter Homotopie invariant sind, folgt,
dass obige Komposition Grad 0 hat. Widerspruch. 0

3.2. Involutionen und die Stufe von topologischen Raumen

Um die Stufe mit Topologie in Verbindung zu bringen, benétigen wir einige Defini-
tionen und Aussagen, die sich in diesem Unterkapitel an [5, Chapter 3 §3] anlehnen.

Definition 3.5 (Involution) Sei X ein topologischer Raum. Eine Involution auf
X ist eine stetige Abbildung

ix: X —X
mit der Eigenschaft ix? = idy.

Wir betrachten im Folgenden Tupel (X,ix) (bzw.(Y,iy)), wobei X (bzw. Y') ein
topologischer Raum und ix (bzw. iy) eine Involution auf dem entsprechenden Raum
ist.

Definition 3.6 (dquivariant) Eine stetige Abbildung
f: X —Y
heifit dquivariant beziiglich der zugehorigen Involutionen, falls
foix=iyof

Fiir eine dquivariante Abbildung f schreiben wir f: (X, ix)——(Y,iy). Ist klar,
welche Involutionen gemeint sind, werden diese spater auch weggelassen.

Bemerkung 3.7 (Die Kategorie der topologischen Rdume mit Involution)
Mit obiger Definition ist es moglich eine Kategorie zu bilden:

o Thre Objekte sind Tupel der Form (X, ix) mit X ein topologischer Raum und
1x eine Involution auf X.

o Die Morphismen sind dquivariante stetige Abbildungen.

Wir werden diese Kategorie TOPI nennen.

Beispiele 3.8

1. Sei X = R" oder X = S"~! die n— 1-dimensionale Sphére. Definiere fiir x € X:
i(x) := —x. Die Abbildung i bildet eine Involution auf X. Diese nennen wir
antipodale Abbildung und schreiben (X, —) statt (X, 1).
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Im
T
Re
T
(a) Die antipodale Abbildung (b) Die komplexe Konjugati-

auf St on auf C

Abbildung 1: Beispiele fir Involutionen
2. Die komplexe Konjugation auf C" bildet ebenfalls eine Involution.

Die Stufe von topologischen Rdumen kann nun eingefithrt werden.
Definition 3.9 Sei (X,i) € TOPI. Definiere die Stufe von (X, i) als

s(X,i) :=min{n € N | If: (X,i)——(S"" )}
mit der Konvention min()) = oo.

Bemerkung 3.10 Falls eine d4quivariante Abbildung ¢ : (X, i)—— (Y, j) fiir (X, 1),
(Y, 5) € TOPI existiert, so gilt s(X,7) < s(Y, 7).

Beweis. Sei f: (Y, j)—o—(S""1 —), dann ist fop : (X,i)——(S""1, —) und folg-
lich s(X,i) < n. 0

Das heifit die Stufe definiert einen Funktor s : TOPI — (NU o0, <) .

Wie folgendes Lemma zeigt, sind fiir die Stufe nur Involutionen ohne Fixpunkte
interessant.

Lemma 3.11 Sei (X,i) € TOPI. Die Existenz eines Fixpunktes von ¢ impliziert
s(X,i) = 0.

Beweis. Sei x ein Fixpunkt von i. Angenommen es gibe f: (X,i)—o—(S""! —).
Durch Definition von dquivarianten Abbildungen folgt

—f(z) e S™°1,

=
8
S~—
Il
—
—~
~.
B
Il

wodurch ein Widerspruch erzeugt wird. 0

9Zum Siid- bzw. Nordpol der Sphire.
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Theorem 3.12 (Version des Satzes von Borsuk-Ulam) Es gilt fiir allen € N
s(S™7 =) =n.

Beweis. Sei m < n. Falls f: (S"71, —)—o—(S™"!, —) eine dquivariante Abbildung
ist, so erhalten wir fiir ein beliebiges x die Gleichung

f(=z) = —f(z). (7)

Der Satz von Borsuk-Ulam angewandt auf f|gm impliziert, dass es ein x € S™ !
mit f(z) = f(—z) gibt. Das ist ein Widerspruch zu Gleichung [7} Deshalb ist
s(S™1) > n. Da die Identitat auf S"! eine dquivariante Abbildung ist, folgt das
Theorem. O

Nun ist die Stufe von topologischen Rdumen definiert. Wir wollen den Zusammen-
hang mit der Stufe von Ringen herstellen.

Definition 3.13 Sei (X,i) € TOPI. Definiere die R-Algebra von Funktionen auf
(X,i) als

Axi = Homrop((X, 1), (C,5)) = {f: (X,i)—=—(C,")}.
Zusammen mit punktweiser Addition und Multiplikation bildet Ax ; eine R-Algebra.
Bemerkung 3.14 Definition gibt einen kontravarianten Funktor
A = Homprop(_,(C,7)) : TOPI — RALG.
Dieser wird folgendermaflen definiert:

Auf Objekte: (X,1) — Ax;

f—fog

Dabei ist leicht zu tiberpriifen, dass ¢* ein R-Algebrenhomomorphismus ist.

Auf Morphismen: (g: (X,i)——(Y,j)) —> ( g Ay — Ax, )

Als Folge des Theorems von Borsuk-Ulam in Verbindung mit einigen Rechnungen,
erhalten wir folgendes Theorem:

Theorem 3.15 Sei (X,ix) € TOPI. Dann gilt
S<AX,iX) :S(X,ix). (8)

Insbesondere gibt es fir jedes n € Ny eine R-Algebra mit Stufe n.
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Beweis. In diesem Beweis sei i := /—1 die imagindre Einheit. In einem vorbereiten-
den Schritt wollen wir s(Agn-1_) < n zeigen. Fir @ = (z1,...,z,) € S*! definiere
fe(x) = i - pri(z) = iz fir k € {1,...,n}. Es gilt offensichtlich f;, € Agn-1 _.
Berechne

i+ @) =i (af+.. +a]) = ~1-[ja]| = ~1.

Hier bezeichnet || - || die Standardnorm auf R”. Damit ist s(Agn-1_) < n gezeigt.
In Gleichung[§]soll zunéchst ,,<* bewiesen werden: Falls f: (X, ix)——(S""1, —)
eine aquivariante Abbildung ist, erhalten wir durch Ausnutzung der Bemerkung
zunéchst einen R-Algebrenhomomorphismus f* : Agn-1_ — Ax,, und anschliefend
durch Bemerkung die Ungleichung s(Ax,;,) < s(Agn-1_) < n. Die Definition
der Stufe von topologischen Réumen liefert s(Ax;,) < s(X,ix).
Da nun ,<* gezeigt wurde, konnen wir ohne Beschrankung annehmen, dass
n:= s(Ax,,) endlich ist.
Nach Definition gibt es fi,..., fn € Axiy, = Homropr((X,ix), (C,%)) mit der Ei-
genschaft

P+ fP=—1

Seien p; = Re(f;) und ¢; = Im(f;) (fiir j = 1,...,n) der Real- und Imaginérteil von
f;- Fiir jedes € X gilt ¢;(z) # 0 fiir mindestens ein j € {1,...,n}, denn ansonsten
wiirde die Gleichung —1 = f,(2)? + ... + fu(2)? = p1(2)? + ... + pu(x)? gelter[]
Wir erhalten eine wohldefinierte und stetige Abbildung auf X:

qg: X — 5"
<QI(x)7 cee an(x))

RN Y F

Da f; fiir jedes j dquivariant (bzgl. ix und -) ist, gilt

flix(x)) = fi(x) = p;(x) — ig;(x).

Daraus folgt ¢;(ix(z)) = —g;(z). Wir erhalten ¢(ix(x)) = —q¢(x), wodurch ¢ als
dquivariante Abbildung (X,iy)—o—(S™, —) nachgewiesen wurde. Die Definition
der Stufe impliziert

s(X,ix) <n=s(Axiy)-

Dies beweifit das Theorem.
Fir n € Ny haben wir insbesondere die Gleichheit s(Agn-1_) = s(S" !, =) =n .o

10Djes stellt einen Widerspruch zu s(R) = oo dar.
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Obige Konstruktion ergibt einen Ring, bzw eine R-Algebra mit Stufe n. Dessen Ele-
mente lassen sich im Allgemeinen nur schwer beschreiben. Zudem bildet obiger Ring
keinen Integritdtsring. Dies sind nur zwei der Vorteile des konkreten Integritéatsring
des Theorem [2.14] welches im Folgenden bewiesen wird.

Theorem 3.16 (S. 44 Thm. 2.3 [5]) Sei n € N. Dann ist die R-Algebra
Apg =Rlzy, .. 2] /(1 + 23 + ..+ 22) (9)
ein Integritédtsring und hat die Stufe s(A, ) = n.

Beweis. Wir gehen dhnlich zu [5], S. 44 Thm. 2.3] vor. Der Beweis besteht aus zwei
Schritten. Zunéachst soll gezeigt werden, dass A, g tatséchlich ein Integritatsring ist,
anschliefend wird s(A4, g) = n bewiesen.

1. Es reicht nachzuweisen, dass o = 1+z?+...+ 22 prim in R[zy, ..., z,] ist. Da

Rlz1,...,z,] ein faktorieller Ring ist [3, S. 182 Thm. 2.3], folgt dies bereits,
wenn ¢ irreduzibel ist. Es soll Induktion iiber n verwendet werden.
Das Polynom x? + 1 ist irreduzibel in R[z], da es keine Nullstelle in R be-
sitzt. Da ¢ ein Grad 2 Polynom in dem Polynomring mit Koeffizienten in
R[x1, ..., x,_1] ist, ist die einzig mogliche Zerlegung durch ¢ = (z,,+c¢)(x,, —c)
mit ¢ € R[zy,..., 7, 1] gegeben. Damit ist aber ¢* =1+ 2% + ...+ 22_; und
mit der Induktionsvoraussetzung entsteht ein Widerspruch.

2. Da
[—1] = [23 + ... + 2]

in A, g gilt, kann s(A,r) < n abgeleitet werden.
Sei umgekehrt A eine R-Algebra mit Stufe n (z.B. die R-Algebra Agn-1_ aus
Theorem 3.15) und a4, ...,a, € A mit

a+.. . +al=-1€A

Definiere durch die universelle Eigenschaft des Polynomrings die R-lineare Ab-
bildung:

f:Rlzy,...,z,] — A
Ti — Q.

Die Eigenschaft 1 + 2?2 + ... + 22 € ker(f) liefert eine R-lineare Abbildung
A, r — A. Bemerkung impliziert s(A,g) > s(A) = n.
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4. Die Verallgemeinerung auf formal reelle Korper

Dieses Kapitel hat das Ziel, die erste wichtige Verallgemeinerung des Theorems [2.14]
zu erreichen. Am Ende werden wir wissen, dass fiir jeden formal reellen Korper K
die Stufe von

Apng = Klzy, ..., 2,/ (L+ 23 +...+22)

genau n betrdgt. Dies soll als eines der wichtigsten Ergebnisse aus dieser Arbeit
hervorgehen. Dafiir benétigen wir einige Kenntnisse iiber formal reelle Korper, ge-
ordnete Korper und dessen Zusammenhange. Fiir die Theorie geordneter Korper
orientieren wir uns hauptsachlich an [3, Ch. XI].

4.1. Geordnete Korper

Eine zentrale Rolle spielt die Definition des geordneten Korpers. Wir werden sehen,
dass ein Korper genau dann formal reell ist, wenn eine Ordnung auf ihm existiert.

Definition 4.1 (geordnete Korper) Ein Korper K ist geordnet durch eine Teil-
menge P C K, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

ORD1 K ist die disjunkte Vereinigung von P, —P := {—xz | x € P} und {0}.

ORD2 P ist multiplikativ und additiv, d.h. falls =,y € P, so ist auch x +y € P und
xy € P.

Man nennt P auch die Menge der positiven Elemente in K.

Proposition 4.2 (Eigenschaften von geordneten Korpern) Sei K ein geord-
neter Korper und P die dazugehorige Menge der positiven Elemente. Die Ordnung
hat die Eigenschaften

e 1€ P,
o K ist formal reell und insbesondere char(K) > 0 und
e z € P impliziert 27! € P.

Beweis. Es gilt wegen ORD1 entweder 1 € P oder —1 € P. Falls —1 € P, so ist
wegen ORD2 auch (—1)? = 1 € P. Widerspruch. Dies beweist die erste Aussage.

Mit demselben Argument zeigt man fiir jedes z € K \ {0}, dass 2% € P gilt. ORD2
impliziert, dass Quadratsummen immer in P liegen und wegen der ersten Figenschaft
nie —1 ergeben. Wire des Weiteren x € P und 27! ¢ P, so gilt —z~! € P und
deshalb —1 =z - (—z~') € P. Dies wurde oben ausgeschlossen. 0
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Bemerkung 4.3 Ist K ein geordneter Korper, so definiert die Relation
r<ysy—ze PU{0}

im iiblichen Sinne eine totale Ordnungsrelation auf K, die mit den Korperaxiomen
vertraglich ist. Das heif3t:

e Die Ungleichung a < b impliziert a +c¢ < b+ c.
e Ist a < bund ¢ > 0, so gilt auch ac < be.

Diese Eigenschaften sind leicht zu tiberpriifen.

Beispiel 4.4 Aus den obigen Eigenschaften fiir geordnete Korper folgt sofort, dass
auf Q genau eine Ordnung existiert. Das ist die {ibliche Ordnung auf Q.

Lemma 4.5 Sei K ein formal reeller Korper. Falls a € K, so ist K(y/a) oder
K (y/—a) formal reell.

Beweis. Falls \/a € K oder \/—a € K gilt, ist die Aussage trivial. Sei also v/a, /—a &
K gefordert. Wir bemerken, dass das Produkt zweier Quadratsummen wieder eine
Quadratsumme isﬂ.

Angenommen K (y/a) ist nichtreell, so gibt es n € Nund a;,b; € K firi=1,...,n
mit

—1= Z(ai + Vab)? = Za? + ZQaibi\/E + aZb?.

Da die Korpererweiterung K C K (y/a) den Grad 2 hat, folgt unmittelbar
—1=> a;+ad b} (10)

Ist a eine Summe von Quadraten in K, so beweist Gleichung[10]und die Bemerkung
am Anfang des Beweises, dass —1 eine Quadratsumme in K ist. Widerspruch. K (v/a)
ist formal reell.

Falls a keine Quadratsumme ist, so erreichen wir durch Umstellen von

LY (14 a) 307
DT (32, 07)*

Dabei gilt 3°; b? # 0, da ansonsten —1 mit Gleichung |10 eine Quadratsumme in K
ist. Erneut kann die Bemerkung am Anfang des Beweises verwendet werden, um zu
zeigen, dass —a eine Summe von Quadraten in K ist. Der Austausch von a mit —a
im Beweis ergibt, dass K (y/—a) formal reell sein muss. o

"Dies kann durch elementares Ausmultiplizieren gesehen werden.
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Definition 4.6 (reell abgeschlossen) Ein formal reeller Korper L heifit reell ab-
geschlossen, falls fiir jede algebraische Korpererweiterung L C L', sodass L' formal
reell ist, bereits L' = L gilt.

Ein reeller Abschluss eines Korpers K ist eine algebraische Korpererweiterung K C
K, sodass K reell abgeschlossen ist.

Theorem 4.7 Sei K ein formal reeller Kérper. Dann existiert ein reeller Abschluss
von K. Falls R ein reell abgeschlossener Korper ist, so hat R eine eindeutige Ord-
nung, welche durch P := R*\ {0} = {2? | x € R\ {0}} gegeben ist.

Beweis. Fur die Existenz des reellen Abschlusses, wollen wir das Lemma von Zorn

anwenden (siehe [B.1]).
Wihle einen algebraischen Abschluss K von K. Wir betrachten die Menge

P ={K'| K' ist eine algebraische und reelle Kérpererweiterung von K und K’ C K}

zusammen mit der Halbordnung ,,C*“ Da P eine Teilmenge der Potenzmenge von K
ist, ist klar, dass P eine Menge isﬂ. Sei T C P eine total geordnete Teilmenge von
P. Aufgrund von K € P, konnen wir T' # () annehmen. Definiere

L= U K.
K'eT

Wir wollen zeigen, dass L eine obere Schranke von T ist. Dies ist klar, falls L € P
gilt.

o L ist ein Korper: Fiir je zwei Elemente x,y € L existieren K, Ko € T mit
r € Kyundy € Ky. DaT total geordnet ist, kann ohne Beschrankung K7 C Ky
angenommen werden. Die Addition bzw. Multiplikation von z,y in L wird als
die Addition bzw. Multiplikation von z,y in K definiert. Es ist leicht zu
iiberpriifen, dass L ein Korper ist.

o L ist algebraisch iiber K: Jedes x € L kann als Element eines iiber K alge-
braischen Korpers gesehen werden. Deshalb ist x algebraisch tiber K.

o List reell: Falls —1 = 22 +...+22 in L gilt, so gibt es fiir i = 1,...,n Kérper
K; € T, sodass x; € K;. Aufgrund der totalen Ordnung auf 7T existiert das
Maximum der Kj;. Das heifit, dass es ein i € {1,...,n} gibt, sodass K; C K;
fir j = 1,...,n. Fir jedes j folgern wir z; € K,;, was einen Widerspruch
darstellt, da K; nach Voraussetzung formal reell ist.

Das Lemma von Zorn impliziert die Existenz eines maximalen Elements K in P.
Dieses ist ein reeller Abschluss von K.

2Djes ist zwingend notwendig fiir das Lemma von Zorn.
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Sei R ein reell abgeschlossener Korper. Wir wollen zeigen, dass durch P := R?\ {0}
eindeutig eine Ordnung auf R definiert wird. Wéhle ein beliebiges a € P. Angenom-
men —a ware ein Element von P, dann ist —1 = - ein Quadrat. Dies ist nicht
moglich, da R formal reell ist. Nun sind zumindest P, {0} und —P disjunkt. Sei
a € K\{0}. Wir kénnen durch das Lemma [4.5|folgern, dass \/a € R oder v/—a € R.
Dies bedeutet a € P oder a € —P. Die Additivitat und Multiplikativitdt von P kann
leicht eingesehen werden. Die Menge P definiert also tatsédchlich eine Ordnung auf
R.

Die Ordnung P ist eindeutig, denn ist P’ eine weitere wohldefinierte Menge von
positiven Zahlen in R, so ist aufgrund obiger Eigenschaften P = R* C P’. Da aber

R = PU—PU{0} = P'U—P'{0} gilf’] miissen P und P’ bereits iibereinstimmen.n
Korollar 4.8 Jeder formal reelle Korper K besitzt eine Ordnung.

Beweis. Sei K ein reeller Abschluss von K und P C K die dazugehorige eindeutige
Ordnung. Die Menge K N P definiert eine Ordnung auf K. 0

Bemerkung 4.9 Im Allgemeinen ist der reelle Abschluss eines formal reellen Kor-
pers K nicht eindeutig. Ebenso konnen verschiedene Ordnungen auf K existieren.

Beispiel 4.10 Es existiert ein reeller Abschluss @ von Q, der als Teilmenge von R
aufgefasst werden kann.

Beweis. Sei Q C C ein algebraischer Abschluss von Q und R := RN Q. Nun ist
bekannterweise R ein Korper und R ist algebraisch tiber Q. Zudem ist R ein formal
reeller Korper, da er Teilmenge von R ist. Wéhle einen reellen Abschluss Q c Q von
R. Da die Eigenschaft algebraisch zu sein transitiv ist, ist @ ein reeller Abschluss
von Q.

Angenommen es gibe z = a + ib € Q mit a,b € R und b # 0. Das Element z ist
algebraisch iiber Q. Folglich ist Z = a —ib € Q und somit ist sowohl a = s(z+17) als
auch b = *=¢ algebraisch iiber Q. Es folgt a,b € RN QcC @ Damit ist ¢ € @, was

einen Widerspruch darstellt, da Q nach Definition formal reell ist. Es gilt folglich
Q=RNQ. O

Es kann sogar gezeigt werden, dass zu einem geordneten Korper ein bis auf Iso-
morphie eindeutiger reeller Abschluss existiert, der die Ordnung erhalt [2, S. 455 f,
Thm. 2.9 und Thm. 2.11]. Daher ist Q = RNQ bis auf Isomorphie der einzige reelle
Abschluss von Q. Fir diese Arbeit wird nur die Existenz eines reellen Abschlusses
@ C R relevant sein.

BDabei steht U fiir die disjunkte Vereinigung.
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4.2. Artin-Lang-Homomorphiesatz

Wir wissen, wie die Stufe von Algebren mithilfe von Ringhomomorphismen abge-
schatzt werden kann. Allerdings fehlt eine Moglichkeit, Homomorphismen von formal
reellen Korpern nach R anzugeben. Eine zentrale Rolle wird folgende Version des
Artin-Lang-Homomorphiesatzes spielen:

Theorem 4.11 (Artin-Lang-Homomorphiesatz) Sei k ein Kérper und K =
k(oq, ..., ) eine endlich erzeugte geordnete Korpererweiterung von k. Des Weite-
ren sei R ein reeller Abschluss von k, sodass R die gleiche Ordnung auf k induziert,
wie K. Dann gibt es einen Homomorphismus

¢ klag,...,a,] — R.

Beweis. Siehe [3, S. 457 Thm. 3.1]. O

4.3. Die Stufe von A, g
Theorem 4.12 Sei K ein formal reeller Kérper und

Apg =Koy, ...,z /(1+ 27+ ...+ 22).
Die K-Algebra A, g ist ein Integritatsring mit s := s(4, k) = n.

Beweis. Die Begriindung, dass A, x ein Integritatsring ist, funktioniert analog zu
Theorem 2.14l Da

—1=[m]?+... +[z,]?

in A, x gilt, ist s(A, k) < n.

Angenommen s(A,, ) wére kleiner als n. Folglich gibt es fi, ..., foo1 € Klz1, ..., 2],
sodass

—1= [f1]2 + ...+ [fn_1]2 € An,K- (11)
Seien rq,...,r, € K alle Koeffizienten der Polynome fi,..., f,—1 und

K:=Q(r,...,tm) CK

der tiber Q endlich erzeugte Unterkorper von K. Als Unterkorper eines formal reellen
Kérpers ist K ebenfalls formal reell und besitzt nach Korollar eine Ordnung.
Wir bemerken, dass nach Beispiel [£.4] die Ordnung auf Q emdeutlg ist und deshalb
sowohl K als auch ein reeller Abschluss Q CcR dleselbe Ordnung auf Q induzieren.
Die Anwendung des Artin-Lang-Homomorphiesatz auf k = Q und R = Q liefert

einen Homomorphismus

A

0: A:=Q[r,...,tm] — QCR.
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Betrachte den Ring Ry := A1, ..., 2,]/(1+23+. . 422). Esist [fi],...,[fn1] € Ra,
weshalb die Gleichung auch in R4 gilt und somit s(R4) < n — 1 ist. Durch ¢
und die Zuweisung z; — x; kann ein Ringhomomorphismus ¢ : R4 — A, g definiert
werden. Bemerkungund Theoremimplizieren n=s(A,r) <s(Ra) <n—1.
Dies ist ein Widerspruch. O

Bemerkung 4.13 Interessant ist es auch den Quotientenkorper von A, x zu be-
trachten. Dieser ist durch

L= Quot(A, k) = K(z1,..., 251, \/(—(1 +2i+ .. +22))

gegeben. Durch Erganzung einer unbestimmten Variable y erhalten wir

L(y) 2 K(21, ... w01, g,y (~(L+ 2] + .+ 22 )
- K(mla vy n—1,Y, \/(_<y2 + l'% +.o+ x%*l)))

was genau dem Korper aus Theorem entspricht. Beispiel impliziert s(L) =
s(L(y)). Die Stufe von L ist also die grofite Zweierpotenz kleiner gleich n. Diese
Konstruktion ist auch in [5] als Punkt (3) im Beweis von Theorem 2.3 auf Seite 44
zu finden.

5. Weitere Verallgemeinerungen

Nun ist die Grundlage geschaffen, die letzten Verallgemeinerungen der Theoreme
und zu beweisen. Ziel ist es zu zeigen, dass genannte Aussagen auch fur
Ringe R mit Stufe s(R) = oo gelten.

Dazu wird in zwei Schritten ein Ringhomomorphismus von einem Ring mit Stufe
oo zu einem formal reellen Korper konstruiert. Im ersten Schritt ist das Ziel einen
Ringhomomorphismus in einen Ring R anzugeben, in dem die 0 nur trivial als Qua-
dratsumme geschrieben werden kann.

5.1. Der erste Schritt

Im Folgenden sei R ein Ring mit Stufe s(R) = oc.
Durch eine Konstruktion mithilfe eines Quotienten von R wird ein Ring R angege-
ben, sodass

n
Z a? =0 ¢€ R bereits a; =0 fiir alle i = 1,...,n impliziert.
i=1

Zunéchst interessieren wir uns fiir ein Ideal, welches alle ,,problematischen Elemente
enthélt.
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Lemma 5.1 Es ist

In:={r€R|3IkeNund z1,...,2, € Rmit 0 =2+ > z7}

ein Ideal von R mit Iy # R.

Beweis. Seien x,y € Igr und z1,..., 2, Y1,...,Ym passende Elemente in R mit der
Eigenschaft

0=a"+> a7 =y"+> v
Dann gilt
(z+y)°+@—y)*+2D a7 +2> vy}
=207+ 2y +2> 27 +2) Yy =0+0=0.

Es folgt x +y € Ig.
Ist r € Rund x € I, so wihle zq, ..., x; wie oben und folgere

(ro)* + Z(rwi)g =r?(2? + fo) = 0.

Dies impliziert rx € Ig.
Offenbar ist 0 € I, weshalb I # (). Die Menge Iy ist folglich ein Ideal.
Angenommen 1 € [, dann gibe es xq,..., 7, € R mit

k
0=1"+) zi.
i=1

Also wére die Stufe von R kleiner oder gleich k, was einen Widerspruch zu s(R) = oo
darstellt. O

Satz 5.2 Im Ring R:= R/+/Ig, kann die 0 nur trivial als Quadratsumme geschrie-
ben werden. Dabei ist /Ir das Radikal von I.

Beweis. Angenommen es gibt 1, ..., 1z, € R\ Iz mit [z1]* + ...+ [2,)> =0in R.
Waiéhlen wir £ € N grof§ genug, so ist

(34 ... +22)F € I
Das heif}t es existieren z1, ..., 2, € R mit
(21 +...+a2)*+ Y 2 =0.
i
Nun ist (v3+4...+22)% eine Quadratsumme, wobei ein Summand (23¥)? entsprich{]

Folglich ist 2% € Iy, was bedeutet, dass z; € y/Ig. Daher ist [x;] = 0 in R. Dies
steht im Widerspruch zur Annahme. 0

14Dies kann beispielsweise durch Ausmultiplizieren gezeigt werden.
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Korollar 5.3 Die kanonische Abbildung R — R ist eine Abbildung von einem Ring
mit Stufe oo zu einem Ring, in dem die 0 nur trivial als Quadratsumme geschrieben
werden kann.

5.2. Der zweite Schritt

Sei im Folgenden R ein Ring, in dem die Null nur trivial als Quadratsumme darge-
stellt werden kann, d.h. 3=, a? = 0 impliziert a; = 0 fiir alle i. Des Weiteren definiere
S := {z € R | x ist kein Nullteiler} mit der Konvention, dass 0 ein Nullteiler ist.
Wir konstruieren einen Ringhomomorphismus

R— K
in einen formal reellen Korper K.
Lemma 5.4 S ist eine multiplikative Teilmenge von R.

Beweis. Offenbar gilt 1 € S. Angenommen ab ist ein Nullteiler fir a,b € S, dann
gibt es ¢ € R\ {0}, sodass 0 = (ab)c = a(bc). Es ist aber bc # 0, da b kein Nullteiler
ist und deshalb ist a ein Nullteiler. Widerspruch. 0

Dies gibt uns die Moglichkeit zu lokalisieren:

Lemma 5.5 Definiere Rg := S™'R als die Lokalisierung von Ran S. In Ry kann
0 nur trivial als Quadratsumme dargestellt werden.

Beweis. Sei angemerkt, dass die kanonische Abbildung R — Ry injektiv ist, weil S
keine Nullteiler enthalt. Angenommen es gibt aq,...,a, € Rund by,...,b, € S mit

() e (-0

Dann ist
2 2
ap\? an\?2\ & .o
by bn i=1 i#1 i#n
eine Quadratsumme in R. Somit ist fiir i = 1,...,n, da in R die 0 nur eine triviale

Quadratsumme sein kann, die Gleichung

CLiHbj:O

i

erfiillt. Weil kein b; ein Nullteiler ist, folgt a; = 0 fiir jedes 7. Die Quadratsumme in
Gleichung [12 war bereits trivial. O
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Satz 5.6 Sei m C fis ein maximales Idea. Der Korper K = ]:25 /m ist formal
reell.

Beweis. Angenommen es gibt z1,...,x, € K mit
[ + ...+ [z.)> =[-1] € K.
Folglich existiert ein x € m mit
2+ ... 422 =—-1+z¢€Rs. (13)

Sei bemerkt, dass x ein Nullteiler sein muss, denn ansonsten wére nach Konstruktion
von S das Element z eine Einheit. Also gibt es ein ¢ € Rg \ {0} mit cz = 0.
Multipliziert man Gleichung [13| mit ¢2, so erhélt man

(cx1)* + ...+ (cxn)’ + & = = 0.

Da ¢ # 0 gilt, ist dies eine nichttriviale Quadratsumme, die die Null darstellt. Ein
Widerspruch zu Lemma [5.5] O

Es folgt die gewtlinschte Aussage:

Korollar 5.7 Sei R ein Ring mit Stufe s(R) = oo. Wir erhalten einen Ringhomo-
morphismus

p:R— K
in einen formal reellen Korper K.

Beweis. Definiere ¢ als die Verkniipfung der Abbildung R — R aus Korollar
und den kanonischen Abbildungen R — RS — RS /m mit der Notation aus Satz
und Lemma [5.5] 0

Das in dieser Arbeit erzielte Theorem kann nun bewiesen werden:

Theorem 5.8 Sei R ein Ring mit Stufe s(R) = co. Dann hat fiir alle n € N die
R-Algebra

Apri= Rz, ...,z /(1 + 2]+ .. +122)
die Stufe s(A, r) = n.

Beweis. Wie in Theorem ist ,<* trivial.

Wiéhle nach Korollar einen Ringhomomorphismus ¢ : R — K in einen for-
mal reellen Korper K. Dieser induziert durch die Zuweisung z; — x; einen R-
Algebrenhomomorphismus

Rlzy,...,m,) /(0 4+ 23+ .. +22) = A g — Apg = Klzr, ... z) /(L + 27 + ...+ 22).

Eine Anwendung von Bemerkung [2.3] zusammen mit Theorem [£.12] ergibt
s(Anr) > s(An k) =n O

15Die Existenz begriindet sich mit dem Lemma von Zorn.
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6. Ausblick: Die Stufe von Algebren iiber nichtreellen
Korpern

Es wurde die Stufe der R-Algebra R[zy,...,x,]/(1 + 2% + ... + 22) fiir alle Ringe
mit s(R) = oo untersucht. Welchen Einfluss haben jedoch Ringe mit Stufe < oco?
Fiir Ringe mit ,kleiner” Stufe kann diese Frage direkt beantwortet werden:

Satz 6.1 Sei R ein Ring mit endlicher Stufe und n € N, sodass s(R) < n. Die Stufe
von A, r erfiillt die Gleichung

s(Anr) = s(R).

Beweis. Seien eq,...,e, € R, sodass e% + ...+ ei = —1. Die Zuweisung x; — e;
induziert einen R-Algebrenhomomorphismus

Rlzy,...,z,)]/(1+23+... +22) = R.

Bemerkung [2.3] liefert die Ungleichung s (A4, ) > s(R). Durch die kanonische Ab-
bildung R — A, g und erneut Bemerkung [2.3| folgt s(A4, r) < s(R). O

In dieser Arbeit bleibt folgende Frage offen:
Was ist die Stufe von R[x1,...,2,]/(1+ 23+ ...+ 22), falls s(R) > n ?
Allerdings sei folgende Anwendung von Kapitel [1] bemerkt:

Korollar 6.2 Sei K ein Korper und n = 2* eine Zweierpotenz mit n < s(K). Dann
ist

s(Apr) = s(K[x1,...,2,]/(1+ 2]+ ... +22)) =n.

Beweis. Die Ungleichung ,,<“ ist wieder klar. In den Féllen s(K) = oo und n = s(K)
ist dies Theorem .12 bzw. Satz [6.1]

Wir nehmen s(K) > n an. Durch Theorem [2.8) zusammen mit der anschlieBenden
Bemerkung wissen wir, dass der Korper

L= K(:L’l,...,xn)(\/—(x%—i—.-.+$%))

die Stufe n hat. Erklare ¢ : K — L als die kanonische Abbildung. Wie in Theo-
rem induziert dies eine Abbildung A, x — A, . Bemerkung impliziert
s(An k) > s(A,,1). Doch nach Satz [6.1] gilt s(A,, 1) = n, was die Aussage beweist.

Die Beweisidee des Korollars bietet noch mehr:
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Proposition 6.3 Fur einen gegebenen Ring R und eine natiirlichen Zahl n < s(R)
existiert eine R-Algebra mit Stufe n genau dann, wenn s(A,, ) = n gilt.

Beweis. Falls es eine R-Algebra A mit Stufe s(A) = n gibt, so nimmt diese zusam-
men mit der kanonischen Abbildung R — A den Platz des Korpers L im Beweis
von [6.2] ein. Die umgekehrte Implikation ist klar. O

Ob diese Bedingung fiir alle Ringe zutrifft, ist unklar. Viele der in der Arbeit ver-
wendete Strategien bendtigen Stufe oo, um Abbildungen nach R zu konstruieren.
Allerdings ist es ist unmoglich, einen Ringhomomorphismus von einem Ring der
Stufe < oo in einen Ring mit Stufe co anzugeben.
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A. Notationen

A.1. Symbole
Symbol Bedeutung
N Natiirliche Zahlen einschliefSlich 0

/ Ganze Zahlen

R Korper der reellen Zahlen

C Koérper der komplexen Zahlen

Zsy Die Gruppe Z/27

Sn Die n-dimensionale Sphire C R"+!
RP™ | Der n-dimensionale projektive Raum S™/ ~:

Mit iz ~y < x=—yfirz,ye S
A" Der n-dimensionale Simplex

{£1}

Die Gruppe mit Elementen 1 und —1
und iiblicher Multiplikation

A.2. Kategorien

Kategorie Erklarung

RING Kategorie der Ringe:

Objekte: Ringe
Morphismen: Ringhomomorphismen

RALG Kategorie der R-Algebren:

Objekte: R-Algebren
Morphismen: R-Algebrenhomomorphismen

(NU {0}, <) | Kategorie induziert durch <:

Objekte: N
Morphismen:

falls n <
Fir n,m € N ist Hom <)(n,m) = {} falls n < m
a 0 sonst

Mit der Konvention n < oo fir alle n € N

TOPI Kategorie der topologischen Raume mit Involution

Objekte: Tupel (X, 1)
mit X ein topologischer Raum und ¢ eine Involution auf X
Morphismen: stetige dquivariante Abbildungen
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B. Aussagen und Beweise

B.1. Das Lemma von Zorn

Theorem B.1 (Lemma von Zorn) Sei (P, <) eine halbgeordnete Menge, in der
jede Kette eine obere Schranke hat. Dann enthélt P ein maximales Element.

B.2. Topologische Definitionen und Aussagen
B.2.1. Uberdeckungen

Fiir dieses Kapitel sei die Referenz [2, S.56 Chapter 1.3] gegeben.

Definitionen B.2 Seien B, E topologische Rdume und p : F — B eine stetige
Abbildung.

o p heiBt Uberdeckung von B, falls fiir jeden Punkt b € B eine offene Umgebung
U von b und eine Menge F' (ausgestattet mit der diskreten Topologie) existiert,
sodass p~!(U) homeomorph zu F' x U (ausgestattet mit der Produkttopologie)
ist und das Diagramm

p(U)—=—5FxU
™ /

kommutiert.
o pist eine zweiseitige Uberdeckung, falls F' = {1,2} als Menge.

Definition B.3 Ein topologischer Raum heiit einfach-(weg)zusammenhéngend, falls
er wegzusammenhangend ist und die Fundamentalgruppe trivial ist. Fiir eine Defi-
nition der Fundamentalgruppe siehe |2, Chapter 1].

Wir benutzen folgende (abgeschwéchte) Version des Liftingkriteriums:

Satz B.4 (Liftingkriterium fiir Uberdeckungen) Seien X, B, E topologische
Raume, X einfach-zusammenhangend, zusammenhéngend und lokal wegzusammen-
héngendﬂ 19 Sei zudem p : E — B eine Uberdeckung und f: X — B eine stetige
Abbildung. Des Weiteren seien e € E und x € X, sodass f(x) = p(e). Dann gibt es
genau eine stetige Abbildung f : X — E, sodass f (z) = e und folgendes Diagramm
kommutiert:

E

F A
77 s

XLB

Ein solches f nennen wir Lift von f.

16D h. es gibt beliebig ,kleine“ wegzusammenhingende Umgebungen eines jeden Punktes.
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Beweis. Dieser Satz kann leicht mit den Propositionen 1.33 und 1.34 auf Seite 61
und 62 im Buch von Allen Hatcher [2] abgeleitet werden. O

Bemerkung B.5 Nehmen wir in Notation von Satz an, dass p eine zweiseitige
Uberdeckung ist. Dann gibt es fiir festgesetztes b € im(f) N im(p) genau zwei (ver-
schiedene) Elemente e, ey € F mit p(e1) = p(ez) = b. Ist im(f) Nim(p) # 0, so gibt
es genau zwei Lifts von f. Diese sind nun unabhéngig von den Wahlen von = und e
in Satz [B.4l

B.2.2. Die n-dimensionalen topologischen Simplizes A"

Ein wichtiges Hilfsmittel um einen Zusammenhang zwischen topologischen Rau-
men und der Definition von den Homologiegruppen herzustellen sind die n-
dimensionalen topologischen Simplizes A™:

Definition B.6 Fir ein n € N definiere
A" = {(z1,...,2,) € R"| inzl ; x; > 0},

Die Topologie auf A™ sei durch die Topologie auf R" gegeben. Zudem gibt es fiir
jedes nund ¢ € {1,...,n} eine (stetige) Inklusionsabbildung:

Gim: AT s AP
(l’l,...,l‘n_l) — (ZEl,...,ZL‘Z‘_l,O,l‘Z‘,...,iL‘n).

Falls klar ist, was n ist, schreiben wir auch ¢; statt d;,. Die n-dimensionalen topolo-
gischen Simplizes A" sind einfach-zusammenhéngend, zusammenhéangend und lokal
wegzusammenhéngend. Siehe auch [2, Chapter 2.1] als Referenz.

B.2.3. Kettenkomplexe

In diesem Unterkapitel soll kurz der Begriff Kettenkomplexr wiederholt werden.

Definition B.7 Ein Kettenkomplex (von abelschen Gruppen) ist eine Familie (G, ),ez
von abelschen Gruppen zusammen mit Abbildungen d, : G,, — G, _1, sodass fir
alle n € Z gilt d,,_1 o d,, = 0. Fiir diesen Kettenkomplex schreibt man auch C,

Des Weiteren definieren wir die n-te Homologiegruppe von C\ als

H,(C,) = ker(d,)/ im(dp+1)-
Dies ist wohldefiniert aufgrund der Bedingung im(d,, 1) C ker(d,)

Definition B.8 Eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

0 C, D, E, 0
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besteht aus kurzen exakten Sequenzen

0 Ch D, E, 0
fiir jedes n € N, sodass diese vertraglich mit den Abbildungen d,, sind.

Proposition B.9 Eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

0 c, - D, 2 F, 0

induziert eine natirliche lange exakte Sequenz in den Homologiegruppen, die gege-
ben ist durch

. —— H,(C,) — = Hn(D,) 2 H,(E.) —>— H,_1(C,) — -+,

wobei ¢ ein Gruppenhomomophismus ist.

Beweis. Siehe [2, S. 117 Thm. 2.16] 0

B.2.4. Singuliare Homologie

Sei X ein topologischer Raum. Wir wollen nun mit den Konstruktionen aus [B.2.2
einen Kettenkomplex konstruieren, der auf X basiert.

Sei dazu Sing,, (X) = Homy,, (A", X) die Menge der stetigen Abbildungen von dem
n-dimensionalen Simplex in den Raum X.

Des Weiteren definiere fiir eine abelsche Gruppe A

Cn(X, A) := Z[Sing, (X)] ®z A,

wobei Z[Sing,,(X)]: = @, ecsing, [x] Z die iiber Sing,, (X) frei erzeugte abelsche Grup-
pe ist. Diese stellen bereits die abelschen Gruppen fiir unseren Kettenkomplex dar.
Definiere nun nur fir n € N:

dy : Co(X, A) — Ci(X, A)

n
o +— Z(—l)ia ¢} 5i,n‘
i=1
Nun erhalten wir einen Kettenkomplex

Co(X, A) 2% Oy (X, A) — - — Oy(X, A) 2 Cy(X, A) — 0.

Dass dies tatsdchlich einen Kettenkomplex darstellt, kann in [2, S. 108 f.] nachge-
lesen werden. Zuletzt definiere H, (X, A) als die n-te Homologiegruppe des obigen
Kettenkomplexes.

Diese Homologiegruppen haben einige Eigenschaften, die wir ohne Beweise wieder-
holen wollen. Ein Verweis hierzu ist [2, Ch. 2].
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Proposition B.10 (Homotopieinvarianz der Homologiegruppen) Sind X und
Y zwei zueinander homotope topologische Raume, so gilt fiir alle n € N:

H,(X,A)= H,(Y,A)

Beweis. Siehe [2, S. 111 Cor. 2.11] und die Verallgemeinerung ,,Homology with Co-
efficients® in 2, S. 153] 0

Theorem B.11 (Die Homologiegruppen der Sphire) Fiir die n-dimensoionale
Sphéare S™ und eine abelsche Gruppe A gilt

H,,(S™, A) =

A falls k =0,n.
0 sonst.

Beweis. Dies ist [2, S. 114 2.14] zusammen mit der Verallgemeinerung ,,Homology
with Coefficients in [2], S. 153]. O

Lemma B.12 Sei (G,-) eine Gruppe Falls f: S¥ — S* eine stetige Abbildung
mit Grad n ist, so ist die induzierte Abbildung f, : H,(S*,G) — H,(S*, G) die
Multiplikation mit n, also f.(z) =g ... x.

—

n-mal

Beweis. [2, S.154, Lemma 2.49] O

Satz B.13 Sei X # () ein wegzusammenhiangendner Raum und A eine abelsche
Gruppe. Dann gilt

Ho(X, A) = A.

Beweis. Wir betrachen den relevanten Teil des Kettenkomplexes fiir X, der durch
D (X, A) B Op(X,A) —— 0

gegeben ist. Es ist Co(X, A)/im(d;) = A zu zeigen. Die stetigen Abbildung o : Al =
[0,1] — X sind genau alle Wegd"|in X. Die stetigen Abbildungen 7 : A = {1} — X
sind durch die Elemente von X gegegben™ Die Abbildung d; schickt ein o genau
auf die Differenz von Anfangs- und Endpunkt™] Fiir ein festes € X liegt daher
die Abbildung 7 : {1} — X mit 7(1) := 2 nicht im Bild von d; (und somit auch
g7 & im(dy) fur ein g € A). Wir erhalten einen injektiven Gruppenhomomorphismus

17Also stetige Abbildungen [0,1] — X
8Durch die eindeutige Identifizierung von 7 durch 7(1)
9 Also auf o(0) — o(1)

Lukas Krinner Bachelorarbeit, SoSe 2021



B AUSSAGEN UND BEWEISE 40

¢ : A= Hy(X,A) gegeben durch g — g7. Wir miissen nur noch Surjektivitat zeigen.
Sei 7(1) =y mit y € X. Da X wegzusammenhéngend ist, gibt es einen Weg o von
y nach z. Damit ist 7 — 7 € im(d;) und folglich gilt

[ =[]+ 7] = [7] = [7]
in Hy(X, A), was die Surjektivitat beweist. O

Bemerkung B.14 Mit wenigen Erganzungen im Beweis von lasst sich zeigen,
dass fiir einen beliebigen topologischen Raum X die Homologiegruppe Hy(X, A)
isomorph zu @, x) A ist. Hierbei beschreibt mo(X) die Menge der Wegzusammen-
hangskomponenten.

Satz B.15 (Mayer-Vietoris Sequenz) Ist X ein topologischer Raum und A, B C
X, sodass X = A° U B° gilﬂ, so erhalten wir eine lange exakte Sequenz

o — Hy(AN B) — Hy(A) @ Hy(B) — Hy(X) — Hy ((ANB) — - -.

Beweis. Siehe zum Beispiel [2, S. 149]. O

B.2.5. Der reelle projektive Raum

Ein Hilfsmittel um die Homologie von Sphéren zu untersuchen, wird fiir uns der
reelle projektive Raum sein (siehe auch [2, S.6 Example 0.4]). Dazu statten wir die
n-dimensionale Sphére S™ mit der Aquivalenzrelation ~ aus, die durch

x ~ y genau dann, wenn r = —y
definiert wird. Erklére

ausgestattet mit der Quotiententopologie{ﬂ. Die kanonische Projektion 7w : S™ — RP"
bildet eine zweiseitige Uberdeckung.

Beispiel B.16 Es gilt nach Satz |B.13| dass Ho(RP",7Zy) = Zs. Dieses Resultat
wird in den Satz von Borsuk-Ulam [B.4] einflieBen.

Bemerkung B.17 Nach dem Beweis vom Satz von Borsuk-Ulam werden wir
sogar wissen, dass Hy(RP™, Zs) = Zy fir k < n gilt.

20Dabei ist A° (bzw. B°) das Innere von A (bzw. B).
21 Also die ,kleinste “Topologie auf RP", sodass die kanonische Projektion 7 : S™ — RP™ stetig
ist.
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Lemma B.18 Fir k£ > n gilt

Hy(RP™,Zs) = 0.

Bewets. Wir zeigen dies induktiv tiber n. Fiir n = 1 ist bekannterweise RP" = S"
und somit folgt die Aussage.

Ist nun n > 1 und k > n, so definiere U := p(U), wobei U := {(z1, ..., x,) € S* | x, > 0}
und V = p(V) mit V := {(z1,...,2,) € S" | || < €} fiir ein kleines € > 0. Es ist
leicht zu tiberpriifen, dass U und V offen in RP™ sind und dass U UV = RP" gilt.
Offensichtlich gilt U = Uund UNV =2 UNV. Des Weiteren ist U zusammenziehbar
(zum Nordpol von S™) und U NV ist homotop zu {(z1,...,2,) € S | 2, = le} =
S™~1. Ebenso ist leicht zu sehen, dass V homotop zu RP"! ist.

Zusammenfassend ist U zusammenziehbar, V homotop zu RP" ! und U NV ist
homotop zu einem zu S™! isomorphen Raum.

Mit dem Satz von Mayer-Vietoris erhalten wir die lange exakte Sequenz

oo — Hy (U, Zo) @ Hy(V, Zo) — H(RP™, Zo) — Hy 1 (UNV,Zy) — - -.

=0 =0 nach IV =0

Aufgrund der Exaktheit muss Hi(RP™) = 0 gelten. Die Induktion liefert das ge-
wiinschte Ergebnis. O
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