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Verkleben topologischer Raume

Definition

Seien X und Y topologische Raume, A C X ein Teilraum und p: A — Y
stetig. Wir definieren

XU, Y =XU Y =(XUY)/~

ALy

wobei ~ die von a ~ ¢(a) fiir a € A erzeugte Aquivalenzrelation ist. Wir
sagen X U, Y entsteht durch ankleben von X and Y entlang von ¢.
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Henkelanklebungen

Definition

Sei M eine kompakte n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit,
k €{0,...,n} und ¢: B" K x Sk-1 5 9M eine glatte Einbettung?. Wir
definieren ) ;
k. Rk R
MU, h* = MUa/WiE"‘kxskfl (B® " xB")

und sagen M U,, hk entsteht durch ankleben eines k-Henkels and M
entlang von . Wir nennen ¢ die Anklebeabbildung des k-Henkels und k
der Index des k-Henkels.

2Dabei ist S~ = @.
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Beispiele

L2 3

Ankleben des Henkels einer Kaffeetasse
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Beispiele

Zwei verschiedene Moglichkeiten einen 1-Henkel an eine Kreisscheibe zu kleben.
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Randfille

@ Ankleben eines 0-Henkels entsprecht der disjunkten Vereinigung mit
einem Ball (der entsprechenden Dimension).

@ Ankleben eines n-Henkels an eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit
klebt einen n-Ball an eine Randkomponente.

Ankleben eines 2-Henkels and eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit
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Henkelanklebungen bleiben Mannigfaltigkeiten

Sei M eine kompakte n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und
0: B" " x Sk=1 5 OM eine glatte Einbettung mit k < {0,...,n}.

@ o Der topologische Raum M U, h* ist eine n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit.

o Jede Wahl eines Kragens ©: [0,1] x OM — M gibt M U, h* kanonisch

eine n-dimensionale glatte Struktur, sodass M und B" " x B" beides
glatte Untermannigfaltigkeiten mit Ecke o (S"*~1 x Sk=1) sind. Jede

Wahl eines Kragens fiihrt einer diffeomorphen glatten Struktur auf
M U, hk.

Q@ My, h* ist kompakt.
© Der Rand der glatten Mannigfaltigkeit M U,, h* ist

MU, 1) = (oM \ o (B x S ) Uy, oy (5775 < BY)
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Henkelzerlegungen

Definition

Eine Henkelzerlegung einer kompakten n-dimensionalen glatten
Mannigfaltigkeit ist ein Diffeomorphismus

. k km
©: M= @ Uy, b Uy, - Uy, h

m

wobei ¢; die Anklebeabbildung des ki-Henkels h* nach
@ Uy, AR Uy, - Uy,  hki-1 st fiir i € {1,..., m}.

Bemerkung

@ Der erste Henkel h¥t ist ein 0-Henkel.

@ Bei einer geschlossenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist der letzte
Henkel h*m ein n-Henkel.
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Beispiele

2-Henkel

0-Henkel

Kugeloberflache
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1-handles ‘
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0-handle
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2-handle

Kleinsche Flasche
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Beispiele

< N

0-handle 1-handles

U K

2-handle

Flache vom Geschlecht 2
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Zusammenhang von Henkelanklebungen

Proposition

Fiir eine kompakte n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M und eine
glatte Einbettung ¢ B x sk1 L om gilt
k = 0: #mo(M U h*) = #mo(M) + 1

k=1:

Ho(M U h¥) #mo(M), im(¢) C eine Komponente von M
iy =
’ #mo(M) — 1, sonst

k > 2: #mo(M U h*) = #mo(M)

2-Henkel
1-Henkel
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Orientierbarkeit von Henkelanklebungen

Definition

Sei M eine kompakte orientierte n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und
P! B" ! x S° 5 OM eine glatte Einbettung. Wir wahlen eine Orientierung
auf B" ' x B' und betrachten B" " x S° mit der Randorientierung. Wir
nennen ¢ und die 1-Henkelanklebung entlang ¢ orientierbar falls ¢

orientierungserhaltend oder -umkehrend ist. Sonnst nennen wir sie nicht
orientierbar.

orientierbar nicht orientierbar

X A
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Sei M eine kompakte n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und
©: B" ¥ x Sk 5 M eine glatte Einbettung. Falls M orientiert ist, gilt
k = 0: Es existiert eine Orientierung auf M U, h* die mit der
Orientierung auf M (ibereinstimmt.
k = 1: Ist o orientierbar, so existiert eine Orientierung auf M U, h* die
mit der Orientierung auf M iibereinstimmt.

Ist © nicht-orientierbar und nimmt Werte in genau einer Komponente
von M an, so ist M U, h* nicht orientierbar.

Ist © nicht-orientierbar und nimmt Werte in mehreren Komponenten
von M an, so ist M U, h* orientierbar, aber keine Orientierung stimmt
mit der auf M iiberein.

k > 2: Es existiert eine Orientierung auf M U, h die mit der
Orientierung auf M (ibereinstimmt.

Ist M nicht orientierbar, so ist auch M U, h* nicht orientierbar.
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Henkelverschiebungen

Proposition

Sei M eine kompakte n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Sind
0, B K x skl om glatte Einbettungen, die glatt isotop sind, so
sind M U, h* und M Uy h* diffeomorph.

M U, h* M Uy, hk
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Standard Henkelzerlegungen

Definition
Sei M eine kompakte n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit einer
Henkelzerlegung, deren Indizes monoton steigen:

M=g U4{30,1 h° Utpo,z T U<P0,r0 Ry U<Pn,1 h" U<Pn,2 T UtPn,r,, h"
Wir nennen
Mi =g U<Po,1 ho Uwo,z e Uﬂoo,ro ho U--- Usoi,l hi U<Pi,2 e Uwi,r,- hi

Das i-Skelett der Henkelzerlegung. Die Henkelzerlegung ist standard falls
im(p;j) COM! fiir i € {0,...,n},j € {L,...,r}
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Standard Henkelzerlegungen

Sei M eine kompakte n-dimensionale glatte Mannigtaltigkeit. Falls M eine
Henkelzerlegung erlaubt, dann erlaubt M auch eine standard
Henkelzerlegung mit der selben Anzahl von Henkeln pro Index.

- A AayA
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Komplett-standard Henkelzerlegung

Proposition

Sei M eine geschlossene, zusammenhéangende, nicht-leere n-dimensionale

glatte Mannigfaltigkeit mit einer standard Henkelzerlegung. Dann hat M

auch eine standard Henkelzerlgeung mit genau einem 0-Henkel und genau
einem n-Henkel.

1-handle

0-handles
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Existenz von Henkelzerlegungen

Jede geschlossenen Mannigfaltigkeit hat eine komplett-standard
Henkelerlegung.

andert den Diffeomorphietyp nicht

2-Henkel

Tobias Hirsch Klassifikation glatter Flichen QED-Seminar Ingolstadt 19 /27



Der 1-dimensionale Fall

Jede geschlossene, zusammenhangende, nicht-leere 1-dimensionale glatte
Mannigfaltigkeit M ist diffeomorph zu S*.

0-handle =

<-1-handle
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Henkelzerlegung orientierbarer Flachen

1 Henkel

q/

m
2Henke|
OHenke

Henkelzerlegung der orientierbaren Fliche vom Geschlecht 2

m

Henkelzerlegung der orientierbaren Fliche vom Geschlecht g

g Paare
Uk

Tobias Hirsch Klassifikation glatter Flichen QED-Seminar Ingolstadt



Henkelzerlegung nicht orientierbarer Flachen

1-Henkel

U h?

2-Henkel

0-Henke

Henkelzerlegung der nicht orientierbaren Flache vom Geschlecht 3

g Henkel
U h?

J

Henkelzerlegung der nicht orientierbaren Fliche vom Geschlecht g
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Klassifikation glatter Flachen

Sei M eine geschlossene, zusammenhdangende, nicht-leere 2-dimensionale
glatte Mannigfaltigkeit.

@ Ist M orientierbar, so ist M diffeomorph zur orientierbaren Flache vom
Geschlecht g fiir ein g € Ny

@ Ist M nicht orientierbar, so ist M diffeomorph zur nicht orientierbaren
Flache von Geschlecht g fiir ein g € N.
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Anklebeabbildung von 2-Henkeln

Sei M eine kompakte, zusammenhingende, nicht-leere 2-dimensionale
glatte Mannigfaltigkeit, C eine Randkomponente von M und

0, B'xst ¢ Diffeomorphismen. Dann sind M U, h* und M Uy, h?
diffeomorph.
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Henkelzerlegung der verbundenen Summe

Seien I, J C 8§2 ~ Gl disjunkt, kompakt, zusammenhengend und
nicht-leer. Seien M und N geschlossene, zusammenhingende, nicht-leere
2-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit komplett-standard
Henkelzerlegungen

_ 0 1 1 2
M=oUh Ucplh U<P2"'U90nh U h
0 1 1 2
N=oUh leh Uw2-"U¢mh U h

sodass im(¢1),...,im(p,) € I und im(¢1),...,im(¢Ym) C J. Falls M und
N orientierbar sind, miissen sie orientiert sein. Dann ist

M#HN = @ U R Uy, Bt Uy, + -+ Uy, ht Uy, Uy, -+ Uy, hH U R2.

eine komplett-standard Henkelzerlegung.
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Henkelzerlegung der verbundenen Summe
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Klassifikation orientierbarer Flachen

Sei M eine geschlossene, zusammenhidngende, nicht-leere, orientierbare
2-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist M diffeomorph zur
orientierbaren Fliche vom Geschlecht g fiir ein g € Ny.

g Paare
U K

_m

Henkelzerlegung der orientierbaren Flache vom Geschlecht g
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