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2 Staatsexamensaufgaben zur Gruppentheorie1. Elementare GruppentheorieVerknüpfungenG1.1 [Frühjahr 1972] Sei M eine Halbgruppe, d.h. in M ist eine Multiplikation so erklärt, daÿ für beliebigex; y; z 2M gilt: (xy)z = x(yz) . Auf M sei eine Äquivalenzrelation � de�niert, und es gelte:Aus x � x0 und y � y0 folgt xy � x0y0 (x; x0; y; y0 2M) .Ferner sei fM die Menge der Äquivalenzklassen [x] := fx0 2M ; x0 � xg und p : M ! fM die durchx 7! [x] de�nierte Abbildung. Man zeige:a) Erklärt man die Multiplikation beliebiger Teilmengen A und B von M vermögeAB := fxy ; x 2 A ; y 2 Bg ;so gilt: Zu [x] und [y] aus fM gibt es genau ein [z] aus fM mit [x][y] � [z] .b) Es gibt genau eine Multiplikation in fM so, daÿ fM eine Halbgruppe und p Homomorphismusunter dieser Multiplikation ist.G1.2 [Frühjahr 1995] Auf der reellen Zahlengeraden IR de�niere man die Verknüpfung� : IR� IR! IR ; x � y := x+ y + x2y :Man zeige:a) Es gibt genau ein Einselement e 2 IR bezüglich � .b) Zu jedem x 2 IR gibt es genau ein Rechtsinverses (d.h. es gibt ein y 2 IR mit x � y = e ).c) Für welche x 2 IR gibt es ein Linksinverses?G1.3 [Herbst 1992] Es sei G eine endliche Gruppe mit jGj = k , und es sei P die Menge aller Produkteg1g2 � � � gk aller Elemente von G . Zeigen Sie:a) P ist eine Vereinigung von Konjugiertenklassen von G .b) Ist G kommutativ und k ungerade, so ist P = f1g .c) Ist G die symmetrische Gruppe S3 , so ist P die Menge der Transpositionen.Untergruppen und NormalteilerG1.4 [Herbst 1974] Man beweise:a) Ist (G; � ) eine Gruppe und sind H; I; J Untergruppen von (G; � ) mit H � I [ J , dann istH � I oder H � J .b) Es gibt eine Gruppe (G; � ) mit Untergruppen H; I; J;K , so daÿ H � I [ J [ K , aber wederH � I noch H � J noch H � K gilt.Hinweis: Man betrachte G = Z=2Z�Z=2Z.G1.5 [Herbst 1981] Die Gruppe G besitze eine Untergruppe vom Index 2. Zeigen Sie: Die Elementeungerader Ordnung von G erzeugen eine echte Untergruppe von G .



1. Elementare Gruppentheorie 3G1.6 [Frühjahr 1973] G sei eine Gruppe, Q(G) das Erzeugnis der Quadrate:Q(G) := hg2 ; g 2 Gi :a) Man bestimme die Elemente von Q(S4) , wobei S4 die symmetrische Gruppe vierten Grades ist.b) Man beweise, daÿ Q(G) bei jedem Automorphismus von G im ganzen festbleibt.c) Man bestätige, daÿ Q(An) = An ist, wobei An die alternierende Gruppe n -ten Grades ist.d) Man zeige: Hat G eine Untergruppe vom Index 2, so ist Q(G) 6= G .G1.7 [Frühjahr 1980] Es seien U und V Untergruppen der endlichen Gruppe G , und UV := fuv ; u 2U ; v 2 V g .a) Man beweise die Formel jUV j = jUj�jV jjU\V j . ( jX j bezeichnet die Kardinalzahl der Menge X ).Hinweis: Man betrachte etwa ein Repräsentantensystem R der Linksnebenklassen von U \ V in Uund weise nach:i) UV = Sr2R rV ,ii) r1; r2 2 R ; r1 6= r2 =) r1V 6= r2V .b) V sei Normalteiler von G , und die Zahlen jU j und [G : V ] seien teilerfremd. Man zeige:i) UV ist Untergruppe von G ,ii) [UV : V ] ist Teiler von jU j und [G : V ] ,und folgere U � V .c) V sei Normalteiler von G , und jV j; [G : V ] seien teilerfremd. Man zeige: Wenn G Normalteilereiner Gruppe H ist, ist auch V Normalteiler von H .G1.8 [Herbst 1994] Seien S und T Untergruppen einer endlichen Gruppe G . Man zeige:a) jSj � jT j � jS \ T j � jhS [ T ij .b) In a) gilt Gleichheit, wenn S Normalteiler in G ist.G1.9 [Frühjahr 1999] Seien U und V Untergruppen einer endlichen Gruppe G mit U \ V = f1g . Esbezeichne hU [ V i die von U [ V erzeugte Untergruppe von G . Man zeige:a) jU j � jV j � jhU [ V ij .b) In a) gilt Gleichheit, wenn U Normalteiler in G ist.c) Man gebe eine Gruppe G mit zwei Untergruppen U und V mit U \ V = f1g an, so dass in a)nicht Gleichheit besteht.G1.10 [Frühjahr 1996] Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Zeigen Sie, daÿ folgende Aussagenäquivalent sind:i) Für alle g 2 G gilt: gU = Ug .ii) Die Menge der Rechtsnebenklassen und die Menge der Linksnebenklassen von G nach U stimmenüberein: G=U = UnG .iii) Die �De�nition� gU �hU := ghU de�niert eine Verknüpfung auf den Linksnebenklassen, das heiÿt,eine Abbildung G=U �G=U ! G=U .G1.11 [Herbst 1978] Man beweise, daÿ eine Gruppe genau dann endlich ist, wenn sie nur endlich vieleUntergruppen hat.



4 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieHomomorphismenG1.12 [Frühjahr 1977] Sei G eine Gruppe. Zeigen Sie:a) Für G = (Z=2Z;+) zeige man, daÿ AutG = f idg . (AutG sei die Gruppe aller Gruppen-automorphismen von G .)b) G ist genau dann abelsch, wenn die Abbildung ' : G! G mit '(x) := x�1 ein Gruppenauto-morphismus ist.c) Für a 2 G ist  : G! G mit  (x) = axa�1 ein Gruppenautomorphismus.d) Ist AutG = f idg , so ist G abelsch.e) Ist AutG = f idg , so gilt x2 = e für alle x 2 G . ( e ist das neutrale Element von G .)f) Ist AutG = f idg , so ist G ein Vektorraum über dem Körper Z=2Z.g) Ist AutG = f idg , so ist G = 0 oder G ' (Z=2Z;+) .G1.13 [Frühjahr 1989] G sei eine Gruppe und S1 die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vomBetrag 1. Ferner bezeichne Hom(G;S1) die Menge aller Gruppenhomomorphismen G! S1 .Bestimmen Sie die Elementezahl von Hom(G;S1) , wenna) G = Sn , die symmetrische Gruppe n -ten Grades,b) G zyklisch von der Ordnung n ,c) G = Dn , die Diedergruppe n -ten Gradesist.G1.14 [Frühjahr 1991] Sei � : G! H ein Gruppenhomomorphismus, wobei H abelsch sei. Man zeige: �ist genau dann surjektiv, wenn für je zwei Gruppenhomomorphismen �; 
 : H ! K mit � �� = 
 ��gilt: � = 
 .G1.15 [Frühjahr 1994] Es sei p eine ungerade Primzahl, IFp der Körper mit p Elementen und IF�p seinemultiplikative Gruppe. Es sei ' der Endomorphismus' : IF�p ! IF�p ; x 7! x2 :Man bestimme die Ordnungen von Kern ' und Bild ' .Man beweise mittels dieser Ergebnisse, daÿ es in IFp genau p+12 Quadrate gibt.G1.16 [Herbst 1996] Seien G eine Gruppe, N ein Normalteiler in G und � : G ! G=N der natürlicheEpimorphismus auf die Faktorgruppe G=N . Man zeige:a) � induziert eine Bijektion von der Menge aller Normalteiler H von G mit N � H auf die Mengealler Normalteiler von G=N .b) Gibt es einen Normalteiler vom Index 4 in G , dann auch einen vom Index 2.



1. Elementare Gruppentheorie 5G1.17 [Herbst 1974] G sei eine endliche Gruppe und ' ein Automorphismus von G , für den '(x) = xnur für x = e ( e neutrales Element von G ) gilt. Man zeige:a) Die Abbildung y 7! y�1'(y) von G in sich ist injektiv.b) Zu jedem x 2 G gibt es ein y 2 G mit x = y�1'(y) .c) Wenn zusätzlich '2 = id ( id ist die Bezeichnung für die identische Abbildung) gilt, dann folgti. '(x) = x�1 für alle x 2 G ,ii. G ist abelsch.G1.18 [Frühjahr 1975] In einer Gruppe G sei die Abbildung x 7! x3 ein Automorphismus. Man beweise:G ist abelsch. Kommutatorgruppen und ZentrumG1.19 [Herbst 1976] Es sei G eine Gruppe, ferner G0 die Kommutatorgruppe von G , erzeugt von derMenge f[a; b] = aba�1b�1 ; a; b 2 Gg der Kommutatoren. Ferner seiU := fcg2 ; c 2 G0 ; g 2 Gg :Man zeige:a) g; h 2 G =) g2h2 2 U .b) U ist Untergruppe von G .c) U ist Normalteiler von G .d) Für alle 	g 2 G=U gilt 	g2 = 	e ( 	e neutrales Element).e) Ist die Ordnung jGj ungerade, dann gilt G = U .G1.20 [Frühjahr 1992] Ist G eine Gruppe, so bezeichnet[G;G] = haba�1b�1 ; a; b 2 Gidie Kommutatoruntergruppe von G ; diese ist o�enbar normal in G . Es bezeichne hai die von einemElement a 2 G erzeugte zyklische Untergruppe.a) Zeigen Sie: Die Faktorgruppe G=H einer Gruppe G nach einer normalen Untergruppe H vonG ist genau dann abelsch, wenn H � [G;G] gilt.b) Sei G eine endliche Gruppe, die eine zyklische normale Untergruppe A = hai der Ordnung menthalte, so daÿ G=A = hbAi zyklisch der Ordnung s ist. Es gelte b�1ab = ar für irgendein r .Zeigen Sie:Die Kommutatoruntergruppe von G ist die Untergruppe har�1i und hat die Ordnung m(r�1;m) ,wobei (r � 1;m) der gröÿte gemeinsame Teiler von r � 1 und m ist.G1.21 [Herbst 1981] G sei eine Gruppe und Z ihr Zentrum. Man zeige: G ist abelsch, falls G=Z zyklischist.G1.22 [Herbst 1982] Beweisen Sie, daÿ die Gruppe der inneren Automorphismen einer nichtabelschen Grup-pe nicht zyklisch ist.



6 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieG1.23 [Frühjahr 1994] Sei G eine endliche Gruppe. Sei Z ihr Zentrum, K ihre Kommutatorgruppe.Beweisen oder widerlegen Sie:a) G=K zyklisch =) G abelsch.b) G=Z zyklisch =) G abelsch.Gruppen kleiner OrdnungG1.24 [Frühjahr 1972] Die Gruppe G mit neutralem Element e sei gegeben durch das Erzeugendensystemfa; bg (e 6= a 6= b 6= e) und die Relationen a2 = b2 = e; ab = ba .a) Welche Ordnung hat G ?b) Es gibt eine symmetrische Gruppe Sn kleinster Ordnung so, daÿ G isomorph zu einer Unter-gruppe H von Sn ist. Man gebe die natürliche Zahl n , einen Isomorphismus f : G ! H unddie Zyklenzerlegung der Elemente von H an.c) Wieviele innere Automorphismen gestattet G ?d) Man bestimme die Automorphismengruppe von G .G1.25 [Frühjahr 1982] Man beweise, daÿ es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen der Ordnung 6 gibt,nämlich die zyklische Gruppe Z=6Z und die symmetrische Gruppe S3 .G1.26 [Herbst 1991] Man beweise, daÿ es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen der Ordnung 6 gibt. (DieSylowsätze dürfen für die Lösung benutzt werden, nicht aber allgemeine Sätze für Gruppen von derOrdnung pq , wobei p und q Primzahlen sind.)G1.27 [Herbst 1993] Es bezeichne M(2 � 2; S) den Ring aller 2-reihigen Matrizen mit Koe�zienten auseinem Ring S . Sei O(2) := fA 2 M(2� 2; IR) : tAA = 1gdie Gruppe der reellen orthogonalen 2-reihigen Matrizen.a) Man zeige: G := O(2) \M(2� 2;Z)ist eine Gruppe der Ordnung 8.b) G besitzt genau eine zyklische Untergruppe G0 der Ordnung 4.c) Für alle d 2 G0 und s 2 GnG0 gilt sd = d�1s :G1.28 [Herbst 1993]a) Man zeige, daÿ die Gruppe GL(2; IF2) der invertierbaren 2 � 2 -Matrizen mit Koe�zienten ausdem Körper IF2 isomorph zur symmetrischen Gruppe S3 ist.Hinweis: Man betrachte die Wirkung auf den von 0 verschiedenen Vektoren des IF22 .b) Sei G die Gruppe der Ordnung 8 aus der vorigen Aufgabe und' : G! GL(2; IF2)die natürliche Abbildung. Man zeige: Der Kern von ' ist eine Untergruppe der Ordnung 4, dienicht zu G0 isomorph ist.



1. Elementare Gruppentheorie 7G1.29 [Herbst 1997] Sei G = S4 die Gruppe der Permutationen von f1; 2; 3; 4g .a) Geben Sie eine nicht zyklische Untergruppe H der Ordnung 4 von G an, die auf f1; 2; 3; 4gtransitiv ist.b) Zeigen Sie, daÿ H normal ist.c) Zeigen Sie, daÿ durch f(g)(h) := ghg�1 für g 2 G und h 2 H ein Homomorphismus f : G !Aut(H) de�niert wird, der surjektiv ist und der den Kern H hat.G1.30 [Frühjahr 1999]a) Sei C8 die zyklische Gruppe der Ordnung 8. Man zeige, daÿ die Automorphismengruppe Aut(C8)isomorph zur Kleinschen Vierergruppe V ist.b) Man zeige, daÿ die Automorphismengruppe Aut(V ) der Kleinschen Vierergruppe V isomorphzur symmetrischen Gruppe S3 ist.G1.31 [Frühjahr 2000] Man entscheide, für welche n = 2; 3; 4 die symmetrische Gruppe Sn eine nichttrivialenormale Sylowuntergruppe besitzt.G1.32 [Herbst 1991] Man gebe eine nichtabelsche Gruppe G der Ordnung 24 an, die nicht zur symmetri-schen Gruppe S4 isomorph ist.G1.33 [Herbst 1986] Geben Sie eine Gruppe der Ordnung 36 an, deren Zentrum die Ordnung 6 besitzt.G1.34 [Herbst 2001] Für 3 � n sei Dn die Diedergruppe der Ordnung 2n , es sei H die Quaternionen-gruppe der Ordnung 8, es sei Z2 die zyklische Gruppe der Ordnung 2 und S3 sei die symmetrischeGruppe auf 3 Elementen.a) Zeigen Sie: Die drei Gruppen D8; D4 � Z2 und H � Z2 sind paarweise nicht isomorph.b) Bestimmen Sie für jede der drei Gruppen aus a) die Anzahl der zyklischen Untergruppen derOrdnung 4 und geben Sie jeweils die Menge dieser Untergruppen an.c) Zeigen Sie: Die Gruppen D6 und S3 � Z2 sind isomorph.Zyklische GruppenG1.35 [Herbst 1976] Sei p � 2 eine Primzahl. Zeige: Die Einheitengruppe von Z=pZ ist zyklisch.Hinweis: Sei p� 1 = q�11 � : : : � q�rr die kanonische Primzahlpotenzzerlegung von p� 1 . Man beweise,daÿ es Elemente ai 2 (Z=pZ)� mit der Ordnung q�ii gibt, indem man (Z=pZ)� in den Körper Z=pZeinbettet und dann die Elemente von (Z=pZ)� als Einheitswurzeln au�aÿt.G1.36 [Herbst 1977] Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n , sei x 2 G ein erzeugendes Element vonG , seien r; s 2 IN mit rs = n . Man zeige:a) hxsi = fy 2 G ; yr = eg , wobei hxsi die von xs erzeugte Untergruppe von G bezeichnet.b) Die Ordnung von hxsi ist r .G1.37 [Herbst 1977] Die Anzahl der Elemente der Ordnung r einer zyklischen Gruppe der Ordnung r wirdmit �(r) bezeichnet (� : IN! IN heiÿt die Eulersche Funktion). Man zeige:Für n 2 IN gilt n = Xr2INrjn �(r) :



8 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieG1.38 [Herbst 1977] Sei G eine Gruppe der Ordnung n mit neutralem Element e , für r 2 IN sei Gr dieMenge der Elemente der Ordnung r von G .a) Man zeige, daÿ G disjunkte Vereinigung der Teilmengen Gr mit r 2 IN und r j n ist.b) Für alle r 2 IN , r j n , besitze die Menge fy 2 G; yr = eg höchstens r Elemente. Man zeige,daÿ G zyklisch ist.Anleitung: Man zeige zuerst, daÿ Gr = fg 2 G ; ord(g) = rg für alle r 2 IN; r j n , höchstens �(r)Elemente besitzt, indem man im Fall Gr 6= ? die von einem Element z 2 Gr erzeugte Untergruppebetrachtet. Dann zeige man mit den vorstehenden Aufgaben, daÿ Gr für alle r 2 IN; r j n , genau �(r)Elemente besitzt und beachte den Spezialfall r = n .G1.39 [Herbst 1977] Sei K ein Körper, G eine Untergruppe der Ordnung n der multiplikativen GruppeK n f0g . Man zeige mit der vorigen Aufgabe, daÿ G zyklisch ist.G1.40 [Herbst 1983] Für eine endliche Gruppe G mit mindestens zwei Elementen sind die folgenden dreiEigenschaften äquivalent:a) Für beliebige Untergruppen U; V von G gilt entweder U � V oder V � U .b) G hat genau eine maximale Untergruppe.c) G ist zyklisch von Primzahlpotenz.G1.41 [Frühjahr 1990] Sei G eine Gruppe der Ordnung n . Zeigen Sie:a) Gibt es in G für jeden Teiler d von n höchstens eine Untergruppe der Ordnung d , so ist Gzyklisch.b) Ist das System der Untergruppen von G linear geordnet, so ist G eine zyklische p -Gruppe.Direkte ProdukteG1.42 [Herbst 1982] Die Gruppe G besitze zwei Normalteiler M und N , so daÿG=M ' S5 ; G=N ' S6 und M \N = f1g ;wobei Sn die symmetrische Gruppe n -ten Grades bezeichnet. Geben Sie (bis auf Isomorphie) alleGruppen G an, in denen diese Bedingungen erfüllt sind.G1.43 [Frühjahr 1984] Sei G eine Gruppe mit der Einsuntergruppe 1 und P = G�G das direkte Produktvon G mit sich selbst. Es sei G1 = G� 1 und G2 = 1�G . Zeigen Sie:a) Die Diagonale D = f(g; g) ; g 2 Gg ist eine Untergruppe von P .b) Für jede Untergruppe U zwischen D und P gilt:U \Gi ist normal in Gi für i = 1; 2 .c) Genau dann ist D eine maximale Untergruppe von P , wenn G einfach ist.



1. Elementare Gruppentheorie 9Semidirekte ProdukteG1.44 [Herbst 1980] Es sei K ein kommutativer Körper. Die Menge aller Matrizen der Form0@a 0 0b 1 0b 0 11A mit a; b 2 K ; a 6= 0werde mit M bezeichnet. Zeigen Sie:a) Mit der Matrizenmultiplikation als Verknüpfung ist M eine Gruppe.b) Sei T die Menge der Matrizen aus M mit a = 1 . Je zwei von der Einheitsmatrix verschiedeneElemente aus T sind konjugiert (in M ).c) Folgern Sie, daÿ T minimaler Normalteiler von M ist.G1.45 [Frühjahr 1983] Sei Q der Körper der rationalen Zahlen. Sei A die Automorphismengruppe desPolynomrings Q [x] . Zeigen Sie die Existenz von Untergruppen H und K der Gruppe A , so daÿfolgende Aussagen gelten:a) H ist isomorph zu additiven Gruppe von Q .b) K ist isomorph zur multiplikativen Gruppe von Q .c) A = HK (Komplexprodukt)d) H ist ein Normalteiler von A .G1.46 [Frühjahr 1986]a) Es seien IFq ein endlicher Körper mit q � 3 Elementen und U eine Untergruppe der Ordnungr � 2 der multiplikativen Gruppe IF�q . Man veri�ziere, daÿG := �� � 0� 1� ; � 2 IFq ; � 2 U�eine nicht-kommutative Untergruppe von GL(2; IFq ) ist.b) Es gebe � bis auf Isomorphie � nur eine Gruppe der Ordnung n 2 IN . Man weise nach, daÿ nquadratfrei ist und daÿ für je zwei Primteiler p; q von n stets p - q � 1 gilt.(quadratfrei bedeutet, daÿ eine Darstellung in der Form n = d2k mit d; k 2 IN; d � 2 nichtmöglich ist.)G1.47 [Herbst 1986] Sei IFq der Körper mit q Elementen und IF�q seine multiplikative Gruppe. AufG := IF�q � IFq ist durch (a; b) � (a0; b0) = (aa0; ab0 + b)eine Verknüpfung erklärt. Zeigen Sie:a) G ist mit dieser Verknüpfung eine Gruppe.b) Für q > 2 ist G nicht abelsch.c) H := 1� IFq ist ein Normalteiler in G mit G=H ' IF�q .d) H ist die einzige Untergruppe der Ordnung q in G .



10 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieG1.48 [Herbst 1993] Es sei IFq der endliche Körper mit q Elementen, IF�q seine multiplikative Gruppe.Auf der Menge G = IF�q � IFq ist durch (s; u) � (t; v) := (st; sv + u) eine assoziative Verknüpfungerklärt. Man zeige:a) Falls q > 2 , so bildet G versehen mit dieser Verknüpfung eine nicht abelsche Gruppe.b) Die Menge U = f(1; u) ; u 2 IFq g ist eine normale Untergruppe von G , und es giltG=U ' IF�q :c) Die einzige Untergruppe der Ordnung q in G ist U .G1.49 [Frühjahr 1995] Seien E;G Gruppen und � : E ! G ein Epimorphismus. � heiÿt zerfallend , fallsein Homomorphismus � : G! E mit �� = idG existiert.Zeigen Sie: Ist � ein zerfallender Epimorphismus mit Kern K , so istK �G! E ; (k; g) 7! k�(g) für alle k 2 K und g 2 G ;ein Isomorphismus, falls K �G mit der Gruppenstruktur des semidirekten Produkts bezüglich einerpassenden Operation von G auf K versehen wird.G1.50 [Frühjahr 1997]a) Es sei p eine Primzahl. Beweisen Sie, daÿ es genau zwei Isomorphieklassen von Gruppen derOrdnung 2p gibt. Beachten Sie dabei die Fallunterscheidung p = 2 und p 6= 2 .b) Sei p 6= 2 und G die nichtzyklische Gruppe der Ordnung 2p . Bestimmen Sie in G die Anzahlder Elemente der Ordnung 2 und die der Ordnung p .G1.51 [Herbst 1997] Gegeben seien eine Primzahl p , eine natürliche Zahl n mit q = pn > 2 und einPrimteiler r von q � 1 . Wie üblich bezeichne IFq den Körper mit q Elementen.a) Zeigen Sie, daÿ die multiplikative Gruppe IF�q = IFq n f0g ein Element 
 der Ordnung r enthältund daÿ die Menge G = �� 1 �0 � � 2 GL(2; IFq) ; � 2 IFq ; � 2 h
i�eine Untergruppe der Ordnung qr von GL(2; IFq) ist. Dabei ist h
i die von 
 erzeugte Unter-gruppe von IF�q .b) Bestimmen Sie die Ordnungen der Elemente von G .c) Geben Sie die Anzahl der p - und der r -Sylowgruppen von G an.



2. Abelsche Gruppen 112. Abelsche Gruppen Elemente der Ordnung 2G2.1 [Frühjahr 1986] Sei G eine endliche abelsche Gruppe und G2 := fg 2 G ; g = �gg . Zeigen Sie:a) G2 ist eine Untergruppe von G , isomorph zu (Z=2Z)r ; r � 0 .b) Xx2Gx = Xy2G2 y und 2 �Xx2Gx = 0 .c) Genau dann ist Xx2Gx 6= 0 , wenn G2 ' Z=2Z.G2.2 [Herbst 1993] Sei (G;+) eine endliche abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 undG2 := fx 2 G ; 2x = 0g :Man setzt �(G) := Xx2Gx :Zeigen Sie:a) G2 ist eine Untergruppe von G , und es ist �(G) = �(G2) .Hinweis: Betrachten Sie auf G die Äquivalenzrelationx � y () x = y oder x = �y (x; y 2 G) :b) Ist #G2 6= 2 , so ist �(G) = 0 ; ist #G2 = 2 , so ist �(G) das von 0 verschiedene Element ausG2 .c) Genau dann ist #G2 = 2 , wenn die 2-Sylowgruppe von G zyklisch und 6= 0 ist.d) Sei p 2 IN eine Primzahl. Folgern Sie durch Anwendung von a), b) und c) auf die multiplikativeGruppe G := (Z=pZ)� die Aussage (p� 1)! � �1 mod p :G2.3 [Herbst 2001]a) G sei eine endliche abelsche Gruppe, p das Produkt aller Elemente von G . Zeigen Sie:p = � 1 falls G kein oder mehr als ein Element der Ordnung 2 hata sonst, wobei a dann das einzige Element der Ordnung 2 von G ist.b) Zeigen Sie: Jede natürliche Zahl n 6= 4 teilt die Zahl ((n� 1)!)2 + (n� 1)! .G2.4 [Frühjahr 1993] Es seien N eine natürliche Zahl, G eine abelsche Gruppe der Ordnung 2N und Adie Anzahl der Elemente der Ordnung 2 in G .a) Ist die Anzahl s der Faktoren in der Zerlegung von G in ein direktes Produkt von zyklischenGruppen eindeutig durch A bestimmt? (Beweis oder Gegenbeispiel!)b) Ist der Isomorphietyp von G eindeutig durch A bestimmt? (Beweis oder Gegenbeispiel!)



12 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieExponent einer abelschen GruppeG2.5 [Frühjahr 1976] G sei eine Gruppe mit Einselement e . Die Exponenten k 2 Z mit xk = e füralle x 2 G bilden ein Ideal (m) im Ring Z der ganzen Zahlen; die durch m � 0 eindeutig �xierteErzeugende m heiÿt der Exponent der Gruppe G . Man zeige:a) Der Exponent m von G ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Elementordnungen in G ;bei endlichem G ist m überdies ein Teiler der Gruppenordnung, der durch jeden Primteiler derGruppenordnung teilbar ist.b) Bei abelschem G und m > 0 tritt jeder Teiler des Exponenten als Elementordnung auf.c) In einer abelschen Gruppe G mit Primzahlexponent p (elementar-abelsche p -Gruppe) ist jedeUntergruppe U Bestandteil einer direkten Zerlegung G = U � V .Hinweis: Man verscha�e sich eine maximale zu U fremde Untergruppe.G2.6 [Frühjahr 1973] Sei G eine multiplikative, endliche, abelsche Gruppe mit dem neutralen Element e .Für g 2 G sei ord(g) de�niert als die Ordnung der durch g erzeugten Untergruppe von G .Es bezeichne ggT(m;n) den gröÿten gemeinsamen Teiler und kgV(m;n) das kleinste gemeinsameVielfache der natürlichen Zahlen m und n . Zeige:a) ord(g) ist die kleinste natürliche Zahl m mit gm = e und aus gm = e folgt, daÿ ord(g) Teilervon m ist.b) Sind g; h 2 G mit ggT(ord(g); ord(h)) = 1 , dann gilt ord(gh) = ord(g) ord(h) .c) Seien g; h 2 G und s := ord(g); t := ord(h) und sei d := ggT(s; t) . Zerlege d in einer Formd = d1d2 , so daÿ ggT� sd1 ; td2 � = 1gilt und gib ein Element k 2 G mit ord(k) = std (= kgV(s; t)) an.d) Ist g ein Element maximaler Ordnung in G , dann gilt für jedes Element h 2 G , daÿ ord(h)Teiler von ord(g) ist.e) Sei jetzt K ein Körper und sei K� die multiplikative Gruppe der Elemente 6= 0 aus K .Zeige: Jede endliche Untergruppe G von K� ist zyklisch.Hinweis: Man verwende ein geeignetes Polynom aus K[X]G2.7 [Frühjahr 1978] Sei G eine multiplikative, endliche, abelsche Gruppe mit dem neutralen Element e .Für g 2 G bezeichne ord(g) die Ordnung der durch g erzeugten Untergruppe von G .Es bezeichne ggT(m;n) den gröÿten gemeinsamen Teiler und kgV(m;n) das kleinste gemeinsameVielfache der natürlichen Zahlen m und n . Zeige:a) ord(g) ist die kleinste natürliche Zahl m mit gm = e , und aus gm = e folgt, daÿ ord(g) Teilervon m ist.b) Sind g; h 2 G mit ggT(ord(g); ord(h)) = 1 , dann gilt: ord(gh) = ord(g) ord(h) .c) Seien g; h 2 G und s := ord(g); t := ord(h) und sei d := ggT(s; t) . Zerlege d in der Formd = d1d2 , so daÿ gilt ggT� sd1 ; td2� = 1 ;und gib ein Element k 2 G mit ord(k) = std = kgV(s; t) an.



2. Abelsche Gruppen 13d) Ist g ein Element maximaler Ordnung in G , dann gilt für jedes Element h 2 G , daÿ ord(h)Teiler von ord(g) ist.e) Sei jetzt K ein Körper und sei K� die multiplikative Gruppe der Elemente 6= 0 aus K .Zeige: Jede endliche Untergruppe G von K� ist zyklisch.Hinweis: Man verwende ein geeignetes Polynom aus K[X] .G2.8 [Frühjahr 1999] Unter dem Exponenten einer endlichen Gruppe G versteht man die kleinste natür-liche Zahl m � 1 , für die gm = 1 für alle g 2 G gilt.a) Man bestimme den Exponenten der symmetrischen Gruppe S7 .b) Sei G eine endliche abelsche Gruppe mit dem Exponenten m . Man zeige, dass eine UntergruppeG1 � G existiert, so dass G isomorph zu Z=mZ�G1 ist.Direkte ZerlegungG2.9 [Herbst 1992] Es seien m1;m2; : : : ;mr durch 3 teilbare natürliche Zahlen, und sei G die abelscheGruppe G = Z=m1Z�Z=m2Z� : : :�Z=mrZ :a) Man bestimme die Anzahl der Elemente von G der Ordnung 3.b) Man bestimme die Anzahl der Untergruppen von G der Ordnung 3.G2.10 [Herbst 1998] Sei p eine Primzahl und G die additive Gruppe Z=pZ�Z=pZ.a) Wieviele Untergruppen der Ordnung p besitzt G ?b) Seien x; y 2 G mit x 6= y gegeben. Man zeige, dass es genau eine Untergruppe H < G derOrdnung p gibt, für die x+H = y +H gilt.c) Zu einer sechstägigen Konferenz tre�en sich 25 Teilnehmer. Die sechs gemeinsamen Mittagessennehmen sie an 5 Tischen mit je 5 Plätzen ein. Ist es möglich, täglich wechselnde Sitzordungenderart festzulegen, dass jeder Teilnehmer mit jedem anderen genau einmal am gleichen Tisch sitzt?G2.11 [Frühjahr 1975] Zeige: Ist Q = Q+ Untergruppe einer abelschen Gruppe A , dann gibt es eineUntergruppe B von A mit A = Q+B ; Q \B = 0 :Hinweis: Sei B ein maximales Element (Existenz?!) infX ; X Untergruppe von A mit Q \X = 0g :Ist dann a 2 A , so gibt es eine kleinste natürliche Zahl m mit am 2 Q + B . Folgere am = qm+ u ,q 2 Q , u 2 B und daraus a� q 2 B .G2.12 [Herbst 1982] G sei eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe und T (G) die Menge aller Elementeendlicher Ordnung von G . Die Gruppe G heiÿt torsionsfrei , wenn T (G) = f0g gilt.a) Zeigen Sie, daÿ T (G) eine Untergruppe von G ist und daÿ G=T (G) torsionsfrei ist.b) Was wissen Sie über die Struktur einer endlich erzeugten torsionsfreien abelschen Gruppe?c) IR und Z werden als Gruppen bzgl. der Addition betrachtet. Zeigen Sie, daÿ T (IR=Z) ein direkterSummand von IR=Z ist.



14 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieG2.13 [Frühjahr 1980] G sei eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe der Ordnung pn11 pn22 , wobei p1; p2Primzahlen sind (p1 6= p2) und n1; n2 natürliche Zahlen > 0 . Sei G(pi) die Menge aller Elementevon G , deren Ordnung eine Potenz von pi ist (i = 1; 2) . Man zeige:a) G(pi) ist eine Untergruppe von G (i = 1; 2) .b) G(p1) \G(p2) = f0g .c) G = G(p1)�G(p2) (direkte Summe).G2.14 [Frühjahr 1987] Eine Gruppe heiÿe zerlegbar , wenn sie das direkte Produkt zweier echter Untergrup-pen ist; andernfalls heiÿe sie unzerlegbar .a) Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle endlichen zyklischen Gruppen, die unzerlegbar sind.Zeigen Sie:b) Die additive Gruppe Z der ganzen Zahlen ist unzerlegbar.c) Die additive Gruppe Q der rationalen Zahlen ist unzerlegbar.d) Q=Z ist zerlegbarHinweis: Für eine Primzahl p betrachte man die Untergruppe A � Q aller rationalen Zahlen, derenNenner eine Potenz von p ist, und die Untergruppe A=Z� Q =Z.G2.15 [Herbst 1987] Zerlegen Sie die abelsche Gruppe Z=360Z in eine direkte Summe zyklischer Unter-gruppen von Primzahlpotenzordnung.Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche GruppenG2.16 [Herbst 2001] Sei G eine freie abelsche Gruppe mit der Basis (X1; : : : ; Xn) .a) Zeigen Sie, dass jede Basis von G aus genau n Elementen besteht.b) Seien Yi =Pnk=1 zikXk (mit zik 2 Z für i; k = 1; : : : ; n ) Elemente aus G und A = (zik)i;k=1;:::;ndie zugehörige Koe�zientenmatrix. Ferner sei H die von Y1; : : : ; Yn erzeugte Untergruppe vonG . Zeigen Sie: Ist detA 6= 0 , so besitzt G=H die Ordnung j detAj .G2.17 [Herbst 1985] Sei U � Z3 die von den Elementen u1 = (4; 3; 1); u2 = (8; 3;�1); u3 = (2; 2; 2)erzeugte Untergruppe (= Z -Modul). Man �nde eine Basis e1; e2; e3 des Z -Moduls Z3 und ai 2 IN ,a1 j a2 j a3 so, daÿ a1e1; a2e2; a3e3 eine Basis von U ist und schreibe Z3=U als Produkt vonzyklischen Gruppen.G2.18 [Frühjahr 1979] Die abelsche Gruppe (A;+) werde von den Elementen a; b und c erzeugt, für welchedie Relationen 2a = 3b und 4c = 0 gelten. Zerlegen Sie A in eine direkte Summe von zyklischenUntergruppen.G2.19 [Frühjahr 1985] Die abelsche Gruppe A werde von den Elementen a; b; c erzeugt, A = ha; b; ci . DieErzeugenden erfüllen die Relationena+ b+ 3c = 0; 2a+ 3b+ c = 05a+ b� 4c = 0 und 5b+ 2c = 0aber keine weiteren von diesen Relationen unabhängige Relationen. Man bestimme die Struktur vonA .



2. Abelsche Gruppen 15G2.20 [Frühjahr 1985] Sei p eine Primzahl. Die abelsche Gruppe G habe die Ordnung ps und sei direkteSumme von m zyklischen Gruppen. H sei die Untergruppe von G , die aus 0 und den Elementender Ordnung p besteht. Zeigen Sie jH j = pm . Wie sieht für H eine Zerlegung als direkte Summevon zyklischen Gruppen aus?G2.21 [Frühjahr 1987] Seien p und q verschiedene Primzahlen. Zeigen Sie:a) Jede abelsche Gruppe der Ordnung p2 � q2 wird von 2 Elementen erzeugt.b) Jede nicht abelsche Gruppe der Ordnung p3 wird von 2 Elementen erzeugt.G2.22 [Frühjahr 1988]a) Beweise: Besitzt eine endliche abelsche Gruppe G genau zwei maximale Untergruppen, so ist Gzyklisch von der Ordnung paqb , wobei p und q zwei verschiedene Primzahlen sowie a und bzwei natürliche Zahlen sind.b) Gib ein Beispiel für eine nichtzyklische endliche Gruppe, die genau vier maximale Untergruppenbesitzt.G2.23 [Herbst 1983] Sei G eine abelsche Gruppe, in der jede absteigende und jede aufsteigende Kette vonUntergruppen endlich ist. Man zeige, daÿ G endlich sein muÿ.HomomorphismenG2.24 [Frühjahr 1998] Sei G eine multiplikativ geschriebene endliche abelsche Gruppe der Ordnung m mitEinselement e . Für eine natürliche Zahl s bezeichne �s den Gruppen-Homomorphismus�s : G! G ; x 7! �s(x) := xs :a) Man zeige: Genau dann ist �s ein Automorphismus von G , falls m und s teilerfremd sind. Indiesem Fall hat die Umkehrabbildung von �s ebenfalls die Gestalt �r mit einer natürlichen Zahlr .Seien k; ` teilerfremde natürliche Zahlen mit m = k` . Man beweise:b) Im(�k) = Ker(�`) ; Im(�`) = Ker(�k)c) Im(�k) \ Im(�`) = fegd) Jedes Element x 2 G besitzt eine eindeutige Darstellungx = x1x2 mit x1 2 Im(�k) ; x2 2 Im(�`)e) Man bestimme die Anzahl der Elemente von Im(�k) und Im(�`) .G2.25 [Herbst 1976] Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so nennt man einen Homomorphismus von Gin die multiplikative Gruppe C� := C n f0g der komplexen Zahlen einen Charakter von G . DasProdukt zweier Charaktere �; �0 : G! C� erklärt man durch(� � �0)(x) := �(x)�0(x) (x 2 G):Die Menge der Charaktere von G ist zusammen mit der so de�nierten Verknüpfung eine Gruppe, dieCharaktergruppe von G . Man beweise:a) Hat x 2 G die Ordnung m und ist � ein Charakter von G , so ist �(x) eine m -te Einheitswurzel.



16 Staatsexamensaufgaben zur Gruppentheorieb) Ist G zyklisch, so ist auch die Charaktergruppe von G zyklisch.c) Die Ordnung der Charaktergruppe von G ist gleich der Ordnung von G .(Dabei kann ohne Beweis verwendet werden, daÿ G das direkte Produkt von endlich vielen zy-klischen Untergruppen von G ist.)d) Ist H eine Untergruppe von G und m ihr Index in G , so kann jeder Charakter von H aufgenau m verschiedene Weisen zu einem Charakter von G fortgesetzt werden.e) Ist x 2 G vom neutralen Element verschieden, so gibt es einen Charakter � von G mit �(x) 6= 1 .G2.26 [Herbst 1984]a) Es sei p eine Primzahl, G eine zyklische Gruppe der Ordnung p und H eine zyklische Gruppeder Ordnung p2 . Man bestimme die Anzahl der Endomorphismen und die Anzahl der Automor-phismen von G�H .b) Es seien n1; n2; : : : ; nt natürliche Zahlen mit ni j ni+1 für 1 � i � t�1 . Es sei Hi eine zyklischeGruppe der Ordnung ni . Man bestimme die Anzahl der Endomorphismen von H1�H2�: : :�Ht .G2.27 [Frühjahr 1987] G sei eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten m (d.h. m ist die kleinstepositive ganze Zahl mit gm = 1 für alle g 2 G ). Zeigen Sie:a) Es gibt eine Zerlegung G = G1 �G2 in Untergruppen Gi von G (i = 1; 2) , wobei G2 zyklischvon der Ordnung m ist.b) Ist ' ein Endomorphismus von G mit '(U) � U für jede Untergruppe U von G , so gibt eseine modulo m eindeutig bestimmte ganze Zahl n mit '(g) = gn für alle g 2 G .G2.28 [Herbst 1994] Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie: Der Endomorphismenring EndGist genau dann ein Körper, wenn G eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung ist.G2.29 [Herbst 1974]a) Zeigen Sie, daÿ die multiplikative Gruppe M der positiven reellen Zahlen isomorph zur additivenGruppe IR+ der reellen Zahlen ist.b) Beweisen Sie, daÿ die multiplikative Gruppe G der positiven rationalen Zahlen nicht isomorphzur additiven Gruppe der rationalen Zahlen sein kann.Abelsche Gruppen gegebener OrdnungG2.30 [Frühjahr 1974] Es sei G eine Gruppe der Ordnung 25. Man beweise:a) G ist abelsch.b) G ist zyklisch oder direktes Produkt zweier zyklischer Gruppen von Primzahlordnung.G2.31 [Herbst 1980] Bestimmen Sie, wie viele nichtisomorphe abelsche Gruppen der Ordnung 1980 existie-ren, und geben Sie aus jeder Isomorphieklasse ein Beispiel.G2.32 [Herbst 1983] n > 1 sei eine natürliche Zahl und p�11 : : : p�rr ihre Primzerlegung. Zeigen Sie:a) Für die Anzahl a(n) der Isomorphietypen der abelschen Gruppen der Ordnung n gilta(n) � rYi=1 �i :b) In a) herrscht Gleichheit genau dann, wenn �i � 3 für jedes i = 1; : : : ; r gilt.



2. Abelsche Gruppen 17G2.33 [Herbst 1988]a) Bestimme die Anzahl der nichtisomorphen abelschen Gruppen der Ordnung 1988.b) Beweise: Die Einheiten von Z=45Z bilden eine nichtzyklische Gruppe der Ordnung 24.Man stelle diese (bis auf Isomorphie) als direkte Summe von primären zyklischen Gruppen dar.G2.34 [Frühjahr 1993] Geben Sie alle Isomorphieklassen von abelschen Gruppen der Ordnung 240 an.G2.35 [Frühjahr 1996]a) Wie viele Isomorphieklassen von abelschen Gruppen der Ordnung 64 gibt es?b) Bestimmen Sie die kleinste natürliche Zahl n , so daÿ es genau sechs Isomorphieklassen von abel-schen Gruppen der Ordnung n gibt.G2.36 [Herbst 1979] Bestimme die kleinste Zahl n , so daÿ die abelschen Gruppen der Ordnung n in genau6 Isomorphieklassen zerfallen.Lokalzyklische und dividierbare GruppenG2.37 [Frühjahr 1975] Im folgenden ist Q = Q+ als abelsche Gruppe zu betrachten.a) Zeige: Ist A eine zyklische abelsche Gruppe, dann existiert ein m 2 f0; 1; 2; : : :g mit A ' Z=mZ.b) Zeige: Für jedes n 2 IN gilt: Qn = Q :c) Zeige: Q besitzt keine zyklische Faktorgruppe 6= 0 .Hinweis: Benutze a) und b).d) Zeige: Läÿt man aus einer beliebigen Erzeugendenmenge von Q endlich viele beliebige Elementeweg, dann ist auch die Restmenge eine Erzeugendenmenge.e) Zeige: Jede endlich erzeugte Untergruppe von Q ist zyklisch.Hinweis: Zeige zuerst, daÿ jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe zyklisch ist und benutze diesesResultat.G2.38 [Herbst 1978] Man beweise, daÿ jede endlich erzeugte Untergruppe der additiven Gruppe der ratio-nalen Zahlen zyklisch ist.G2.39 [Herbst 1990] Beweisen Sie: Alle endlich erzeugten von f0g verschiedenen Untergruppen der addi-tiven Gruppe der rationalen Zahlen sind isomorph.G2.40 [Herbst 1995] Eine Gruppe G heiÿt lokal-zyklisch, falls jede endlich erzeugte Untergruppe von Gzyklisch ist. Man zeige:a) Jede lokal-zyklische Gruppe ist abelsch.b) Unter- und Faktorgruppen einer lokal-zyklischen Gruppe sind lokal-zyklisch.c) Die additiven Gruppen Q und Q=Z sind lokal-zyklisch.



18 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieG2.41 [Frühjahr 1981] Es sei Q+ die additive Gruppe der rationalen Zahlen. Beweisen Sie:a) Für jede echte Untergruppe U von Q+ (d.h. U $ Q+ ) ist die Faktorgruppe Q+=U nichtendlich.b) Für je zwei von f0g verschiedene Untergruppen U; V von Q+ gilt U \ V 6= f0g .c) Ist U � Q+ eine Untergruppe, so daÿ Q+=U zyklisch ist, dann gilt U = Q+ .d) Q+ hat keine maximale Untergruppe. (D.h. es gibt keine Untergruppe U mit folgenden Eigen-schaften:i. U 6= Q+ii. Für jede Untergruppe V mit U � V � Q+ folgt U = V oder V = Q+ .)G2.42 [Herbst 1989] Q+ bezeichne die additive Gruppe des Körpers Q der rationalen Zahlen. BeweisenSie die folgenden Aussagen:a) Endlich erzeugte Untergruppen von Q+ sind zyklisch (man sagt Q+ ist lokalzyklisch).b) Untergruppen und homomorphe Bilder lokalzyklischer Gruppen sind wieder lokalzyklisch.c) Jeder Homomorphismus zwischen zwei Untergruppen von Q+ wird durch Multiplikation miteiner rationalen Zahl vermittelt.d) Zwei Untergruppen U; V � Q+ sind genau dann isomorph, wenn U \ V sowohl in U als auchin V endlichen Index hat.G2.43 [Herbst 1974] Eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe G heiÿt torsionsfrei , wenn jedes Element0 6= x 2 G unendliche Ordnung hat, d.h. nx 6= 0 für alle natürlichen Zahlen n gilt. Eine (additivgeschriebene) abelsche Gruppe G heiÿt teilbar , wenn für alle natürlichen Zahlen n und alle g 2 Gdie Gleichung nx = g stets lösbar ist; G heiÿt eindeutig teilbar , wenn darüber hinaus die Lösung xder Gleichung nx = g eindeutig ist.a) Beweisen Sie, daÿ jede torsionsfreie teilbare abelsche Gruppe eindeutig teilbar ist.b) Zeigen Sie, daÿ jede torsionsfreie teilbare abelsche Gruppe G ein Vektorraum über dem Körperder rationalen Zahlen Q ist.G2.44 [Herbst 1974] Eine Gruppe G heiÿt lokal zyklisch, wenn jede endlich (d.h. von endlich vielen Ele-menten) erzeugte Untergruppe von G zyklisch ist.a) Sei K ein (kommutativer) Körper der Charakteristik 6= 2 . Zeigen Sie, daÿ dann die additiveGruppe K+ von K nie isomorph zur multiplikativen Gruppe K� sein kann.b) Sei K ein (kommutativer) Körper der Charakteristik 2. Beweisen Sie, daÿ die additive GruppeK+ von K nie isomorph zur multiplikativen Gruppe K� von K sein kann.c) Beweisen Sie, daÿ jede torsionsfreie, teilbare [De�nition in voriger Aufgabe] und lokal zyklischeabelsche Gruppe isomorph zur additiven Gruppe Q+ der rationalen Zahlen sein muÿ.G2.45 [Frühjahr 2001] Eine Gruppe heiÿt torsionsfrei , wenn nur das neutrale Element endliche Ordnungbesitzt. Eine torsionsfreie abelsche Gruppe 6= 0 heiÿt vom Rang 1, wenn es für je zwei Elementex; y dieser Gruppe ganze Zahlen a; b , nicht beide gleich 0, gibt derart, dass ax+ by = 0 ist; z.B. istdie additive Gruppe Q der rationalen Zahlen torsionsfrei vom Rang 1. Beweisen Sie die folgendenAussagen:a) Torsionsfreie abelsche Gruppen vom Rang 1 lassen sich in Q einbetten.



2. Abelsche Gruppen 19b) Torsionsfreie lokal zyklische Gruppen, d.h. alle endlich erzeugten Untergruppen sind zyklisch,lassen sich in Q einbetten.c) Jede Untergruppe von Q ist lokal zyklisch.



20 Staatsexamensaufgaben zur Gruppentheorie3. Operation von Gruppen Rechnen in SnG3.1 [Frühjahr 2003] Sei S7 die symmetrische Gruppe aller Permutationen von f1; : : : ; 7g .a) Gibt es einem injektiven Homomorphismus Z=10Z! S7 ?b) Gibt es einen injektiven Homomorphismus Z=8Z! S7 ?G3.2 [Herbst 1980] In S10 , der symmetrischen Gruppe auf 10 Elementen, werde die Permutation� = � 1 2 3 4 5 6 7 8 9 103 10 7 8 4 5 1 6 9 2 �betrachtet.a) Zerlegen Sie � in disjunkte Zykel und bestimmen Sie das Vorzeichen von � .b) Wieviele zu � konjugierte Elemente gibt es in S10 ?G3.3 [Frühjahr 1989] In der symmetrischen Gruppe Sn (n � 3) betrachte man die Elementea = � 1 2 3 : : : k : : : n� 1 n2 3 4 : : : k + 1 : : : n 1�und b = � 1 2 3 : : : k : : : n� 1 n1 n n� 1 : : : n� k + 2 : : : 3 2� :a) Man zeige, daÿ ord(a) = n; ord(b) = 2 und aib = ba�i ist für alle i 2 Z .b) Sei G die von den Elementen a und b erzeugte Untergruppe der Sn . Man zeige, daÿ G =fe; a; a2; : : : ; an�1; b; ba; ba2; : : : ; ban�1g ist und daÿ die angegebenen Elemente paarweise verschie-den sind.c) Sei N = hai die von a erzeugte Untergruppe von G . Man zeige, daÿ jede Untergruppe von Nein Normalteiler in G ist und folgere daraus, daÿ ha2i die Kommutatoruntergruppe von G ist.d) Sei p eine Primzahl � 3 und n = pkm mit k � 0 , m � 1 , p - m . Man zeige, daÿ P = hamidie einzige p -Sylow-Untergruppe von G ist.G3.4 [Herbst 1986] Sei p eine Primzahl und N der Normalisator einer p -Sylowgruppe der symmetrischenGruppe Sp . Zeigen Sie: jN j = p(p� 1) .Hinweis: Zählen Sie die Elemente der Ordnung p von Sp .G3.5 [Herbst 1975] Sei p eine Primzahl und G = Sp die symmetrische Gruppe in p Zi�ern.a) Man bestimme die Anzahl der Elemente der Ordnung p in G .b) Man bestimme die Anzahl der p -Sylowgruppen von G und zeige ohne Verwendung der SylowschenSätze, daÿ sie alle zueinander konjugiert sind.c) Sei S eine p -Sylowgruppe von G und C der Zentralisator von S in G . Man zeige: C = S .d) Sei N der Normalisator von S in G . Man bestimme die Ordnung von N .e) Man zeige, daÿ kein vom Einselement verschiedenes Element von N mehr als einen Fixpunkt hat.f) Man zeige, daÿ N=S zyklisch ist.



3. Operation von Gruppen 21G3.6 [Frühjahr 2002] Sei p eine Primzahl und sei Sp die Gruppe der Permutationen von f1; 2; : : : ; pg .a) Man gebe die Anzahl der Elemente der Ordnung p in Sp an.b) Sei P eine p -Sylowuntergruppe von Sp . Man gebe die Anzahl der Elemente des NormalisatorsN(P ) von P in Sp an.G3.7 [Frühjahr 2003] Zeigen Sie (z.B. mit Hilfe der Zykeldarstellung von Permutationen):a) Die alternierende Gruppe A4 hat keine Untergruppe der Ordnung 6.b) Die symmetrische Gruppe S5 hat ein triviales Zentrum.G3.8 [Herbst 1998]a) Geben Sie eine Untergruppe der Ordnung 20 in der symmetrischen Gruppe S5 an.b) Gibt es Untergruppen der Ordnung 20 in A5 ? Die Antwort ist zu begründen.G3.9 [Frühjahr 1998] Zeigen Sie, daÿ die zwei Gruppen S5 und A5 � (Z=2Z) der Ordnung 120 nichtisomorph sind; dabei ist S5 die symmetrische und A5 die alternierende Gruppe vom Grad 5.G3.10 [Herbst 2003]a) De�nieren Sie die alternierende Gruppe An .b) Warum ist An für n � 2 eine Untergruppe vom Index 2 in Sn ?c) Zeigen Sie, dass die Gruppe S4 au�ösbar ist.G3.11 [Frühjahr 1994]a) Es sei � 2 Sn ein Zykel der Länge n . Bestimmen Sie alle Permutationen � 2 Sn , die mit �vertauschbar sind.b) Es sei n ungerade und n > 1 . Zeigen Sie: Die Menge der Zyklen der Länge n in der alternierendenGruppe An zerfällt in genau zwei Konjugiertenklassen, von denen jede 12 (n�1)! Elemente enthält.G3.12 [Frühjahr 1985] Bestimmen Sie in der alternierenden Gruppe A5 die Anzahl der Konjugiertenklassenvon Elementen der Ordnung 5.G3.13 [Frühjahr 1980]a) Sei Sn die symmetrische Gruppe auf n Elementen und G eine Untergruppe von Sn , die nichtin der alternierenden Gruppe An enthalten ist. Zeigen Sie: Genau die Hälfte der Elemente vonG liegt in G \An .b) Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n = 2 � (2m+ 1) .Zeigen Sie, daÿ G nicht einfach ist.G3.14 [Frühjahr 1979] Es bezeichne Sn die symmetrische Gruppe aller Permutationen einer n -elementigenMenge M , und es sei j 2M .a) Man beweise: Ist G eine transitive Untergruppe von Sn und H = fg 2 G ; g(j) = jg , so gilt[G : H ] = n .b) Man zeige: Es gibt nur eine Untergruppe der Ordnung 12 in S4 , nämlich die alternierende Gruppe.c) Man bestimme bis auf Isomorphie alle transitiven Untergruppen von S4 .



22 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieG3.15 [Herbst 1985] Die Automorphismengruppe AutA4 der alternierenden Gruppe A4 ist isomorph zursymmetrischen Gruppe S4 . Beweisen Sie dieses Resultat auf folgendem Weg:a) S4 ist isomorph zu einer Untergruppe von AutA4 . Beachten Sie, daÿ A4 Normalteiler von S4ist!b) A4 hat vier 3-Sylowuntergruppen.c) AutA4 ist isomorph zu einer Untergruppe der S4 , wobei AutA4 als Permutationsgruppe aufder Menge der 3-Sylowuntergruppen betrachtet wird.G3.16 [Herbst 1986] Zeigen Sie:a) Die symmetrische Gruppe Sn wird von f(1; 2); (1; 2; : : : ; n)g erzeugt.b) Ist n eine Primzahl und i eine ganze Zahl mit 1 < i � n , so wird Sn von (1; i) und (1; 2; : : : ; n)erzeugt.c) S4 wird nicht von f(1; 3); (1; 2; 3; 4)g erzeugt.Transitive GruppenoperationenG3.17 [Frühjahr 1979] Eine Gruppe G operiere auf einer Menge M .a) Erläutern Sie, was das heiÿt, und geben Sie ferner an, was man unter einer Bahn (auch Orbitgenannt) von G in M und unter der Fixgruppe (auch Standgruppe, Isotropiegruppe) eines x 2Mversteht.b) Zeigen Sie: Die Fixgruppen zweier Elemente aus derselben Bahn sind konjugierte Untergruppenvon G .c) Beweisen Sie die Formel Ord(G) = Ord(Gx) � bx ;wobei G eine endliche Gruppe der Mächtigkeit Ord(G) ist, Gx die Fixgruppe eines x 2M undbx die Elementezahl der Bahn, zu der x gehört.G3.18 [Frühjahr 1977] Es sei G eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe von G vom Index m undM := fg1H; g2H; : : : ; gmHg die Menge aller Linksnebenklassen von H in G . Weiter sei SM dieGruppe aller Permutationen von M . Zeigen Sie:a) Die Abbildung ' : G! SM , die jedem g 2 G die Permutation'(g) : �M !MgiH 7! ggiHzuordnet, ist ein Homomorphismus.b) Der Kern K von ' ist der Durchschnitt aller zu H konjugierten Untergruppen von G .c) Die Untergruppe '(G) von SM operiert transitiv auf M , d.h. zu je zwei Elementen giH; gjH 2M gibt es ein '(g) 2 '(G) mit '(g)(giH) = gjH .d) m! ist ein Vielfaches der Ordnung von '(G) .e) m ist ein Teiler der Ordnung von '(G) .Hinweis: Zeigen Sie zuerst, daÿ die Anzahl der Elemente aus '(G) , die g1H nach giH überführen,für alle i 2 f1; 2; : : : ;mg gleich ist.f) Für n > 4 besitzt die symmetrische Gruppe Sn keine Untergruppe vom Index m mit 2 < m < n .(Man verwende dabei, daÿ die alternierende Gruppe An für n > 4 einfach ist.)



3. Operation von Gruppen 23G3.19 [Herbst 1981] Es sei U eine Untergruppe der Gruppe G . Für jedes g 2 G wird durch�(g)(hU) := ghU ; h 2 Geine Selbstabbildung der Menge M = fxU ; x 2 Gg erklärt. Man zeige:a) � ist ein Homomorphismus von G in die Permutationsgruppe von M .b) Ist M endlich, dann enthält U einen Normalteiler N von G , für den G=N ebenfalls endlich ist.G3.20 [Frühjahr 1996] Ist H � G Untergruppe einer Gruppe G , so de�niert die Operation von G auf derMenge C = fHx ; x 2 Gg der Rechtsnebenklassen von rechts via Hx 7! Hxg für g 2 G einenHomomorphismus � : G! Sym(C) von G in die Permutationsgruppe von C . Zeigen Sie:a) Der Kern K von � ist die gröÿte normale Untergruppe von G , die in H enthalten ist, und esgilt K = Tx2Gx�1Hx .b) Ist G einfach und besitzt G eine Untergruppe H vom Index k , wobei k > 2 , dann teilt dieGruppenordnung jGj den Wert k!2 .G3.21 [Frühjahr 2002] Sei G eine endliche Gruppe und U � G eine Untergruppe vom Index n . Durchdie Wirkung von G auf G=U wird ein Gruppenhomomorphismus ' : G ! Sn de�niert (dies mussnicht gezeigt werden).a) Zeigen Sie: ker(') � U .b) Sei p der kleinste Primteiler von jGj und [G : U ] = p . Zeigen Sie: U ist normal in G .G3.22 [Frühjahr 1994] Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X heiÿt treu, falls zu jedem vomEinselement verschiedenen Element g aus G ein x in X existiert mit gx 6= x .Sei G eine Gruppe der Ordnung 15, die auf einer Menge X treu und transitiv operiert. Man beweise,daÿ X aus genau 15 Elementen besteht. Gilt die entsprechende Aussage auch, wenn man 15 durch12 ersetzt?G3.23 [Herbst 2003] Sei G eine Gruppe der Ordnung n . Zeigen Sie:a) G ist isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sn .b) Ist n = 2u mit ungeradem u , so hat G einen Normalteiler vom Index 2.G3.24 [Herbst 1992] Es sei Sn die Gruppe aller Permutationen der Menge X = f1; 2; : : : ; nga Es sei x 2 Snein n -Zykel. Ferner sei G eine transitive Untergruppe von Sn und N ein von 1 verschiedenerNormalteiler von G . Zeigen Sie:a) Der Zentralisator Z := fg 2 Sn ; gz = zgg von z in Sn ist die von z erzeugte zyklischeUntergruppe.b) Alle Standuntergruppen von N sind in G konjugiert.c) Alle Bahnen von N haben die gleiche Anzahl von Elementen.Ist n = p eine Primzahl, so gilt ferner:d) N ist transitiv.e) Ist N abelsch, so ist N zyklisch von der Ordnung p .



24 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieBahnzerlegungG3.25 [Herbst 1981] Sei G eine Gruppe der Ordnung 55, M eine Menge von 39 Elementen. Man zeige,daÿ jede Operation von G auf M mindestens einen Fixpunkt hat.G3.26 [Frühjahr 1992] Eine Gruppe der Ordnung 55 operiere auf einer Menge M mit 18 Elementen. ZeigenSie, daÿ die Gruppe auf M mindestens 2 Fixpunkte hat.G3.27 [Frühjahr 1988] Eine endliche Gruppe G operiere als Permutationsgruppe auf einer Menge M .Zeigen Sie:a) M ist die disjunkte Vereinigung seiner G -Bahnen Gm;m 2M .b) Die Anzahl jGmj der Elemente von Gm ist ein Teiler von jGj .G operiere nun mittels Konjugation auf G .c) Folgern Sie aus a) und b): Das Zentrum einer endlichen p -Gruppe hat mindestens p Elemente.G3.28 [Herbst 2002] Seien p eine Primzahl, 1 � r 2 IN und b = pr . Seien weiter A der FaktorringA = Z=bZ und A� die Gruppe der Einheiten von A . Die Gruppe A� operiert auf A mittels derMultiplikation A� �A! A , (a; x) 7! a � x .Bestimmen Sie die Bahnen dieser Operation, die Anzahl dieser Bahnen und ihre jeweilige Ordnung.Operation durch Konjugation, KlassengleichungG3.29 [Frühjahr 1974] Es sei p eine Primzahl, n 2 IN und G eine Gruppe der Ordnung pn . Man beweise,daÿ das Zentrum Z = fz 2 G ; ĝ2G zg = gzgvon G nicht nur aus dem neutralen Element besteht.Hierfür weise man im einzelnen nach:a) Durch gRg0 : () _a2G g = ag0a�1 ist eine Äquivalenzrelation R über G de�niert.b) Für g 2 G ist Ng = fa 2 G ; aga�1 = gg eine Untergruppe von G .c) G = mSi=1Ci sei die Zerlegung von G in Klassen bezüglich der Äquivalenzrelation R und g 2 Ci .Dann gilt:i. Ci = fgg () g 2 Z .ii. [G : Ng ] ist die Anzahl jCij der Elemente von Ci .d) Die Annahme Z = feg führt wegen jGj =Pmi=1 jCij zu einem Widerspruch.



3. Operation von Gruppen 25G3.30 [Herbst 1980] Sei G eine Gruppe. Elemente g; g0 2 G heiÿen zueinander konjugiert , falls es einh 2 G mit g0 = hgh�1 gibt. G zerfällt in Klassen konjugierter Elemente.a) Man beweise: Ist G endlich, so ist die Elementanzahl in einer jeden Klasse konjugierter Elementeein Teiler der Ordnung von G .b) Sei G eine endliche p -Gruppe, d.h. eine Gruppe der Ordnung pn (p Primzahl, n 2 IN ). Füri = 0; 1; 2; : : : sei ai die Anzahl derjenigen Klassen konjugierter Elemente, die genau pi Elementeenthalten. Man zeige: pn = a0 + a1p+ a2p2 + : : :+ an�1pn�1 :Man interpretiere a0 und folgere, daÿ das Zentrum von G nicht nur aus dem neutralen Elementbesteht.G3.31 [Frühjahr 1975] In dieser Aufgabe werden elementare Eigenschaften endlicher Gruppen G behandelt.G heiÿt p -Gruppe, wenn die Ordnung jGj von G Potenz der Primzahl p ist. Der Index einerUntergruppe U von G wird mit [G : U ] bezeichnet. Eine von G verschiedene Untergruppe Mheiÿt maximal , wenn für Untergruppen U von G aus M � U � G entweder U = M oder U = Gfolgt. Normalteiler werden kurz normale Untergruppen genannt.a) Es sei U Untergruppe von G und N die Menge aller x 2 G , für die xUx�1 = U ist (N heiÿtNormalisator von U ). Man begründe: N ist Untergruppe von G und U ist normal in N .b) U und V seien Untergruppen von G . Man beweise: Je zwei verschiedene der (Doppelnebenklassengenannten) Mengen UyV := fuyv 2 G ; u 2 U ; v 2 V gin G sind disjunkt und UyV hat die Elementezahl [U : yV y�1 \ U ] � jV j .Hinweis: Man zähle die Nebenklassen xV in UyV .c) Es sei N Normalisator der Untergruppe U von G und S sei ein Vertretersystem der zu Npunktfremden Doppelnebenklassen UyU . Man begründe die FormeljGj = jN j+Xy2S[U : yUy�1 \ U ] � jU jund folgere für p -Gruppen U , deren Index [G : U ] in G teilbar ist durch p , daÿ auch der Index[N : U ] durch p teilbar ist.d) Man begründe:i. Jede Untergruppe U 6= G von G ist in mindestens einer maximalen Untergruppe enthalten.ii. Die vom Einselement gebildete Untergruppe ist maximal in G nur dann, wenn jGj = p einePrimzahl ist.iii. Jede zugleich maximale und normale Untergruppe M von G hat einen Primzahlindex [G :M ] .e) Es sei G eine p -Gruppe und F der Durchschnitt aller maximalen Untergruppen von G . Manbeweise:i. Jede maximale Untergruppe M von G ist normal und F ist ebenfalls normal.ii. In der Faktorgruppe A := G=F hat jedes vom Einselement verschiedene Element die Ordnungp . Ferner ist A kommutativ.Hinweis: Für alle Paare x; y 2 G und für jede maximale Untergruppe M von G ist xyx�1y�1 2M .



26 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieG3.32 [Herbst 1996] Zeigen Sie, daÿ jeder Normalteiler 6= 1 einer endlichen p -Gruppe G ein zentralesElement x 6= 1 enthält, d.h. x liegt im Zentrum der Gruppe G .G3.33 [Frühjahr 1983] Sei p eine Primzahl, G eine endliche p -Gruppe, Z(G) das Zentrum von G .a) Zeigen Sie:Ist N 6= feg ein Normalteiler von G , so gilt jN \ Z(G)j 6= 1 .Hinweis: Betrachte N� := N n feg .b) Sei G nichtabelsch von der Ordnung jGj = p3 . Man bestimme die Ordnung von Z(G) .G3.34 [Herbst 1999]a) Sei p 2 IN eine Primzahl und G eine nichttriviale endliche p -Gruppe. Man beweise, dass dasZentrum von G nichttrivial ist.b) Man konstruiere eine nichtabelsche Gruppe G der Ordnung 27, in der jedes Element x 2 Gnf1gdie Ordnung 3 hat.G3.35 [Frühjahr 1990] Geben Sie eine Gruppe M von 3� 3 -Matrizen über einem geeigneten Grundkörperan, welche die folgenden Eigenschaften hat:a) M hat die Ordnung 27.b) M ist nicht abelsch.c) x3 = e für alle x 2M ( e = Einheitsmatrix).G3.36 [Herbst 1988] Es sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung pn mit n � 2 . Sei C(g)der Zentralisator eines Elements g 2 G . Zeigen Sie:jC(g)j > p :G3.37 [Herbst 2002] Es sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung pn mit n � 2 . Ferner seiC(g) der Zentralisator eines Elements g 2 G . Zeigen Sie:jC(g)j > p :G3.38 [Frühjahr 2000] Zeigen Sie, dass eine endliche Gruppe mit einem Normalteiler, dessen Ordnung gleichdem kleinsten Primteiler der Gruppenordnung ist, ein nichttriviales Zentrum hat.Hinweis: Man betrachte die Operation der Gruppe auf dem Normalteiler durch Konjugation.G3.39 [Herbst 2003] Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n > 1 , sei p der kleinste Primteiler von nund P eine zyklische, normale p -Sylowgruppe von G .a) Zeigen Sie: Ist pm die Ordnung von P , so ist pm�1(p � 1) die Ordnung der Automorphismen-gruppe Aut(P ) von P .b) Die Konjugation von G auf P liefert einen Homomorphismus� : G! Aut(P ) ; �(g) : x 7! gxg�1für g 2 G und x 2 P . Zeigen Sie: Der Index [G : Kern�] ist ein Teiler von pm�1(p � 1) undnicht durch p teilbar.c) Zeigen Sie, dass P im Zentrum von G enthalten ist.



3. Operation von Gruppen 27G3.40 [Frühjahr 1985] Seien G eine Gruppe und H � G eine Untergruppe. Bezeichne G=H die Mengeder Restklassen 	x = xH; x 2 G , und S(G=H) die Permutationsgruppe von G=H . Beweise:a) Durch �(g)(	x) := gx für g; x 2 G ist ein Gruppenhomomorphismus � : G! S(G=H) de�niert.b) Kern (�) =: N ist Normalteiler von G mit N � H . Sei [G : H ] =: t endlich. Dann ist [G : N ]endlich, t teilt [G : N ] und [G : N ] teilt t !c) Jede Gruppe der Ordnung 392 besitzt eine normale 7-Untergruppe 6= f1g .Lineare DarstellungenG3.41 [Frühjahr 1976] Es sei GF(p) ein Primkörper der Charakteristik p > 2 , G die Gruppe aller Abbil-dungen x 7! ux + v von GF(p) auf sich mit u; v 2 GF(p) und u 6= 0 . Weiter sei r eine primitive(p� 1) -te Einheitswurzel in GF(p) und � ein Automorphismus von G . Die Abbildungen n und raus G seien de�niert durchn : �GF(p)! GF(p)x 7! x+ 1 bzw. r : �GF(p)! GF(p)x 7! rx :Die Elemente aus GF(p) seien durch die Zahlen 0; 1; 2; : : : ; p� 1 repräsentiert. Zeigen Sie:a) Für die von n erzeugte Untergruppe N von G gilt �(N) = N .b) fn; rg ist ein Erzeugendensystem von G .c) Es gibt ein s 2 f0; 1; 2; : : : ; p� 1g mit �(n) = r�s � n � rs .d) Ist s wie unter c) bestimmt, � der durch �(g) = r�s � g � rs für g 2 G bestimmte innereAutomorphismus von G und ' := ��1� , sowie '(r)(x) := bx+ c für alle x 2 GF(p) , dann gilt:i) '(n) = nii) nr = '(r) � n � ('(r))�1iii) b = r (Hinweis: Berechnen Sie x+ r !)e) Es gibt ein t 2 f0; 1; 2; : : : ; p� 1g mit '(g) = n�t � g � nt für alle g 2 G .f) Alle Automorphismen von G sind innere Automorphismen.g) Die Automorphismengruppe von G ist isomorph zu G .G3.42 [Herbst 1977] Sei IF4 ein Körper mit 4 Elementen, V ein 2-dimensionaler Vektorraum über IF4 , Gdie Gruppe der invertierbaren 2� 2 Matrizen über IF4 und S die Untergruppe der Matrizen von Gmit Determinante 1.a) Bestimme die Anzahl der Vektoren von V und die der 1-dimensionalen Unterräume von V .b) Bestimme die Ordnungen der Gruppen G und S (nämlich zu 180 und 60).c) Zeige, daÿ G das direkte Produkt von S mit einer Untergruppe der Ordnung 3 ist.G3.43 [Herbst 1977] Sei V = IF24 und S = SL2(IF4) . Bezüglich einer festen Basis von V erklärt jedesg 2 S eine lineare Abbildung, die ebenfalls mit g bezeichnet sei.a) Zeige, daÿ das Eins-Element von S das einzige Element von S ist, das jeden Unterraum von Vin sich überführt.b) Zeige, daÿ die Gruppe S isomorph zur alternierenden Gruppe A5 vom Grade 5 ist (benütze dievorige Aufgabe).



28 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieG3.44 [Herbst 1977] Sei V = IF24 und S = SL2(IF4) .a) Zeige, daÿ IF4 einen Automorphismus � der Ordnung 2 besitzt.b) Sei v1; v2 eine Basis von V und a die Abbildung von V , die jedem Vektor �1v1 + �2v2 mit�i 2 IF4 den Vektor ��1 v1 + ��2 v2 zuordnet. Fasse die Elemente von S als Abbildungen von Vauf und sei s�a für s 2 S , die aus s und a zusammengesetzte Abbildung. Zeige, daÿ die Menge� = fs; s � a ; s 2 Sg = S [ (S � a) bezüglich Hintereinanderausführung eine Gruppe bildet.c) Zeige, daÿ die Gruppe � isomorph zur symmetrischen Gruppe S5 vom Grade 5 ist. (Benütze dievorige Aufgabe)G3.45 [Frühjahr 1979] Es seien p eine Primzahl und d; m � 1 zwei natürliche Zahlen. Sei V der d -dimensionale Vektorraum über dem Körper K = GF(n) , der aus genau n = pm Elementen besteht.a) Zeigen Sie: Die Ordnung der Gruppe aller Automorphismen von V ist (nd� 1)(nd� n) : : : (nd�nd�1) .Hinweis: Wieviele geordnete Basen von V gibt es?b) Bestimmen Sie die Ordnung der Gruppe der semilinearen Bijektionen von V auf sich.Hinweis: Die Automorphismengruppe von K ist zyklisch.c) Es sei d � 3 . Bestimmen Sie die Ordnung der Gruppe aller Kollineationen des (d�1) -dimensiona-len projektiven Koordinatenraumes über K .G3.46 [Herbst 1979] Seien K ein Körper der Charakteristik 0 und G eine endliche Gruppe der Ordnungn . Ein endlichdimensionaler K -Vektorraum V heiÿt G -Raum, wenn es eine Abbildung G � V !V; (g; v) 7! g � v , mit folgenden Eigenschaften gibt:(i) Für alle g 2 G ist die Abbildung V ! V ; v 7! g � v , K -linear.(ii) Für alle g1; g2 2 G und v 2 V gilt g1 � (g2 � v) = (g1g2) � v , für das Einselement e von G gilte � v = v .Ein Unterraum U von V heiÿt G -Unterraum, wenn für alle g 2 G , u 2 U gilt g � u 2 U .Ein G -Raum V heiÿt einfach, wenn er von Null verschieden ist und auÿer 0 und V keine G -Unterräume besitzt. Sind V; V 0 G -Räume, so heiÿt eine K -lineare Abbildung f : V ! V 0 einG -Homomorphismus , wenn für alle g 2 G ; v 2 V gilt f(g � v) = g � f(v) ; V heiÿt G -isomorph zuV 0 , wenn es einen bijektiven G -Homomorphismus f : V ! V 0 gibt.Man zeige:a) Ist f : V ! V 0 ein G -Homomorphismus zwischen G -Räumen, so sind Kern und Bild von fG -Unterräume. Sind V und V 0 einfach und f 6= 0 , dann ist f bijektiv.b) Seien V ein G -Raum, U ein G -Unterraum von V , sei V 0 ein K -Unterraum von V mitV = U � V 0 und p : V ! U die Projektion auf U . Dann ist die Abbildungq : V ! V ; v 7! 1n Xg2G g�1 � p(g � v)ein G -Homomorphismus (man betrachte h�1 � q(h � v) für h 2 G und v 2 V ), es gilt q(u) = ufür alle u 2 U , q(V ) = U und V = U � (1� q)(V ) .c) Jeder G -Raum ist direkte Summe endlich vieler einfacher G -Unterräume.d) Die K -Dimension jedes einfachen G -Raumes ist höchstens n .(Für ein 0 6= v0 2 V betrachte man den von allen g � v0 , g 2 G , erzeugten Untervektorraum vonV .)



3. Operation von Gruppen 29e) Zu jedem eindimensionalen G -Raum V gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus �V : G!K� = K � f0g mit g � v = �V (g)v für alle g 2 G , v 2 V .Für alle g 2 G ist �V (g) eine n -te Einheitswurzel von K . Ferner sind zwei eindimensionaleG -Räume V; V 0 genau dann G -isomorph, wenn �V = �V 0 ist.Von nun ab sei G eine zyklische Gruppe mit erzeugendem Element t , wie bisher sei n ihre Ordnung.Man zeige weiter:f) Gibt es n paarweise nicht G -isomorphe eindimensionale G -Räume V1; : : : ; Vn , so enthält Keine primitive n -te Einheitswurzel.(Man betrachte die Elemente �Vi(t); 1 � i � n , und beachte e).)g) Wenn K eine primitive n -te Einheitswurzel enthält, dann gibt es n paarweise nicht G -isomorphe,eindimensionale G -Räume.h) Enthält K eine primitive n -te Einheitswurzel, so ist jeder einfache G -Raum V eindimensional.(Die Abbildung f : V ! V mit v 7! t � v ist ein G -Homomorphismus mit fn = idV , wobei idVdie identische Abbildung von V ist. Man zeige durch Zerlegung von fn � idV in Faktoren derForm f � � idV ; � 2 K , und mit Hilfe von a), daÿ es eine n -te Einheitswurzel " 2 K gibt mitf � " idV = 0 .)G3.47 [Frühjahr 2003] Sei Cp eine zyklische Gruppe der Primzahlordnung p . Bestimmen Sie die Anzahlder Automorphismen der Gruppe Cp � Cp � Cp .G3.48 [Frühjahr 1988] Es sei K ein endlicher Körper mit q Elementen. Bestimmen Sie die Ordnungen derfolgenden Gruppen:a) der Gruppe GL(2;K) aller invertierbaren 2� 2 -Matrizen mit Koe�zienten aus K ;b) der Gruppe SL(2;K) aller A 2 GL(2;K) mit detA = 1 ;c) des Zentrums Z von SL(2;K) . SymmetriegruppenG3.49 [Frühjahr 1974] Die komplexe Ebene C wird in üblicher Weise auch als reelle euklidische Ebene IR2angesehen. Sei � = e�i=3 eine sechste Einheitswurzel in C , sei W = fm+ n� ; m;n 2 Zg das von 1und � aufgespannte Gitter in C .a) Zeige: �2 � �+ 1 = 0 . Folgere daraus: � �W =W .b) Zeige: 0; 1; � bilden ein gleichseitiges Dreieck.c) Bestimme alle Gitterpunkte (= Zahlen aus W ) mit minimalem positiven Abstand von 0. Was istdie zweitkleinste Entfernung eines Gitterpunktes von 0?d) Sei G die Symmetriegruppe des Gitters W , bestehend aus allen eigentlichen und uneigentlichenBewegungen der Ebene, die W in sich abbilden. Zeige:G enthält eine zu W isomorphe Translationsgruppe T . Die 0 festlassenden Symmetrienbilden eine Diedergruppe G0 , es ist G = G0 � T .e) Beschreibe die Elemente in G geometrisch: Wo sind die Fixpunkte der Drehungen, wo die Achsender Spiegelungen bzw. Gleitspiegelungen?



30 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieG3.50 [Herbst 1982] Zeigen Sie: Die Gruppe aller Drehungen, die ein reguläres Tetraeder in sich überführen,ist zur alternierenden Gruppe A4 isomorph.G3.51 [Frühjahr 1989] Wie viele Isometrien hat ein n -dimensionaler Würfel in IRn ?G3.52 [Frühjahr 1997]a) Zeigen Sie, daÿ die Symmetriegruppe (= Gruppe der Isometrien) eines regulären Oktaeders imeuklidischen IR3 isomorph zur Symmetriegruppe eines Würfels ist.b) Welche Ordnung hat diese Gruppe?c) Wie viele Elemente der Ordnung 3 besitzt sie?



4. Sylowsätze 314. Sylowsätze Gruppen mit lauter normalen SylowgruppenG4.1 [Frühjahr 2003] Zeigen Sie, daÿ jede Gruppe der Ordnung 255 zyklisch ist.G4.2 [Frühjahr 1976] Zeige, daÿ jede Gruppe der Ordnung 1001 zyklisch ist.G4.3 [Herbst 2000] Sei G eine Gruppe mit 2001 Elementen. Zeigen Sie:a) Die p -Sylowgruppen von G sind für p = 23 und p = 29 normal.b) Auch die 3-Sylowgruppe von G ist normal.c) Die Gruppe G ist zyklisch.G4.4 [Frühjahr 1984] G sei eine Gruppe der Ordnung 45.a) Bestimmen Sie für jede Primteiler p von 45 die Anzahl der p -Sylowuntergruppen von G .b) Folgern Sie, daÿ G isomorph zum direkten Produkt seiner Sylowuntergruppen ist!c) Folgern Sie, daÿ G abelsch ist!d) Wieviele Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 45 gibt es?G4.5 [Herbst 1987] Zeigen Sie, daÿ jede Gruppe der Ordnung 45 höchstens 12 verschiedene Untergruppenbesitzt.G4.6 [Herbst 1992] Man bestimme die Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 1225.G4.7 [Frühjahr 1993] Gruppen der Ordnung p2q2 mit p - q2 � 1 :a) Es sei p eine Primzahl. Bekanntlich ist jede Gruppe der Ordnung p2 abelsch. Man gebe dieIsomorphietypen aller Gruppen der Ordnung p2 an.b) Für jede Gruppe der Ordnung p2 bestimme man die Automorphismengruppe und ihre Ordnung.c) Es seien p und q Primzahlen mit 2 < p < q und p - q2 � 1 . Es sei G eine Gruppe der Ordnungp2q2 . Man beweise, daÿ G genau eine p -Sylowgruppe besitzt.d) Man beweise, daÿ die Gruppe G in Teil (c) der Aufgabe abelsch ist.G4.8 [Herbst 2002] Es sei p 2 IN eine Primzahl � 5 derart, dass auch q := p+ 2 eine Primzahl ist, wiez.B. p = 17 und q = 19 .a) Es sei G eine Gruppe der Ordnung p2 � q2 . Bestimmen Sie die Anzahlen und Ordnungen derSylow-Untergruppen von G .b) Bestimmen Sie alle Isomorphietypen von Gruppen der Ordnung 104329 = 3232 .G4.9 [Frühjahr 1990] G sei eine endliche Gruppe, in der Elemente teilerfremder Ordnung stets miteinandervertauschbar sind. Zeigen Sie: G ist das direkte Produkt von Sylow-Gruppen.



32 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieG4.10 [Herbst 1988] Für alle Paare x; y von Elementen der endlichen Gruppe G soll die Gleichungx3y3 = (xy)3gelten. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:a) Für alle Paare x; y von Elementen aus G giltx3y2 = y2x3 :Hinweis: Betrachten Sie (xy)3y�1 .b) Elemente teilerfremder Ordnung von G sind miteinander vertauschbar.c) Alle p -Sylowgruppen von G sind Normalteiler.d) Die sechste Potenz eines jeden Elements aus G liegt in Z(G) , dem Zentrum von G .Gruppen mit einer normalen SylowgruppeG4.11 [Frühjahr 1992] Es seien p und q Primzahlen mit p < q .a) Folgern Sie aus den Sylowschen Sätzen, daÿ im Falle q 6� 1 mod p jede Gruppe der Ordnung pqzyklisch ist.b) Geben Sie im Falle q � 1 mod p eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung pq an, indem Sie füreinen geeigneten Körper K und eine geeignete Untergruppe U von K� die Matrizen� a b0 1�mit a 2 U und b 2 K betrachten.G4.12 [Frühjahr 2000] Untersuchen Sie, für welche Primzahlen q mit q � 2 mod 3 jede Gruppe der Ord-nung 3q zyklisch ist.G4.13 [Frühjahr 1987] Seien p und q verschiedene Primzahlen. Beweisen Sie, daÿ jede Gruppe der Ordnungp2 � q eine normale Sylowuntergruppe besitzt.G4.14 [Frühjahr 2001] Sei G eine Gruppe der Ordnung 63.a) Man zeige, dass G einen nichttrivialen Normalteiler hat.b) Man konstruiere zwei nicht isomorphe nicht abelsche Gruppen der Ordnung 63 (als semidirektesProdukt).G4.15 [Herbst 1989] Beweisen Sie:a) Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung 333.b) Es gibt eine kommutative, nicht zyklische Gruppe der Ordnung 333.c) Es gibt eine nicht kommutative Gruppe der Ordnung 333.G4.16 [Frühjahr 1983] Beweisen Sie die folgenden Aussagen:a) Die alternierende Gruppe A4 hat keine Untergruppe der Ordnung 6.b) Eine Gruppe G der Ordnung 12 ohne Untergruppe der Ordnung 6 hat vier 3-Sylowuntergruppen.c) Der Homomorphismus der Gruppe G aus b) in die symmetrische Gruppe S4 , der einem Elementg 2 G die durch Konjugation mit g bewirkte Permutation der vier 3-Sylowuntergruppen zuordnet,ist eine Einbettung.d) Alle Gruppen der Ordnung 12 ohne Untergruppen der Ordnung 6 sind isomorph.



4. Sylowsätze 33G4.17 [Frühjahr 1986]a) Zeigen Sie: Ist G eine Gruppe mit 1 < jGj < 24 , so besitzt G eine normale Sylowgruppe.b) Geben Sie ein Beispiel für eine Gruppe der Ordnung 24 an, die keine normale Sylowgruppe besitzt(mit Begründung).G4.18 [Herbst 1987] Wieviele Untergruppen der Ordnung 8 besitzt die symmetrische Gruppe S4 ? Sinddiese Untergruppen paarweise isomorph?G4.19 [Frühjahr 1995] Zeigen Sie:(a) Der kanonische Epimorphismus � : Z=9Z! Z=3Z ist nicht zerfallend, d.h. es gibt keinen Homo-morphismus ' : Z=3Z! Z=9Z mit � � ' = id .(b) Sei G eine Gruppe der Ordnung 196. Dann besitzt G eine normale 7-Sylowuntergruppe P , undder kanonische Epimorphismus G! G=P ist zerfallend.G4.20 [Frühjahr 1978] G sei eine Gruppe der Ordnung pnq , wobei p und q verschiedene Primzahlen sind.Von G wird vorausgesetzt, daÿ der Durchschnitt von je zwei verschiedenen p -Sylow-Untergruppennur das Einselement von G enthält. Beweisen Sie: G ist nicht einfach.G4.21 [Herbst 1984] Zeigen Sie: Jede Gruppe der Ordnung 200 enthält einen nichttrivialen abelschenNormalteiler. (Man zitiere die verwendeten Sätze!)G4.22 [Frühjahr 1995] Sei G eine Gruppe der Ordnung 300. Zeigen Sie, daÿ G nicht einfach ist.Hinweis: Lassen Sie die Gruppe G auf der Menge ihrer 5-Sylowgruppen operieren.G4.23 [Frühjahr 1978] Zeigen Sie: Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung 700.G4.24 [Frühjahr 1998] Sei G eine Gruppe der Ordnung 750. Zeigen Sie, daÿ G einen echten Normalteilerbesitzt.Hinweis: Lassen Sie G durch Konjugation auf der Menge Syl 5(G) aller 5-Sylowgruppen von G ope-rieren.G4.25 [Herbst 1978] Es sei G eine Gruppe der Ordnung 1722 = 41 � 42 ; mit S sei eine 41-Sylowgruppevon G bezeichnet, eine 7-Sylowgruppe von G sei T .a) Zeigen Sie: S ist entweder Normalteiler oder normalisatorgleich.b) Zeigen Sie: T ist entweder Normalteiler oder normalisatorgleich.c) Beweisen Sie (etwa durch Abzählen der Elemente), daÿ höchstens eine der beiden Gruppen Sund T normalisatorgleich sein können.d) Begründen Sie, warum der Komplex ST eine kommutative Gruppe ist.e) Zeigen Sie: Sowohl S als auch T ist Normalteiler von G .f) Geben Sie ein Beispiel einer Gruppe der Ordnung 1722 an, deren maximaler abelscher Normalteilerdie Ordnung 287 = 41 � 7 hat (es gibt mehrere paarweise nichtisomorphe).G4.26 [Herbst 2002]a) Zeigen Sie: Gruppen der Ordnung 2002 haben einen Normalteiler vom Index 2.b) Zeigen Sie: Eine Gruppe der Ordnung 1001 ist zyklisch.c) Zeigen Sie: Es gibt genau 8 Isomorphietypen von Gruppen der Ordnung 2002.



34 Staatsexamensaufgaben zur GruppentheorieG4.27 [Herbst 1984] Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen G , die genau vier verschiedene Un-tergruppen besitzen!G4.28 [Frühjahr 1994] Es sei n eine ungerade natürliche Zahl. Zeigen Sie: Wenn es bis auf Isomorphienur eine einzige Gruppe der Ordnung n gibt, dann gilt (�(n); n) = 1 . (Dabei ist � die EulerschePhi-Funktion.) Allgemeine SylowtheorieG4.29 [Frühjahr 1979] Es sei G eine endliche Gruppe, N ein Normalteiler von G und K eine p -Sylow-Untergruppe von G . Zeigen Sie: K \N ist eine p -Sylow-Untergruppe von N .Hinweis: Untersuchen Sie KN .G4.30 [Herbst 1998] Sei G eine endliche Gruppe, seien P eine p -Sylowuntergruppe und U eine weitereUntergruppe von G . Zeigen Sie:a) Ist U oder P normal, so ist P \ U eine p -Sylowuntergruppe von U .b) Ist P nicht normal, so gibt es eine Untergruppe U , so dass P \ U keine p -Sylowuntergruppevon U ist.G4.31 [Herbst 1976] G sei eine einfache Gruppe der Ordnung 60. Zeigen Sie:a) G besitzt genau sechs 5-Sylowgruppen.b) G besitzt genau zehn 3-Sylowgruppen.Hinweis: Verwenden Sie a).c) G besitzt keine Elemente der (genauen) Ordnung 6 und keine Elemente der (genauen) Ordnung10.Hinweis: Wieviele solche Elemente müÿte G sonst mindestens haben?d) Der Durchschnitt je zweier verschiedener 2-Sylowgruppen von G ist trivial.Hinweis: Verwenden sie c).e) G besitzt genau fünf 2-Sylowgruppen.G4.32 [Frühjahr 1995]a) Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung 60. Man zeige, daÿ G genau sechs 5-Sylowuntergruppenund 24 Elemente der Ordnung 5 hat.b) Man zeige, daÿ es in jeder Gruppe der Ordnung 56 nichttriviale Normalteiler gibt.G4.33 [Herbst 1990] Untersuchung der symmetrischen Gruppe S5 :a) Man bestimme die Struktur und die Anzahl der 2-Sylowgruppen der symmetrischen Gruppe S5 .b) Man bestimme die Anzahl der 5-Sylowgruppen von S5 .c) Besitzt S5 eine Untergruppe der Ordnung 15?d) Besitzt S5 zwei zueinander nicht isomorphe Untergruppen der Ordnung 6?



4. Sylowsätze 35G4.34 [Frühjahr 1984] Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G vom Index n . ZeigenSie:a) K := Tg2G gHg�1 ist ein in H enthaltener Normalteiler von G , dessen Index in G ein Vielfachesvon n und ein Teiler von n! ist.Hinweis: De�nieren Sie einen Homomorphismus von G in die Permutationsgruppe der Menge allerLinksnebenklassen gH , g 2 G , von G nach H , dessen Kern K ist!b) Jeder in H enthaltene Normalteiler von G liegt in K .c) Ist p der kleinste Primteiler der Ordnung von G , so ist jede Untergruppe von G vom Index pein Normalteiler.d) Sei p eine Primzahl. Der Durchschnitt aller p -Sylowuntergruppen von G ist ein Normalteiler.Er enthält jede p -Untergruppe von G , die Normalteiler in G ist.G4.35 [Herbst 1996] Sei IFp der Körper mit p Elementen (p eine Primzahl) und GL(n; IFp ) die allgemeinelineare Gruppe n -ten Grades über IFp .a) Gestützt auf die FormelOrd(GL(n; IFp )) = (pn � 1)(pn � p) : : : (pn � pn�1)für die Ordnung der GL(n; IFp ) beweise man, daÿ die Untergruppe U(n; IFp ) < GL(n; IFp ) allerMatrizen der Form 0@ 1 �. . .0 11Aeine p -Sylow-Untergruppe der GL(n; IFp ) bildet.b) Als Anwendung zeige man: Ist G eine p -Gruppe von Automorphismen des endlich dimensionalenIFp -Vektorraums V , so sind alle g 2 G simultan auf Dreiecksgestalt transformierbar.G4.36 [Herbst 1999] Sei p eine Primzahl. Wie viele p -Sylow-Untergruppen besitzt die symmetrische Grup-pe Sp ?G4.37 [Frühjahr 2001] Zeigen Sie NG(NG(P )) = NG(P ) für eine p -Sylowuntergruppe P der endlichenGruppe G . (NG(U) ist der Normalisator der Untergruppe U von G .)



36 Staatsexamensaufgaben zur Gruppentheorie5. Au�ösbare GruppenG5.1 [Herbst 1994]a) Sei N eine normale Untergruppe einer Gruppe G . Zeigen Sie: Sind die Faktorgruppen G=Nund N au�ösbar, so ist auch G au�ösbar.b) Sei G eine nicht-triviale endliche p -Gruppe. Zeigen Sie: G besitzt ein nichttriviales Zentrum,und G ist au�ösbar.G5.2 [Herbst 1999] Seien p und q verschiedene Primzahlen. Man beweise, dass jede Gruppe der Ordnungpq2 au�ösbar ist.G5.3 [Herbst 1994] Beweisen Sie: Jede Gruppe der Ordnung 297 ist au�ösbar.G5.4 [Herbst 1989] Es sei S4 die Gruppe aller Permutationen von f1; 2; 3; 4g .a) Man zeige, daÿ U := f� 2 S4 ; �(1) = 1geine Untergruppe, aber kein Normalteiler in S4 ist.b) Gibt es in S4 eine Untergruppe der Ordnung 8?c) Man gebe eine 3-Sylow-Untergruppe von S4 an.d) Man zeige, daÿ S4 au�ösbar ist (man gebe eine Au�ösung ohne Begründung an).G5.5 [Herbst 2000]a) Geben Sie die De�nitionen der Begri�e Normalteiler und au�ösbare Gruppe an.b) Sei G eine Gruppe der Ordnung 100. Zeigen Sie:(i) G ist au�ösbar.(ii) Hat G einen Normalteiler der Ordnung 4, so ist G abelsch.Hinweis: Es darf verwendet werden, dass Gruppen der Ordnung p2 abelsch sind, wenn p eine Primzahlist.)G5.6 [Herbst 1973]a) K sei ein Körper. Eine Abbildung ` : K ! K heiÿe linear , wenn es Elemente a; b 2 K gibt,a 6= 0 , so daÿ `(x) = ax + b für alle x 2 K gilt. Zeige, daÿ die Menge L(K) aller linearenAbbildungen ` : K ! K bzgl. der Komposition von Abbildungen eine Gruppe ist.b) Im folgenden sei K ein endlicher Körper. Sei ` 2 L(K) durch `(x) = ax + b gegeben. Zeige:Ist a 6= 1 , dann ist die Ordnung von ` gleich der Ordnung von a in der multiplikativen GruppeK� von K . Ist a = 1 , dann ist die Ordnung von ` gleich der Ordnung von b in der additivenGruppe K+ von K .c) K sei ein Körper mit q Elementen. Zeige, daÿ es in L(K) genau eine Untergruppe U derOrdnung q gibt.d) Unter welchen Voraussetzungen über q ist U zyklisch?e) Zeige, daÿ U ein Normalteiler von L(K) ist und L(K)=U eine zyklische Gruppe.f) Diskutiere, unter welchen Voraussetzungen über die Elementezahl von K die Gruppe L(K) zy-klisch, abelsch, au�ösbar ist.



5. Au�ösbare Gruppen 37G5.7 [Frühjahr 1997] Sei p eine Primzahl und IFp der Körper mit p Elementen. Eine Permutation � vonIFp heiÿt a�n, falls es Elemente a; b 2 IFp mit a 6= 0 gibt, so daÿ �(x) = ax + b für x 2 IFp gilt.Es bezeichne G die Menge aller a�nen Permutationen von IFp .a) Zeigen Sie, daÿ G eine Gruppe und isomorph zur Gruppe aller Matrizen � a b0 1� mit a; b 2 IFpund a 6= 0 ist.b) Geben Sie einen surjektiven Homomorphismus � von G auf die multiplikative Gruppe IF�p an,dessen Kern N zyklisch von der Ordnung p ist.c) Begründen Sie, warum G au�ösbar ist.G5.8 [Frühjahr 2002] Sei a ein Element der Ordnung d > 1 in der multiplikativen Gruppe des KörpersZ=pZ und G die von den Abbildungen� : Z=pZ! Z=pZ (x 7! ax) und � : Z=pZ! Z=pZ (x 7! x+ 1)erzeugte Untergruppe der Permutationsgruppe von Z=pZ. Zeigen Sie:a) G ist nicht abelsch.b) Jedes g 2 G besitzt eine eindeutige Darstellungg = �r�s (0 � r < d; 0 � s < p) :c) G ist au�ösbar.d) Es gibt eine nicht abelsche Gruppe der Ordnung 555.G5.9 [Herbst 1985]a) Man berechne für die Dreierzyklen ' = (1; 2; 4);  = (3; 5; 1) das Produkt ' '�1 �1 (Berech-nung von rechts nach links).b) Man folgere hieraus, daÿ die alternierende Gruppe A5 vom Grad 5 nicht au�ösbar ist.
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1. Elementare Ringtheorie 391. Elementare RingtheorieRechnen in kommutativen RingenR1.1 [Herbst 1981] Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring (nicht notwendig mit 1). Man beweise:Gibt es a; c 2 R mit a 6= 0 und ac = a , dann hat R ein Einselement, nämlich c .R1.2 [Herbst 1999] Seien a und b Elemente eines assoziativen kommutativen Integritätsrings R . Esbezeichne � die Restklasse von a in R=(b) und � die von b in R=(a) . Zeigen Sie: Ist � keinNullteiler von R=(b) , so ist � keiner von R=(a) .R1.3 [Herbst 1987] R sei ein kommutativer Ring mit Eins und d eine Derivation von R , d.h. eineAbbildung d : R! R mitd(x+ y) = dx+ dy ; d(x � y) = x � dy + y � dx für alle x; y 2 R:a) Zeigen Sie, daÿ Kern d := fx 2 R ; dx = 0g ein Unterring von R ist, der die Eins enthält.b) Beweisen Sie die Formel d(xn) = n � xn�1dx für x 2 R , n 2 Z , n > 0 .c) Zeigen Sie, daÿ jede Derivation eines endlichen Körpers die Nullabbildung ist.d) Zeigen Sie, daÿ der Ring Z[X ]=(X2) eine nichttriviale Derivation besitzt.Beispiele kommutativer RingeR1.4 [Herbst 1978] Sei M eine Menge und P (M) die Menge aller Teilmengen von M . Für a; b 2 P (M)de�niere man eine Summe und ein Produkt durcha+ b = fm 2M : m 2 a [ b ; m =2 a \ bgab = a \ b :a) Man zeige, daÿ P (M) ein kommutativer, assoziativer Ring mit 1 ist.b) Sei T eine Teilmenge von M . Man zeige, daÿP (M)! P (T ) : a! a \ Tein Epimorphismus ist. Welches ist sein Kern?c) Sei M nicht leer. Für m 2M sei Im = fa 2 P (M) : m =2 ag . Man zeige, daÿ Im ein maximalesIdeal von P (M) ist. Welches ist der Körper P (M)=Im ? Für endliches M ist jedes maximaleIdeal von P (M) ein Im .d) Sei K der Körper mit zwei Elementen. Man zeige, daÿ die Menge aller Abbildungen f : M ! K(bezüglich welcher Operationen?) einen zu P (M) isomorphen Ring bildet.



40 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR1.5 [Frühjahr 1973] Sei M die Menge aller Polynome in der Variablen x mit Koe�zienten aus demKörper der reellen Zahlen. Wir de�nieren folgende Verknüpfungen für zwei beliebige Polynome P;Q :P +Q als die (übliche) Addition, und die Multiplikation � als(P �Q)(x) = xZ0 P 0(t)Q0(t) dt+ P (0)Q(0) :a) Zeigen Sie, daÿ M unter den Verknüpfungen + und � ein Ring ist. Im folgenden kürzen wir(M;+; �) durch M ab.b) Untersuchen Sie, ob M eine Eins besitzt.c) Zeigen Sie, daÿ die Menge der Konstanten ein Ideal I1 in M ist.d) Zeigen Sie, daÿ die Menge der Polynome R(x) mit R(0) = 0 ein Ideal I2 in M ist.e) Geben Sie die idempotenten Elemente von M an.f) Zeigen Sie, daÿ M Nullteiler besitzt.g) Geben Sie alle Ideale von I2 an.Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung P 7! P 0 von (M;+; �) in (M;+; �)h) Geben Sie alle Ideale von M = I1 + I2 an. Welche Ideale von M sind keine Hauptideale?R1.6 [Herbst 1977] Sei M die Menge aller reellwertigen auf den nichtnegativen reellen Zahlen de�niertenund dort stetig di�erenzierbaren Funktionen. Mit der üblichen Addition und der neuen Multiplikation� de�niert durch (f � g)(x) = f(0)g(0) + xZ0 f 0(t)g0(t) dt(so daÿ also insbesondere (f � g)0(x) = f 0(x)g0(x) gilt) ist M(+; �) ein kommutativer Ring (dies istnicht zu zeigen).a) Bestimmen Sie alle idempotenten Elemente von M(+; �) .b) Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen dafür an, daÿ zu einer Funktion f dasmultiplikative Inverse in M(+; �) existiert.c) Zu reellem nichtnegativen a de�niert man eine Funktion ta 2M durch die Vorschriftta(x) = � 0 für x � a(x� a)2 für x � a .Zeigen Sie, daÿ für jede Funktion g aus dem von ta erzeugten Hauptideal der Grenzwertlimx!a+0 g(x)� g(a)(x� a)2existiert und beschreiben Sie den Werteverlauf von g für x � a .d) Manche Ideale von M lassen sich dadurch beschreiben, daÿ man Bedingungen über den Werte-verlauf der darin enthaltenen Funktionen angibt, die notwendig und hinreichend sind.Geben Sie solche Bedingungen ani. für jedes von einem idempotenten Element erzeugte Hauptideal von M ,ii. für das Ideal J , das erzeugt ist von allen Funktionen f mit f(x) = 0 für 1 � x � 2 .Hinweis: Betrachten Sie zunächst (cf) � f mit f aus J und c aus R .



1. Elementare Ringtheorie 41R1.7 [Herbst 2001] Auf der Menge D aller Polynome in x mit rationalen Koe�zienten seien die Operation�Addition� � und �Multiplikation� � wie folgt de�niert:f(x)� g(x) = f(x) + g(x) ;f(x)� g(x) = xZ0 f 0(t)g0(t)dt+ f(0)g(0) :a) Zeigen Sie: Auch mit diesen Operationen ist D ein assoziativer Ring mit Einselement.b) Bestimmen Sie die idempotenten Elemente von D , d.h. die Elemente mit f � f = f .c) Geben Sie D als direkte Summe von Teilringen an und beschreiben Sie einen der beiden Sum-manden. Endliche RingeR1.8 [Herbst 1975] In allen Teilaufgaben dieser Aufgabe ist R ein kommutativer endlicher Ring (nichtnotwendig mit 1). Zur Lösung sollen keine Struktursätze aus der Theorie der Ringe mit Minimalbe-dingung als bekannt vorausgesetzt werden.a) R besitze ein (von 0 und 1 verschiedenes) idempotentes Element. Beweisen Sie, daÿ R dann diedirekte Summe von zwei nichttrivialen Ringen ist.b) Beweisen Sie, daÿ jedes Element x aus R eine der drei folgenden Aussagen erfüllt:i. x ist 0 oder nilpotent,ii. x ist eine Einheit in R ,iii. eine Potenz von x ist idempotent.c) Zeigen Sie, daÿ R genau dann die direkte Summe von Körpern ist, wenn R keine (von 0 ver-schiedene) nilpotenten Elemente besitzt.d) Beweisen Sie die Äquivalenz der folgenden zwei Aussagen:i. R ist direkte Summe eines Rings mit trivialer Multiplikation und eines Rings ohne (von 0verschiedene) nilpotente Elemente,ii. Jedes nilpotente Element von R liegt im Annullator von R .e) Für jedes Element x aus R gelte die Gleichungx5 � x = 0 : (�)Sei R als direkte Summe möglichst vieler nichttrivialer Summanden geschrieben. Bestimmen Siedie Isomorphieklassen dieser Summanden.Hinweis: Untersuchen Sie zunächst die nilpotenten Elemente von R .f) Geben Sie einen unendlichen kommutativen Ring ohne 1 an, dessen Elemente die Gleichung (�)erfüllen.R1.9 [Herbst 1983] Ist R ein Ring, so bezeichne R[x] den Polynomring über R in der Unbestimmten x .Ist f ein Polynom aus R[x] , so sei R[x]=(f) der Restklassenring von R[x] nach dem von f erzeugtenIdeal. Für natürliche Zahlen n sei ferner Zn = Z=nZ der Restklassenring der ganzen Zahlen modulon .Man zeige, daÿ es genau vier nicht-isomorphe Ringe mit Eins mit vier Elementen gibt, nämlichZ4; Z2�Z2; Z2[x]=(x2 + x+ 1) und Z2[x]=(x2) . Welche davon sind Körper?



42 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR1.10 [Herbst 1990] Es sei p eine Primzahl und R ein kommutativer Ring mit Einselement und p2 Ele-menten.a) Man beweise, daÿ genau einer der folgenden vier Fälle vorliegt:Fall 1: R ' Z=p2ZFall 2: R ist ein KörperFall 3: R ' Z=pZ�Z=pZFall 4: R ' (Z=pZ)[X]=(X2) .b) In jedem dieser vier Fälle bestimme man die Ordnung und die Struktur der Einheitengruppe vonR .R1.11 [Frühjahr 1993] Es seien p und q zwei verschiedene Primzahlen und R ein Ring mit Einselementmit pq Elementen. Man beweise, daÿ R ' Z=pZ�Z=qZist.R1.12 [Frühjahr 1979] Beweisen Sie: Wenn in einem Integritätsbereich R jeder echte Unterring nur endlichviele Elemente enthält, dann ist R ein Körper.(Aussagen über endliche nullteilerfreie Ringe können ohne Beweis verwendet werden.)R1.13 [Frühjahr 1991] Sei R ein Integritätsring. Man beweise:R ist ein Körper, wenn jeder von einem Element erzeugte Unterring von R nur endlich viele Elementeenthält.R1.14 [Frühjahr 1986] Zeigen Sie, daÿ der Ring Z[X]=(X5+ 2; X4 +X3 +X2 +X + 1) ein Körper ist.R1.15 [Herbst 1986] Im Polynomring Z[X] sei I das vonX4 � 2X3 +X2 und X6 � 2X4 +X2 � 2erzeugte Ideal, und es sei R := Z[X]=I .a) Zeigen Sie, daÿ R endlich ist, und bestimmen Sie die Anzahl der Elemente von R .b) Zeigen Sie, daÿ R genau zwei Primideale besitzt.c) Bestimmen Sie die Struktur der Einheitengruppe von R .d) Bestimmen Sie die nilpotenten Elemente von R .R1.16 [Frühjahr 2002] Sei I � Z[X] das von den Polynomen X4+3X3+X und X5� 9X3+X2� 3X+3erzeugte Ideal.a) Zeigen Sie, dass 3 2 I ist.b) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente von R := Z[X]=I .c) Zeigen Sie, dass R eine zu (Z=2Z)2� (Z=3Z)2 isomorphe Einheitengruppe hat.R1.17 [Herbst 1980] Sei K ein endlicher Körper mit q Elementen. Gegeben seien paarweise verschiedenenormierte irreduzible Polynome p1; : : : ; pr 2 K[X ] (Grad pi =: ni ). Man berechne die Ordnung derEinheitengruppe des RestklassenringsK[X ]=(f) mit f = p1p2 : : : pr :



1. Elementare Ringtheorie 43RinghomomorphismenR1.18 [Frühjahr 1979] In dem Ring R sei U ein Unterring und V ein Ideal. Beweisen Sie:(U + V )=V ' U=(U \ V ) :(Der Homomorphiesatz für Ringe kann ohne Beweise verwendet werden.)R1.19 [Herbst 1979] Bestimme alle Homomorphismen des Ringes Z[X]=(X4� 1) in die Ringe Z=16 , IF16 ,Z=60 , sowie in den Ring M2(IR) der zweireihigen Matrizen über IR .R1.20 [Herbst 1995] Man bestimme alle unitären Ringhomomorphismen des Ringes Z[X ]=(X4� 1) in dieRinge Z=16Z, Z=60Z sowie in den Körper IF64 mit 64 Elementen.R1.21 [Frühjahr 1980]a) Es seien R;S; T Ringe und � : R ! S ; � : R ! T Ringhomomorphismen. Man beweise:Wenn � surjektiv ist und der Kern K� von � im Kern K� von � enthalten ist, gibt es einenHomomorphismus ' : T ! S mit � = ' � � ; und �(K�) ist der Kern von ' .b) Bleibt die Aussage a) gültig, wenn in der Voraussetzung auf die Surjektivität von � verzichtetwird?R1.22 [Herbst 1983] Seien R und S kommutative Ringe mit 1 6= 0 . Sei ' : R ! S ein surjektiverRinghomomorphismus. X sei eine Unbestimmte. Man zeige:a) Für jedes Primideal p von S ist '�1(p) ein Primideal von R . Zu jedem Primideal P von R ,welches den Kern von ' umfaÿt, gibt es genau ein Primideal p von S mit '�1(p) = P . (Manverwende den Homomorphiesatz).b) In R[X ] gibt es unendlich viele Primideale. (Beweisen Sie dies zunächst für den Fall, daÿ R einKörper ist, und führen Sie den allgemeinen Fall darauf zurück).R1.23 [Frühjahr 1990] Sei IP = f2; 3; 5; 7; : : :g die Menge aller Primzahlen. Für eine natürliche Zahl n > 2sei IPn = fp 2 IP : p < ng :Man betrachte die Ringe Rn := Yp2IPn IFp und R := Yp2IP IFp :Dabei ist IFp = Z=pZ der Primkörper der Charakteristik p . Die kanonische Abbildung Z! Z=pZinduziert Abbildungen 'n : Z! Rn ; x 7! (x mod p)p2IPn ;' : Z! R ; x 7! (x mod p)p2IP :Man zeige: 'n ist surjektiv, aber nicht injektiv; und ' ist injektiv, aber nicht surjektiv.R1.24 [Frühjahr 1990] Mit den Bezeichnungen der vorigen Aufgabe sei I � R die Menge aller Folgen(ap)p2IP 2 R mit folgender Eigenschaft:Es gibt ein n 2 IN , so daÿ ap = 0 für alle p > n .a) Man zeige, daÿ I ein Ideal von R ist.b) Sei R = R=I der Restklassenring und 	' : Z! R die Komposition der Abbildung ' : Z! Rund der kanonischen Abbildung R! R . Man zeige, daÿ 	' injektiv, aber nicht surjektiv ist.



44 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR1.25 [Frühjahr 2001] Sei KjQ eine quadratische Erweiterung. Sei EndQ (K) der Ring der Q -linearenAbbildungen von K nach K . Man de�niere T : K ! EndQ (K) durch T (a)(b) = ab; a; b 2 K .a) Man zeige, dass T ein injektiver Ringhomomorphismus ist.b) Sei Z(T (K)) der Zentralisator von T (K) in EndQ (K) . Man zeige, dass Z(T (K)) = T (K) gilt.FaktorringeR1.26 [Frühjahr 1980] Sei K ein Körper und sei R die Menge derjenigen (2; 2) -Matrizen mit Koe�zientenin K , die mit der Matrix � 0 �21 1� kommutieren.a) Bestimmen Sie R und zeigen Sie, daÿ R bzgl. der Matrizenaddition und -multiplikation einkommutativer Ring ist.b) Geben Sie ein f 2 K[X ] an, so daÿ R isomorph zum Restklassenring K[X ]=(f) ist, wobei (f)das von f in K[X ] erzeugte Hauptideal ist.c) Zeigen Sie: Für K = Q und für K = IF3 ist R ein Körper, für K = IF11 jedoch nicht. ( IFp istein Körper mit p Elementen).R1.27 [Herbst 1995] Es sei K ein Körper und R die Menge aller 2�2 -Matrizen über K , die mit � 0 �21 1�vertauschbar sind. Zeigen Sie:a) R ist ein Unterring von M2(K) und R ist kommutativ.b) Es existiert ein f 2 K[X ] mit R ' K[X ]=(f) .c) Für K = Q und K = Z=3Z ist R ein Körper. Für K = Z=11Z ist R kein Körper.R1.28 [Frühjahr 1981] Sei K ein Körper, X eine Unbestimmte über K und f 2 K[X ] vom Grad n > 0 .Sei K[X ]=(f) = L .Zeige: L besitzt genau dann nilpotente Elemente 6= 0 , wenn in K[X ] eine Zerlegung f = g2 � h giltmit Grad (g) > 0 .R1.29 [Frühjahr 1984] p sei eine Primzahl, IFp der Körper mit p Elementen. Zeigen Sie:a) Es gibt einen Ringisomorphismus Z[X ]=pZ[X ]' IFp [X ] .b) Jedes Ideal von Z[X ] , welches p enthält, wird von zwei (oder weniger) Elementen erzeugt.R1.30 [Frühjahr 2000] Sei k ein Körper, X eine Unbestimmte über k und f 2 k[X ] vom Grad n > 0 .Sei u := X + (f) in k[X ]=(f) .a) Man zeige: Jedes Element von k[u] = k[X ]=(f) lässt sich eindeutig in der Forma0 + a1u+ : : :+ an�1un�1mit ai 2 k schreiben.b) Man zeige: k[u] besitzt genau dann nilpotente Elemente 6= 0 , wenn f = g2h in k[X ] mitdeg g > 0 gilt.c) Sei speziell k = Q und f = X3 + 3X � 2 . Man zeige, dass k[u] ein Körper ist und stelle dasElement (u2 + 1)�1als Polynom vom Grad � 2 in u über Q dar.



1. Elementare Ringtheorie 45R1.31 [Herbst 2001] Im Polynomring K[X;Y ] in den Unbestimmten X;Y über einem Körper K sei Idas von X4; Y 4; X3Y;XY 3 erzeugte Ideal und R := K[X;Y ]=I . Ferner seien � := X+I ; � := Y +Idie Restklassen von X bzw. Y in R .a) Welche Dimension besitzt R als K -Vektorraum? Begründen Sie Ihre Aussage.b) Welche Dimension besitzt der Sockel S := ff 2 R ; �f = �f = 0g von R als K -Vektorraum?Begründen Sie Ihre Aussage.c) Bestimmen Sie alle Primideale von R .R1.32 [Frühjahr 1991] Sei R = IR[x; y]=(x2 + y2 � 1) .a) Zeigen Sie, daÿ jedes Element von R durch genau ein f 2 IR[x; y] der Formf = a+ by ; a; b 2 IR[x] ;repräsentiert wird.b) Zeigen Sie, daÿ R ein Integritätsbereich ist.c) Bestimmen Sie die Einheiten von R .BruchrechnungR1.33 [Frühjahr 1985] Seien R ein kommutativer Integritätsring und a; b 2 R mit b 6= 0 . Beweise dieÄquivalenz folgender Aussagen:(i) Es gibt c; d 2 R mit d 6= 0; ab = cd (im Quotientenkörper von R ) und Rc+Rd = R .(ii) Ra+Rb ist Hauptideal. PrimelementeR1.34 [Frühjahr 1981] De�nieren Sie die Begri�e �irreduzibles Element� und �Primelement� in einem kom-mutativen Integritätsring mit 1. Zeigen Sie, daÿ jedes Primelement irreduzibel ist und geben Sie (ohneBeweis) einen Integritätsring an, in dem es irreduzible Elemente gibt, welche keine Primelemente sind.R1.35 [Herbst 1996] Man de�niere für einen kommutativen Ring die Begri�e �irreduzibles Element� , �Prim-element� und �Primideal� und zeige, daÿ in einem Integritätsring A mit 1 für ein Element p 2 Agilt:a) p Primelement =) p irreduzibelb) p Primelement () (p) Primideal 6= 0c) p irreduzibel () Es gilt 0 6= (p) $ A , und es existiert kein a 2 A mit (p) $ (a) $ A .R1.36 [Frühjahr 1979] Euklid hat gezeigt, daÿ die Menge der Primzahlen unendlich ist.a) Verwenden Sie seine Schluÿweise, um zu beweisen, daÿ es für jeden Körper K im PolynomringK[X ] unendlich viele, paarweise nichtassoziierte irreduzible Polynome gibt.b) Folgern Sie, daÿ jeder algebraisch abgeschlossene Körper unendlich viele Elemente besitzt.R1.37 [Frühjahr 1982] Modi�zieren Sie den Euklidischen Beweis für die Existenz unendlich vieler Primzahlenzu einem Beweis für die folgende Aussage: Für jeden Körper K enthält der Polynomring K[X ]unendlich viele normierte irreduzible Polynome.



46 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR1.38 [Frühjahr 1988] Zeigen Sie:a) Im Polynomring K[X ] über einem beliebigen Körper K gibt es unendlich viele paarweise nichtassoziierte irreduzible Polynome.b) Endliche Körper sind nicht algebraisch abgeschlossen.Ringe mit PolynomidentitätR1.39 [Frühjahr 1978] R sei ein kommutativer Ring mit 1, in dem x2 = x für alle x aus R gilt. BeweisenSie: Jedes Primideal von R ist ein maximales Ideal.R1.40 [Frühjahr 1980] Sei R ein kommutativer Ring mit 1, der folgende Eigenschaft besitzt: Für alle a 2 Rgibt es eine natürliche Zahl n � 2 mit an = a . Zeigen Sie:Jedes Primideal (6= R) in R ist maximales Ideal.R1.41 [Frühjahr 1977] Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Seien p; q positive Primzahlen inZ . Für alle r 2 R gelte rp = r . Zeigen Sie:a) Sei I ( R ein Ideal. Dann gilt sp = s für alle s 2 R=I .b) R hat keine nilpotenten Elemente ( r 2 R heiÿt nilpotent , wenn r 6= 0 und wenn ein n 2 IN mitrn = 0 existiert.)c) Ist R nullteilerfrei, so ist jedes r 2 R n f0g invertierbar.d) Jedes Primideal von R ist ein maximales Ideal.e) Für jedes m 2 Z und jedes r 2 R gilt (mp �m) � r = 0 .f) Sei np das positive Erzeugende des Hauptideals (mp �m ; m 2 Z ).i) Es gilt np � r = 0 für alle r 2 R .ii) Für alle r 2 Z=(np) gilt rp = r .g) Für alle r 2 Z=(p) n f	0g gilt rp�1 = 1 .h) Es ist rp = r für alle r 2 Z=(q) dann und nur dann, wenn q � 1 j p� 1 .Hinweis: Die multiplikative Gruppe der invertierbaren Elemente von Z=(q) ist zyklisch.i) Es ist rp = r für alle r 2 Z=(q) dann und nur dann, wenn q j np gilt.Hinweis: Man benutze Teil a) und f).j) np ist quadratfrei. (n 2 Z heiÿt quadratfrei , wenn gilt: Aus n j c2 folgt n j c .)Hinweis: Man verwende b) und f).k) Ist J = Menge der positiven Primzahlen q aus Z mit q � 1 j p� 1 , so giltnp = Yq2J q :



1. Elementare Ringtheorie 47Nichtkommutative RingeR1.42 [Herbst 1974] Es sei R = (R;+; � ) ein Ring mit mehr als einem Element und mit der Eigenschaft,daÿ es zu jedem von 0 verschiedenen Element x 2 R ein eindeutig bestimmtes a 2 R mit x �a �x = xgibt. Man beweise:a) R besitzt keine von 0 verschiedenen Nullteiler.b) Ist x � a � x = x mit x 6= 0 , so ist a � x � a = a .c) R hat ein Einselement.d) R ist ein Schiefkörper.R1.43 [Herbst 1976] Alle vorkommenden Ringe seien assoziativ. Ein Ring R heiÿt regulär , wenn es zujedem a 2 R ein b = b(a) 2 R gibt mit a = a2b . Man zeige:a) Ist f : R! S ein Ringepimorphismus und ist R regulär, so ist auch S regulär.b) Sind R1; R2; : : : ; Rn reguläre Ringe, dann ist auch das direkte Produkt R = R1 �R2 � : : :�Rnein regulärer Ring.c) Ist R ein regulärer Ring und ist x 2 R nilpotent (d.h. es gibt ein n 2 IN mit xn = 0), dannfolgt x = 0 .d) Für eine ganze Zahl m > 1 ist der Ring Z=mZ genau dann regulär, wenn m quadratfrei ist.(m heiÿt quadratfrei , wenn m sich schreiben läÿt in der Form m = p1p2 : : : pr mit paarweiseverschiedenen Primzahlen pi(1 � i � r) .)Hinweis: Verwende b) und c).R1.44 [Herbst 1993]a) Zeigen Sie: Jeder Ring R mit Einselement ist vermöge der ZuordnungR! EndR+a 7! (La : x 7! ax)isomorph zu einem Unterring des Endomorphismenrings seiner additiven Gruppe R+ .(b) Zu einem beliebigen (d.h. nicht notwendig ein Einselement enthaltenden) Ring Q seien auf derMenge SQ = f(m; a) ; m 2 Z ; a 2 Qg die Verknüpfungen(m; a) + (n; b) := (m+ n; a+ b) ; (m; a) � (n; b) := (mn; ab+mb+ na)de�niert.Zeigen Sie: Dadurch erhält SQ die Struktur eines Ringes mit Einselement. Der Ring SQ ist keinIntegritätsbereich, falls Q ein Einselement besitzt.(c) Kann ein beliebiger Ring Q als Unterring eines Endomorphismenringes aufgefaÿt werden? (Ant-wort mit Begründung)R1.45 [Frühjahr 1999] Seien M2(IR) der Ring aller reellen 2 � 2 -Matrizen, A 2 M2(IR) eine Matrix undIR[A] der von A und IR � 12 in M2(IR) erzeugte Teilring. Man zeige, dass dann (in Abhängigkeitvon A ) genau einer der folgenden IR -linearen Ringisomorphismen existiert:i) IR[A] '���! IR ,ii) IR[A] '���! IR� IR ,iii) IR[A] '���! IR[X ]=(X2) ,iv) IR[A] '���! C .



48 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR1.46 [Frühjahr 1990] Sei K ein Körper und m 2 K . Man betrachte die folgende Teilmenge des Matri-zenringes M2(K) : Lm := �� a bmb a� : a; b 2 K� :a) Man zeige: Lm ist bezüglich der Matrizen-Addition und -Multiplikation ein kommutativer Ring.b) Man beweise: Genau dann ist Lm ein Körper, wenn m kein Quadrat in K ist.c) Sei speziell K = IFp mit einer ungeraden Primzahl p . Man zeige, daÿ es stets ein m 2 IFp gibt,das der Bedingung in b) genügt. Welcher Körper entsteht dabei?R1.47 [Frühjahr 2000] Es sei V ein Vektorraum mit der Basis fe1; e2g über einem Körper K und R dieMenge der K -linearen Abbildungen f : V ! V mit f(e1) = �e1 und f(e2) = �e1 + 
e2 mit�; �; 
 2 K . Man zeige:a) R ist ein Teilring des Endomorphismenringes EndK V , und V besitzt als R -Modul einen von 0und V verschiedenen Untermodul.b) Die Menge EndR(V ) der R -linearen Abbildungen des R -Moduls V in sich ist ein Körper.R1.48 [Herbst 1999] Es bezeichne M4(Q ) den Ring aller rationalen 4�4 -Matrizen und R die Menge allerA 2 M4(Q ) der Form A = 0B@a d c bb a d cc b a dd c b a1CA :Es sei E 2 M4(Q ) die Einheitsmatrix undP = 0B@ 0 0 0 11 0 0 00 1 0 00 0 1 01CA :a) Zeigen Sie, dass P 4 = E ist und dass jedes A 2 R in der FormA = a0E + a1P + a2P 2 + a3P 3mit rationalen ak dargestellt werden kann (k = 0; : : : ; 3) .b) Zeigen Sie, dass R ein kommutativer Teilring von M4(Q ) ist.c) Zeigen Sie, dass R isomorph ist zu einem Produkt von drei Körpern und bestimmen Sie dieseKörper.R1.49 [Frühjahr 2001] Für ein Element r eines assoziativen Ringes R mit 1, das ein Rechtsinverses s inR besitzt, sind äquivalent:(i) r hat mindestens zwei verschiedene Rechtsinverse in R ;(ii) r ist ein Linksnullteiler in R ;(iii) r hat kein Linksinverses in R .



2. Polynome 492. Polynome Werte von PolynomenR2.1 [Frühjahr 1972] Sei P (x) 2 Z[x] ein Polynom mit der Eigenschaft, daÿ es ganze Zahlen a; b gibt mitP (a)� P (b) = q , wobei q eine Primzahl ist. Zeigen Sie, daÿ a� b nur einen der Werte �q;�1; 1; qannehmen kann.R2.2 [Frühjahr 1972] Sei R(x) 2 Z[x] ein Polynom zweiten Grades, so daÿ vier ganze Zahlen u1 = 0 <u2 < u3 < u4 existieren mit (R(ui))2 = 1 für i = 1; 2; 3; 4 .a) Geben Sie die Zahlen ui an und bestimmen Sie alle R(ui) für den Fall, daÿ R(x) existiert.b) Geben Sie R(x) an.Hinweis: Vgl. vorige Aufgabe.R2.3 [Frühjahr 1972] Sei P (x) 2 Z[x] ein Polynom beliebigen Grades, für das fünf verschiedene ganzeZahlen ui existieren, so daÿ jP (ui)j = 1 gilt. Zeigen Sie: Entweder gilt: P (ui) = 1 für alle ui , oderes gilt: P (ui) = �1 für alle ui .Hinweis: Vgl. vorige Aufgaben.R2.4 [Herbst 1978] K sei ein Körper mit unendlich vielen Elementen, F ein Element des PolynomringsK[X1; : : : ; Xn] in den Variablen X1; : : : ; Xn über K mit n � 1 . Man zeige durch Induktion nachn :Ist F 6= 0 , so gibt es unendlich viele verschiedene (x1; : : : ; xn) 2 Kn mit F (x1; : : : ; xn) 6= 0 .R2.5 [Frühjahr 1986] K sei ein Körper und f 2 K[X ] ein Polynom. Für ein a 2 K gelte f(n � 1) = anfür alle ganzen Zahlen n � 1 . Welche Werte kann a annehmen?R2.6 [Frühjahr 1983] Es sei f 2 Q[X ] das Polynomf = 4x8 � 12x7 � 5x6 + 6x5 � 9x3 + 8x2 � 15x+ 4 :Man zeige: f hat keine Nullstelle in Q .R2.7 [Herbst 1972] C[X ] sei der Ring aller Polynome in einer Unbestimmten über dem Körper C derkomplexen Zahlen. A bezeichne die Menge der f 2 C [X ] , deren Wert an allen ganzen Stellenganzzahlig ist, also A := ff 2 C[X ] ; f(Z)� Zg :a) Man begründe, daÿ A ein Unterring von C [X ] ist.b) Man zeige, daÿ für jedes m 2 Z die Mengepm := ff 2 A ; f(m) = 0gein Primideal in A , aber kein maximales Ideal ist; und man gebe ein �über� pm liegendes maxi-males Ideal m von A an (also mit pm � m � A ).c) Durch die Einsetzung X 7! X + 1 in C [X ] wird ein Automorphismus T von A de�niert, unddie Abbildung � := T � idA ; also �(f)(X) = f(X + 1)� f(X)



50 Staatsexamensaufgaben zur Ringtheoriebildet einen Homomorphismus der abelschen Gruppe A in sich.d) Man beweise für alle f; g 2 A die Identitäten�(fg) = �(f)g + T (f)�(g) = �(f)T (g) + f�(g)und beschreibe den Kern von � .e) Durch �X0� := 1 ; � Xn+ 1� := �Xn� � X � nn+ 1 (n � 0)werden rekursiv Polynome �Xn� 2 C[X ] de�niert. Man beweise die Formel des �Pascal'schenDreiecks� �� Xn+ 1� = �Xn� ; n � 0 :Anleitung: Die Nullstellenzahl der Di�erenz beider Seiten ist gröÿer als ihr Grad.f) Man beweise, daÿ stets �Xn� 2 A ist und folgere, daÿ jedes f 2 A eine eindeutige Darstellung derForm f = 1Xn=0 an�Xn�besitzt, wo alle an 2 Z und fast alle an = 0 sind.R2.8 [Herbst 1988] Es sei M der Teilring aller derjenigen Polynome aus IR[x] , die ganzzahlige Werte füralle ganzzahligen x haben. Zeigen Sie:a) Die additive Gruppe M+ von M wird erzeugt von den Polynomen 1; �x1�; : : : ; �xn�; : : : mit�xn� = 1n!x(x� 1) : : : (x� n+ 1) :b) Die Menge der Elemente 3a0 + kXn=1 an�xn� a0; an 2 Z ; k 2 INist ein Primideal von M .R2.9 [Frühjahr 2003] Die Elemente des Restklassenkörpers IF5 = Z=5Z seien mit 0, 1, 2, 3, 4 bezeichnet.Bestimmen Sie zu dem Polynomf(X) = X7 + 2X5 + 3X4 +X + 4 2 IF5[X ]ein Polynom g 2 IF5[X ] vom Grad � 3 mitg(i) = f(i) für i = 1; 2; 3; 4 :Einheiten, Nullteiler, nilpotente Elemente im PolynomringR2.10 [Frühjahr 1982] Begründen Sie Ihre Antwort: Wieviele Einheiten besitzt der Polynomring R[X ] ,wenn R = Z=(3) ist, wieviele, wenn R = Z=(4) ist?



2. Polynome 51R2.11 [Frühjahr 1983] Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, R� die Einheitengruppe von R , J derDurchschnitt aller maximalen Ideale von R und R0 die Menge aller nilpotenten Elemente von R .Dabei heiÿt x 2 R nilpotent , wenn es eine natürliche Zahl e � 1 gibt mit xe = 0 . Zeigen Sie:a) R0 ist ein Ideal von R und eine Teilmenge von J .b) u 2 R� und x 2 R0 =) u� x 2 R� .Für die weiteren Teile ist A ein kommutativer Ring mit Eins, R = A[x] undf = nXi=0 aixi :Zeigen Sie:c) f 2 R0 () ai 2 A0 für alle 0 � i � n .d) f 2 R� =) a0 2 A� ; an 2 A0 .Hinweis: Sei fg = 1 mit g =Pki=0 bixi . Zeigen Sie ai+1n bk�i = 0 .e) f 2 R� () a0 2 A� und ai 2 A0 für alle 1 � i � n .f) R0 = J .Hinweis: Zeigen Sie für f 2 J zuerst, daÿ 1 + xf 2 R� ist.KreisteilungspolynomeR2.12 [Herbst 1997] Sei R ein Ring und f = X27�X 2 R[X ] . Bestimmen Sie die Anzahl der irreduziblenFaktoren von f und ihre Grade für R = C ; R = IR ; R = Z und R = Z=3Z.R2.13 [Herbst 1985] Man berechne �45(X) 2 Q[X ] , das irreduzible 45-te Kreisteilungspolynom, explizitals Polynom (Hier darf die Faktorisierung von X45 � 1 in irreduzible Polynome benutzt werden).R2.14 [Frühjahr 1981] Q[X ] sei der Polynomring in einer Unbestimmten X über dem Körper Q derrationalen Zahlen. Wieviele maximale Ideale besitzt der Restklassenring Q [X ]=(X1981 � 1) ? (MitBegründung).R2.15 [Frühjahr 1991] Sei m > 1 eine ungerade natürliche Zahl. Man zeige:a) a 2 C ist genau dann eine primitive m -te Einheitswurzel, wenn �a eine primitive 2m -teEinheitswurzel ist.b) Kreisteilungspolynome erfüllen die Identität:�2m(X) = �m(�X) :R2.16 [Frühjahr 1985] Es sei p eine Primzahl und � � 1 .Sei �p� (X) =Q(X � �) , wobei � alle primitiven p� -ten Einheitswurzeln durchläuft.a) Man zeige: �p� (X) = p�1X�=0X�p��1 :b) Man zeige:i) Die Summe über alle primitiven p -ten Einheitswurzeln in C ist �1 .ii) Die Summe über alle p� -ten Einheitswurzeln in C für 1 < � ist gleich 0.c) Man zeige, daÿ �p� (X) über Q irreduzibel ist.Hinweis: Beachten Sie �p� (1) = p für alle � � 1 .



52 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieAutomorphismen von PolynomringenR2.17 [Frühjahr 1987] K[X ] sei der Polynomring in einer Variablen X über einem Körper K . BestimmenSie alle Automorphismen von K[X ] , die K identisch abbilden.R2.18 [Frühjahr 1995] Sei A ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins, und sei A[X ] der Polynomringin einer Variablen über A .a) Seien a; b 2 A , und a sei eine Einheit. Zeigen Sie, daÿ der A -Algebra-Endomorphismus � vonA[X ] mit �(X) = aX + b ein Automorphismus von A[X ] ist.b) Zeigen Sie, daÿ jeder A -Algebra-Automorphismus von A[X ] von der in a) beschriebenen Formist. RestklassenringeR2.19 [Frühjahr 1974] R sei ein kommutativer Ring mit 1 und R[X ] der Polynomring in einer Unbestimm-ten X über R . Sei F 2 R[X ] ein Polynom der FormF = Xn + r1Xn�1 + : : :+ rn (r1; : : : ; rn 2 R)mit n > 0 und S := R[X ]=(F ) sei der Restklassenring von R[X ] nach dem von F erzeugtenHauptideal (F ) .a) Zeige: Für jedes G 2 R[X ] gibt es Polynome Q;P 2 R[X ] , wobei Grad (P ) < n ist, so daÿG = Q � F + P gilt.b) Zeige: Der kanonische Homomorphismus ' : R ! S (der r 2 R auf die Restklasse von r in Sabbildet) ist injektiv.Im folgenden wird R mit seinem Bild bei ' in S identi�ziert, also als Unterring von S aufgefaÿt.c) Zeige: Ist x die Restklasse von X in S , dann besitzt jedes Element s 2 S eine Darstellungs = �0 + �1x+ : : :+ �n�1xn�1mit eindeutig bestimmten Koe�zienten �0; : : : ; �n�1 2 R .d) Für ein Ideal I aus R sei IS die Menge aller y 2 S , für die es eine natürliche Zahl k > 0 ,Elemente i1; : : : ; ik 2 I und s1; : : : ; sk 2 S gibt, so daÿ y =Pk�=1 i�s� gilt.Zeige, daÿ IS ein Ideal von S ist.e) Zeige: Ist 1 2 IS , dann hat man in S eine Gleichung1 = i0 + i1x+ : : :+ in�1xn�1 mit i0; : : : ; in�1 2 I :Folgere, daÿ für I 6= R auch IS 6= S ist.f) Zeige: Ist S ein Körper, dann ist auch R ein Körper.g) Zeige: Ist I ein maximales Ideal von R , dann ist IS \ R = I .h) Zeige: Zu jedem maximalem Ideal I von R gibt es mindestens ein und höchstens endlich vielemaximale Ideale J von S mit J \ R = I .



2. Polynome 53R2.20 [Herbst 1990] Sei IF4 der Körper mit 4 Elementen und seiR := IF4[X ]=(X5 �X2) :a) Wie viele Elemente besitzt R ?b) Wie viele Primideale gibt es in R ?c) Wie viele Einheiten besitzt R ?d) Wie viele Nullteiler besitzt R ?R2.21 [Herbst 1997] Sei f = X3 � 9X + 3 2 Q[X ] .a) Zeigen Sie, daÿ K = Q[X ]=(f) ein Körper ist.b) Bestimmen Sie die Anzahl der Körperhomomorphismen K ! IR von K in die reellen Zahlen.R2.22 [Herbst 1986] Es soll die Struktur des Rings R := Q [X ]=((X2+1)2) untersucht werden. Zeigen Sie:a) Es gibt ein Polynom g 2 Q(i)[X ] mit g(i) = i ; g0(i) = 0 und g(�i) = g0(�i) = 0 , wobei g0 dieAbleitung von g bezeichnet.b) Mit einem g wie in a) sei h := g + 	g , wobei 	g das Polynom ist, das aus g durch Konjugationder Koe�zienten entsteht. Dann ist h 2 Q[X ] und h� i wird in Q(i)[X ] von (X � i)2 geteilt.c) h2 + 1 ist in Q [X ] ein Vielfaches von (X2 + 1)2 .d) Sei � die Restklasse von X in R und k := Q [h(�)] � R . Dann ist k ein zu Q(i) isomorpherKörper.Hinweis: Betrachten Sie den Kern des Homomorphismus Q [Y ]! Q[h(�)] mit Y 7! h(�) .e) f1; �2 + 1g ist eine Basis von R als k -Vektorraum.R2.23 [Frühjahr 1992] Sei K ein Körper, und es bezeichne ab für b 2 K den Kern des Homomorphismus'b : K[X ]! K ;der durch f(X) 7! f(b) gegeben ist. Man zeige:a) Für b1; b2 2 K; b1 6= b2 , sind ab1 ; ab2 teilerfremde Ideale in K[X ] .b) Zu a1; : : : ; an 2 K und paarweise verschiedenen b1; : : : ; bn 2 K gibt es ein g(X) 2 K[X ] mitg(bi) = ai; i = 1; : : : ; n .R2.24 [Herbst 1997] Sei f = X4 + aX + 2 2 Z[X ] . Beweisen Sie: Der Restklassenring Q [X ]=(f) ist,abhängig von a , entweder ein Körper oder isomorph zu einem direkten Produkt K1 �K2 von zweiKörpern, die die Grade 1 bzw. 3 über Q haben. Für welche a treten die jeweiligen Fälle ein?R2.25 [Herbst 1998] Im Ring M3(Q) der dreireihigen Matrizen über Q sei R der von der EinheitsmatrixE und von der Matrix A = 0@ 0 0 �13 �6 181 �2 61Aerzeugte Unterring.a) Ist R isomorph zu einem direkten Produkt von Körpern? Die Antwort ist zu begründen.Hinweis: Fassen Sie R als Faktorring eines Polynomringes auf.b) Geben Sie alle X 2 R mit X2 = X und alle Y 2 R mit Y 2 = 0 an.



54 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieEuklidischer AlgorithmusR2.26 [Herbst 1978] K sei algebraisch abgeschlossener Körper und F 2 K[X1; : : : ; Xn] ein Polynom mitn � 1 . Man zeige:a) Es sei n � 2 . Ist F in Xn von positivem Grad und D 2 K[X1; : : : ; Xn�1] ein nicht verschwin-dendes Polynom, so gibt es unendlich viele verschiedene (x1; : : : ; xn) 2 Kn mit D(x1; : : : ; xn�1) 6=0; F (x1; : : : ; xn) = 0 .b) F sei irreduzibel und in Xn von positivem Grad, G 2 K[X1; : : : ; Xn] ein weiteres Polynom. Ist Fkein Teiler von G , dann gibt es Polynome A;B 2 K[X1; : : : ; Xn] und D 2 K[X1; : : : ; Xn�1]; D 6=0 , so daÿ D = AF +BG :(Für den Beweis dieser Aussage darf verwendet werden, daÿ die Polynome F und G als Elementevon K(X1; : : : ; Xn�1)[Xn] teilerfremd sind, wobei K(X1; : : : ; Xn�1) der Quotientenkörper vonK[X1; : : : ; Xn�1] ist).c) F sei irreduzibel, G 2 K[X1; : : : ; Xn] ein weiteres Polynom. Für alle (x1; : : : ; xn) 2 Kn mitF (x1; : : : ; xn) = 0 gelte auch G(x1; : : : ; xn) = 0 . Dann ist F ein Teiler von G .(Zum Beweis verwende man b) und a)).R2.27 [Herbst 1978] K sei ein beliebiger Körper, F;G 2 K[X1; X2] seien zwei teilerfremde Polynome.Man beweise, daÿ es nur endlich viele (x1; x2) 2 K2 geben kann mitF (x1; x2) = G(x1; x2) = 0 :Zum Beweis dieser Aussage zeige man zuerst, daÿ es genügt, die Behauptung nachzuweisen, wenni) K algebraisch abgeschlossen undii) F irreduzibelist. Man verwende sodann die Aussage von Teil b) der vorigen Aufgabe.R2.28 [Herbst 1989] Sei K ein Körper der Charakteristik Null. Sei f(X) 2 K[X ] vom Grad � 1 . Sei Leine Erweiterung von K , in der f(X) zerfällt:f(X) = c(X � a1)k1 : : : (X � an)knmit aj 2 L ; kj 2 IN und ai 6= aj für i 6= j .Man beweise: (X � a1) : : : (X � an) 2 K[X ] .R2.29 [Herbst 1989] Seien f := X3 + 2X2 �X � 1g := X2 +X � 3Polynome in Q [X ] .a) Man zeige, daÿ f; g in keinem Erweiterungskörper von Q eine gemeinsame Nullstelle besitzen.b) Man zeige, daÿ es Polynome a; b 2 Q[X ] gibt mitaf + bg = 1 ;man gebe a; b explizit an.



2. Polynome 55Polynome in mehreren VariablenR2.30 [Herbst 1972] Es sei Q der Körper der rationalen Zahlen, f(x; y) ein gegebenes über Q unzerlegba-res Polynom dritten Grades, P (x0; y0) ein rationaler , nicht singulärer Punkt der Kurve f(x; y) = 0der reellen a�nen Ebene. Man zeige durch Taylorentwicklung von f(x; y) , daÿ die Tangente derKurve in P diese entweder nicht mehr, oder noch in einem weiteren rationalen Punkte tri�t!R2.31 [Herbst 1972] Gegeben sei das Polynomg(x; y) := x3 + xy2 � 2y3 :a) Man ermittle seine Zerlegung in über Q unzerlegbare Faktoren. Mit Hilfe derselben beweiseman, daÿ die Kurve f(x; y) :� g(x; y)�8 = 0 genau zwei ganzzahlige Punkte besitzt; diese habengemeinsame Abszisse x0 und einer von ihnen liegt auf der Tangente des anderen.b) Wie ist die Riemannsche Fläche der durch f(x; y) = 0 über der komplexen Zahlenebene de�niertenalgebraischen Funktion y = y(x) über einer Umgebung von x0 gestaltet? Skizze hierfür und fürden Gesamtverlauf der Kurve f(x; y) = 0 im reellen!R2.32 [Frühjahr 1975] Sei k ein Körper und K = k(xij ; i; j = 1; : : : ; n) die n2 -fache transzendenteErweiterung von k . Man zeige, daÿ die Determinante der Matrix (xij) in K nicht verschwindet.R2.33 [Frühjahr 1982]a) Man gebe den gröÿten gemeinsamen Teiler vonf := X3 + 2X2 � 2X � 1 und g := X2 +X � 2in Q [X ] an. Auÿerdem untersuche man, ob das von f und g in Q [X ] erzeugte Ideal Hauptideal,prim, maximal ist.b) Man zeige, daÿ der RinghomomorphismusQ [X;Y ]! Q[X ] (h(X;Y ) 7! h(X; 0))surjektiv ist und gebe ein Primideal 6= (0) in Q [X;Y ] an, das nicht maximal ist. Warum istQ [X;Y ] kein Hauptidealring?R2.34 [Frühjahr 1982] a; b und c seien die drei komplexen Nullstellen des Polynoms X3+10X2�20X+30 .Ohne Berechnung von a; b; c bestimme man die Zahl a2b2c+ ab2c2 + a2bc2 .R2.35 [Frühjahr 1990] Seien p und q aus IN teilerfremd, und U; V und W Unbestimmte. Wir wolleneinsehen, daÿ die RingeR = Z[U; V ]=(Up � 1; V q � 1) = Z[u; v] und S = Z[W ]=(W pq� 1) = Z[w]isomorph sind. Hierbei bezeichnen u; v und w die Restklassen von U; V und W . Dazu betrachtenwir den Einsetzungshomomorphismus� : Z[U; V ]! Z[W ] (U 7!W q ; V 7!W p) :Zeigen Sie:a) � induziert einen Homomorphismus ' : R! S mit '(u) = wq und '(v) = wp .b) Die additive Gruppe (S;+) von S ist frei vom Rang pq und (R;+) wird von pq Elementenerzeugt.c) w 2 Bild' .d) ' ist ein Isomorphismus.



56 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR2.36 [Herbst 1993] Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und p(X;Y ) 2 K[X;Y ] ein homogenes,nicht-konstantes Polynom. Zeigen Sie: Es gibt a1; : : : ; an; b1; : : : ; bn 2 K , so daÿp(X;Y ) = (a1X + b1Y ) � : : : � (anX + bnY ) :



3. Irreduzibilität von Polynomen 573. Irreduzibilität von PolynomenPolynome über verschiedenen KörpernR3.1 [Frühjahr 1991] Man formuliere drei wesentlich verschiedene Kriterien für die Irreduzibilität vonPolynomen.R3.2 [Frühjahr 1982] Bestimmen Sie alle über IR irreduziblen Polynome in einer Variablen.R3.3 [Herbst 1989]a) Man untersuche f := X3 � 5X2 + 25X + 10auf Irreduzibilität in den Ringen Z[X ] , Q [X ] , IR[X ] und C [X ] .b) Man entscheide (mit Begründung), ob folgende Polynome separabel sind:1) X9 +X7 + 8X4 + 5X3 + 1 2 Q[X ] ,2) X9 +X6 +X3 + 1 2 IF3[X ] .R3.4 [Herbst 1980] Sei K = Q(p2) . Zeigen Sie, daÿ X3 � 3 irreduzibel ist im Polynomring K[X ] .R3.5 [Herbst 1982] Beweisen Sie, daÿ es keine Polynome P (X) und Q(X) in Z[X] gibt, welche derfolgenden Gleichung genügen:P (X)3 � P (X) + 2 = (X4 � 7) �Q(X) :R3.6 [Herbst 1980] Sei K ein Körper der Charakteristik 6= 2 und a ein Element von K , das kein Quadratin K ist.a) Sei c ein Element eines Erweiterungskörpers von K mit c2 = a . Man zeige: c ist genau dannQuadrat in K(c) , wenn �4a eine vierte Potenz in K ist.b) Zeige: X4 � a ist genau dann irreduzibel über K , wenn �4a keine vierte Potenz in K ist.Hinweis: Sei b eine Nullstelle von X4 � a in einem Erweiterungskörper von K . Man betrachteK � K(b2) � K(b) und wende a) mit x = b2 an.c) Sei K ein Körper mit 5 Elementen. Man zeige: Jeder Zerfällungskörper von X4� 3 über K hat625 Elemente.R3.7 [Herbst 1990] Sei K ein Körper und a 2 K kein Quadrat in K . Sei � eine Wurzel von X4 � aund � := �2 .Man zeige:a) Das Polynom X4 � a 2 K[X ] ist genau dann irreduzibel, wenn � kein Quadrat in K(�) ist.b) Es ist � genau dann ein Quadrat in K(�) , wenn charK 6= 2 ist und x4 + 4a eine Nullstelle inK hat.



58 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR3.8 [Herbst 1978] Es sei das Polynom P (x) = x4 � 40x2 + 36 gegeben.a) Zeigen Sie: Ist z 6= 0 eine Nullstelle von P (x) , so sind die anderen Nullstellen �z , 6z�1 und�6z�1 (unabhängig von dem Körper K , über dem P (x) betrachtet wird).b) Zeigen Sie: Ist P (x) über einem Körper K reduzibel, so hat P (x) 2 K[x] einen Teiler der Formx2 � u; x2 + kx+ 6 oder x2 + rx � 6 aus K[x] .c) Bestimmen Sie für jede der in b) angegebenen Formen eines Teilers R(x) von P (x) dasjenigePolynom S(x) aus K[x] für das R(x)S(x) = P (x) gilt, und geben Sie Bedingungen dafür an,daÿ eine Zerlegung der angegebenen Art möglich ist.d) Zeigen Sie, daÿ P (x) über jedem endlichen Primkörper zerlegbar ist.Hinweis: Dies ist gleichwertig mit der Aussage, daÿ wenigstens eine der drei in c) entwickeltenBedingungen erfüllt wird.e) Zeigen Sie, daÿ P (x) irreduzibel über Q ist.R3.9 [Frühjahr 1992]a) Sei K ein Körper, a ein Element von K , und seien m und n zwei natürliche Zahlen 6= 0 , dierelativ prim zueinander sind. Zeigen Sie, daÿ das Polynom Xmn�a genau dann irreduzibel überK ist, wenn die Polynome gm(X) = Xm � a und gn(X) = Xn � a irreduzibel über K sind.b) Sei p eine Primzahl, und sei a ein Element in K , das in K keine p -te Wurzel besitzt. ZeigenSie, daÿ Xp � a = gp(X) irreduzibel über K ist.R3.10 [Herbst 1998] Sei p eine Primzahl.a) Zeigen Sie, dass das Polynom f = Xp �X � 1 irreduzibel über dem endlichen Körper IFp ist.b) Ist f auch irreduzibel über Z? Die Antwort ist zu begründen.R3.11 [Frühjahr 1998] Es sei f(X) 2 Q[X ] irreduzibel und von ungeradem Grad m . Sei w eine primitive17 te Einheitswurzel. Zeigen Sie, daÿ f(X) über Q(w) irreduzibel ist.Polynome über QR3.12 [Frühjahr 1972] Sei ein Polynom P (x) 2 Z[x] vom Grad 2k + 1 gegeben mit der Eigenschaft, daÿes 2k + 1 verschiedene ganze Zahlen ui gibt mit P (ui) = 1 für alle diese ui . Zeigen Sie, daÿ P (x)irreduzibel ist.Hinweis: Benutze Aufgabe R2.1.R3.13 [Frühjahr 1972] Sei P (x) 2 Z[x] ein Polynom vom Grad 2k mit 2k verschiedenen ganzen Zahlenui , so daÿ P (ui) = 1 für alle diese ui gilt. Zeigen Sie:a) Ist P (x) reduzibel, so ist P (x) ein Quadrat.b) P (x) ist irreduzibel für k � 3 .Hinweis: Vgl. vorige Aufgabe.R3.14 [Frühjahr 1972] Sei P (x) 2 Z[x] ein Polynom vom Grade n > 7 , und seien k > n2 verschiedeneganze Zahlen ui gegeben, sodaÿ jP (ui)j = 1 für alle ui . Zeigen Sie, daÿ P (x) irreduzibel ist.Hinweis: Vgl. vorige Aufgabe.



3. Irreduzibilität von Polynomen 59R3.15 [Frühjahr 1997] Bestimmen Sie alle ganzen Zahlen a , für die das Polynom fa(X) = 4X2 + 4X + ain Z[X ] bzw. in Q [X ] irreduzibel ist.R3.16 [Herbst 1998] Ist das Polynom 3X3 � 6X2 + 32X � 35in Q [X ] irreduzibel?R3.17 [Frühjahr 1976] Für welche ganzen Zahlen n ist das Polynom f = X3 +X2 + nX + 2 irreduzibelüber Q ?R3.18 [Frühjahr 1972] Sei n eine natürliche Zahl > 1 und j : Z! Z=(n) der kanonische Epimorphismus,sowie Z[X] (bzw. (Z=(n))[X ] ) der Ring der Polynome mit Koe�zienten aus Z (bzw. Z=(n) ) in derUnbestimmten X . Ferner sei j� : Z[X] ! (Z=(n))[X ] die durch j�jZ = j eindeutig bestimmteFortsetzung von j mit j�X = X (hierbei bezeichnet j�jZ die Beschränkung von j� auf den zu Zisomorphen Unterring der Polynome nullten Grades aus Z[X ] ).a) Für f :=Pk akXk 2 Z[X] schreibe man j�(f) als Element von (Z=(n))[X ] .b) Es habe f 2 Z[X ] den höchsten Koe�zienten 1, und es sei j�(f) irreduzibel in (Z=(n))[X ] , sowieGrad j�(f) > 1 . Man zeige: f ist irreduzibel in Z[X ] .c) Man belege durch ein Beispiel (etwa eines Polynoms vom Grade 2), daÿ die Umkehrung derAussage unter b) nicht gilt.R3.19 [Herbst 1984]a) Zeigen Sie, daÿ f := X3 + 2X2 + 3X + 3 in Q [X ] irreduzibel ist!b) Schreiben Sie 1 als Linearkombination von f und g := X2+X +1 mit Koe�zienten aus Q [X ] .R3.20 [Frühjahr 1973]a) Zeigen Sie: Das Polynom x4 � 10x2 + 1 hat die Nullstelle p2 +p3 und ist irreduzibel über denrationalen Zahlen.b) Zeigen Sie, daÿ x4�10x2+1 über jedem endlichen Primkörper in zwei (nicht unbedingt irreduzible)Faktoren des Grades 2 zerfällt.Hinweis: Man bemerke, daÿ das Produkt zweier Nichtquadrate in einem endlichen Körper ein Quadratist.R3.21 [Herbst 1990] Beweisen Sie, daÿ folgende Polynome über Q irreduzibel sind:f = X4 � 4X3 + 2g = X2 + 4X + 7h = X3 � 38X2 � 5X + 719 :R3.22 [Herbst 1994] Sind folgende Polynome reduzibel oder irreduzibel in Q [X ] ?a) x3 � 5x2 + 2x+ 1b) x4 � 4x3 + 6x2 � 4x+ 4R3.23 [Frühjahr 1975] Ist das Polynom 6x4 � 25x3 + 15x2 + 10x� 2irreduzibel im Polynomring Q [x] über den rationalen Zahlen?



60 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR3.24 [Herbst 1979] Für welche ganze Zahlen n ist das Polynom f = X4 + nX + 1 irreduzibel über Q ?R3.25 [Frühjahr 1998] Man beweise, daÿ die Polynomea) X4 + 1b) X4 +X + 1c) X4 +X3 +X2 + 1über Q irreduzibel sind.R3.26 [Herbst 1981] Zeigen Sie die Irreduzibilität des Polynoms g = x4 � 3 über dem Körper Q derrationalen Zahlen.R3.27 [Herbst 1981] Für welche n 2 Z ist das Polynom X4 + nX3 +X2 +X + 1 über Q reduzibel?R3.28 [Frühjahr 2002] Sei f(X) = a4X4+ a3X3+ a2X2+ a1X + a0 ein Polynom mit ganzzahligen Koe�-zienten. Seien alle ai ungerade. Man zeige, dass f(X) irreduzibel über Q ist.R3.29 [Herbst 1980] Es sei P (a;X) = X4 + aX2 +X + 1 , wobei a ein ganzzahliger Parameter ist.a) Für welche Werte des Parameters a hat P (a;X) lineare Faktoren in Q [X ] und welche linearenFaktoren treten auf?b) Zeigen Sie: P (a;X) zerfällt in Q [X ] niemals in zwei Faktoren des Grades 2.R3.30 [Frühjahr 1987] Gegeben sei das Polynom f := X4 � aX � 1 2 Z[X] , wobei a 6= 0 ist. Sei � 2 Ceine Nullstelle von f und K := Q(�) .a) Zeigen Sie, daÿ f das Minimalpolynom von � über Q ist.b) Sei L ein Körper mit Q ( L ( K . Bekanntlich ist L von der Form Q(pd) mit einer quadrat-freien ganzen Zahl d 6= 0; 1 , und für den einzigen nichttrivialen Automorphismus � von L gilt�(pd) = �pd . Sei g := X2 + uX + v 2 L[X ] das Minimalpolynom von � über L . BeweisenSie: Es gilt f = (X2 + uX + v)(X2 + �(u)X + �(v)) ; u = rpd mit r 2 Qund a2 = (r4d2 + 4)r2d .c) Zeigen Sie, daÿ r eine ganze Zahl ist.d) Folgern Sie aus b) und c): Ist a eine Primzahl, so gibt es keinen Zwischenkörper L mit Q (L ( K .R3.31 [Herbst 2001]a) Zeigen Sie: Es gibt kein Polynom P (x) 2 Z[x] so dass P (7) = 5 und P (9) = 4 gilt.b) Zeigen Sie für a; b � 3; a; b 2 Z :x(x� 3)(x� a)(x � b) + 1 ist irreduzibel in Z[x] .R3.32 [Herbst 1973] Man untersuche, ob das Polynomf(x) = x5 � 5x4 � 6x� 1über dem Körper Q der rationalen Zahlen irreduzibel ist.Anleitung: Betrachte f(x) mod p für eine geeignete Primzahl p .



3. Irreduzibilität von Polynomen 61R3.33 [Frühjahr 1984] Geben Sie je ein irreduzibles Polynom 5. Grades aus Q [X ] an, welchesa) genau eine reelle Nullstelle besitzt,b) genau drei verschiedene reelle Nullstellen besitzt!(Mit Begründung!)R3.34 [Herbst 2003] Zeigen Sie die Irreduzibilität der folgenden Polynome f über Z :a) f = Xp + pX � 1 für jede Primzahl pb) f = X4 � 42X2 + 1 Polynome in mehreren VariablenR3.35 [Herbst 1999]a) Seien R ein Integritätsring und a 2 R . Man zeige: Das Polynom X2+a ist genau dann reduzibelin R[X ] , wenn �a ein Quadrat in R ist.b) Sei K ein Körper, der nicht die Charakteristik 2 besitzt. Man zeige: Für alle n 2 IN; n � 3 , istdas Polynom X21 +X22 + : : :+X2n im Polynomring K[X1; : : : ; Xn] irreduzibel.R3.36 [Frühjahr 1982] Es sei K ein Körper der Charakteristik 6= 2 und X;Y; Z seien unabhängige Unbe-stimmte über K . Zeigen Sie mit Hilfe des Eisensteinkriteriums:a) X2 + Y 2 � 1 ist über dem Körper K(X) irreduzibel.b) X2 + Y 2 + Z2 � 1 ist über dem Körper K(X;Y ) irreduzibel.Zitieren Sie sorgfältig die in Ihren Beweisen benützten Sätze.R3.37 [Frühjahr 1977] Gegeben sei das Polynom f(X;Y ) = X2 + Y 2 � 3 2 Q[X;Y ] . Man beweise:a) f besitzt keine Nullstelle in Q � Q (man nehme das Gegenteil an und rechne modulo 3).b) f ist ein irreduzibles Element von Q [X;Y ] .R3.38 [Herbst 1987] Gegeben sind das Polynom f(X;Y ) := Y 3+X2Y +3Y 2+X2+3Y +X+1 2 Z[X;Y ]und eine Primzahl p . Zeigen Sie:a) f(X;Y ) ist irreduzibel in Z[X;Y ] .b) f(p; Y ) ist irreduzibel in Q [Y ] .c) Faÿt man f(p; Y ) als Polynom in IF3[Y ] auf, dann ist f(p; Y ) reduzibel.R3.39 [Herbst 1980] Sei f eines der folgenden Polynome aus Q [X;Y ] :a) X � Y ,b) Y 3 +X2 + 2 ,c) X3 � Y 3 ,d) Y 4 + (X + 1)2Y 2 +X2 � 1 .In welchen Fällen ist f irreduzibel in Q [X;Y ] ? (Eisenstein!).



62 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR3.40 [Frühjahr 2003] Sei K = Q(X) der Körper der rationalen Funktionen in einer Unbestimmten überQ , und sei f das Polynomf(Y ) = 1 +XY + (XY )2 + (XY )3 + (XY )4 + (XY )5 + (XY )6in K[Y ] . Ist f irreduzibel in dem Ring K[Y ] ?R3.41 [Frühjahr 1996] Man betrachte das Polynom f = X7 +X � Y im Polynomring Q [X;Y ] .a) Zeigen Sie: Der Ring R := Q [X;Y ]=(f) ist ein Integritätsring, wobei (f) das von f erzeugteIdeal ist.b) Zeigen Sie: Durch '(X) = X + (f) ist ein injektiver Q -Homomorphismus ' : Q [X ] ! Rgegeben.c) Ist der Quotientenkörper Quot(R) von R eine algebraische Erweiterung von Q ? (BegründenSie Ihre Antwort).R3.42 [Frühjahr 1978] Sei K ein Körper.a) Man zeige, daÿ für jedes Polynom f(X) 2 K[X ] von ungeradem Grad das Polynom Y 2 + f(X)in K[X;Y ] irreduzibel ist.b) Seien f und g teilerfremde homogene Polynome aus K[X1; X2; : : : ; Xn] und sei gradg = 1 +gradf . Man zeige, daÿ f + g irreduzibel ist.R3.43 [Frühjahr 1984] Zeigen Sie, daÿ das Polynom Zn+Y 3+X2 für alle ganzen Zahlen n � 1 irreduzibelin C [X;Y; Z] ist!R3.44 [Herbst 2000] Seien a; b; c positive natürliche Zahlen. Man zeige:a) Das Polynom Xa + Y b ist im Polynomring C [X;Y ] durch kein Quadrat eines Primpolynomsteilbar.b) Das Polynom Xa + Y b + Zc ist irreduzibel in C [X;Y; Z] .R3.45 [Herbst 2000] Sei P der Polynomring über Q in den Unbestimmten X;Y und Z , und seif = Xa + Y b � Zc 2 Pmit positiven, teilerfremden, ganzen Zahlen a; b; c .Zeigen Sie:a) Es gibt ganze Zahlen �; � und 
 , so dass2�a � f�2�� �X ; 2� � Y ; 2
 � Z� = Xa + 2Y b � Zc :b) f ist in P irreduzibel.



4. Idealtheorie 634. Idealtheorie Rechnen mit IdealenR4.1 [Herbst 1974] R sei ein kommutativer Ring. Für ein Ideal a von R seir(a) := fx 2 R ; Zu x gibt es n 2 IN mit xn 2 ag :Ferner sei N(R) := r((0)) = fx 2 R ; zu x gibt es n 2 IN mit xn = 0g :Man zeige:a) r(a) ist ein Ideal von R mit a � r(a) .b) r(r(a)) = r(a) .c) Ist p ein Primideal, so gilt r(p) = p .d) Für den Faktorring R=a von R nach einem Ideal a von R giltN(R=a) = r(a)=a :e) Nun sei R = Z der Ring der ganzen Zahlen, n = pk11 pk22 : : : pkrr ein Element aus IN in seinerkanonischen Primfaktorisierung, (n) das von n erzeugte Ideal in Z . Man gebe ein erzeugendesElement von r((n)) an.f) Man zeige N(Z=(96))' Z=(16) (Isomorphie von Z -Moduln).R4.2 [Frühjahr 1996] Es sei I die Menge aller Polynome f 2 Q[X ] mit f(0) = f 0(0) = 0 .a) Zeigen Sie, daÿ I ein Ideal von Q [X ] ist.b) Geben Sie ein erzeugendes Element für das Ideal I an.c) Ist I ein Primideal?R4.3 [Frühjahr 1992] Sei R ein kommutativer Ring.a) Wie ist das Produkt zweier Ideale in R de�niert?b) Es sei R = Z[p�5] = fa+ bp�5 ; a; b 2 Zg . Es sei P das von 3 und 1 +p�5 erzeugte Idealund Q das von 3 und 1�p�5 erzeugte Ideal in R .Berechnen Sie PQ , und bestimmen Sie die Anzahl der Elemente sowie die Anzahl der Einheitendes Restklassenringes R=PQ .



64 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieIdealtheorie in Z[X ]R4.4 [Herbst 1975] Sei p eine Primzahl. IFp sei der endliche Körper IFp = Z=(p) . Für ein Polynomf 2 Z[X ] bezeichnen (p; f) das von p und f in Z[X ] erzeugte Ideal und 	f das kanonische Bild vonf in IFp[X ] .a) i. Zeige: Die kanonische Abbildung Z[X]! IFp[X ] induziert einen RingisomorphismusZ[X]=pZ[X ]' IFp[X ] :ii. Für f 2 Z[X] sei ' : Z[X]! IFp[X ]=( 	f) der durch '(X) = X + ( 	f) de�nierte Ringhomo-morphismus. Zeige: Kern(') = (p; f) .iii. Sei f 2 Z[X ] . Zeige: (p; f) ist genau dann maximales Ideal in Z[X] , wenn 	f irreduziblesPolynom in IFp[X ] ist.b) Sei M ein Ideal in Z[X] mit p 2M .Zeige: Es gibt f 2 Z[X] mit M = (p; f) .Hinweis: Es gibt einen Ringhomomorphismus : IFp[X]! Z[X]=M mit  (X) = X +M :Verwende a)ii.c) Zeige: In IFp[X ] gibt es unendlich viele irreduzible Polynome.d) Seien K ein Körper der Charakteristik 0 und � 2 K .Zeige: K 6= Z[�] , wobei Z[�] den von � in K erzeugten Unterring bezeichnet.Hinweis: Aus der Annahme K = Z[�] folgt:i. � ist algebraisch über Q (identi�ziere Q mit einem Unterkörper von K ).ii. Sei F = Xn + 1r n�1Xi=0 riXi ; 0 6= r 2 Z ; ri 2 Z ; 0 � i � n� 1das Minimalpolynom von � über Q (nach i. existiert F ). Für m � n gibt es si 2 Z für0 � i � n � 1 mit �m = 1rm+1�n n�1Xi=0 si�i :iii. Für alle Primzahlen q gilt 1q 2 Z[�] , und mit ii. folgt: q ist ein Teiler von r .e) Folgere aus a)iii, b) und d): Zu jedem maximalen Ideal M in Z[X] gibt es eine Primzahl q undein f 2 Z[X ] , so daÿ 	f irreduzibel in IFq [X ] ist, mit M = (q; f) .R4.5 [Frühjahr 1979] Für R = Z und R = Z[x] (Polynomring über Z ) untersuche man das durch diePrimzahl 2 2 Z erzeugte Hauptideal (2) in R und beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:a) (2) ist ein Primideal in R .b) (2) ist ein maximales Ideal in R .R4.6 [Herbst 1980] Geben Sie ein maximales Ideal von Z[X] an, das X2 +X + 1 enthält.R4.7 [Frühjahr 1985] Seien f := X3 �X2 +X � 1 , g := 3X4 + 6X2 + 3 2 Z[X] .a) Bestimme ein erzeugendes Element des von f; g erzeugten Ideals in Q [X ] .b) Beweise: Das von f; g in Z[X ] erzeugte Ideal ist kein Hauptideal.



4. Idealtheorie 65FunktionenringeR4.8 [Frühjahr 1975] Es seien � := (an); � := (bn) mit n � 0 reelle beschränkte Zahlenfolgen und B derRing dieser Zahlenfolgen mit den Verknüpfungen�+ � := (an + bn) ; �� := (anbn) ;ferner seien folgende Teilmengen von B gegeben:C , die Menge aller konvergenten Zahlenfolgen,N , die Menge aller Nullfolgen,N0 , die Menge aller trivialen Nullfolgen (d.h. derjenigen, deren Glieder fast alle 0 sind),Jk , die Menge aller Zahlenfolgen � = (an) mit an = 0 für alle n � k (k = 0; 1; 2; : : :) .Man zeige:a) Diese Teilmengen sind Teilringe von B (gegebenenfalls ohne Einselement), die auÿer in den FällenJ0 und J1 echte Nullteiler besitzen; Jk ist ein Ideal in B ; 1Sk=0 Jk = N0 ist ein Ideal in B;Cund N .b) Jk und N0 sind nicht Primideale in N;C und B ; N ist ein maximales Ideal und ein Primidealin C ; N ist nicht Primideal in B .R4.9 [Herbst 1981] R := C[0; 1] sei der Ring der auf dem Intervall [0; 1] stetigen, reellwertigen Funktionen.Für x 2 [0; 1] sei das Ideal mx durch mx = ff 2 R ; f(x) = 0g de�niert. Zeigen Sie:a) Das Ideal mx ist maximal in R .b) Jedes maximale Ideal in R ist von der Form my mit einem y 2 [0; 1] .Hinweis: Das Intervall [0; 1] ist kompakt. Sind f1; : : : ; fn Funktionen aus dem Ideal J , so ist f21 +: : : + f2n eine nicht-negative Funktion in J .R4.10 [Frühjahr 1986] Sei A = C[0; 1] der Ring der reellwertigen stetigen Funktionen auf dem Intervall[0; 1] . Zeigen Sie:a) Sei I � A ein Ideal. Für jedes r 2 [0; 1] enthalte I eine Funktion f mit f(r) 6= 0 . Dann istI = A .b) Zu jedem maximalen Ideal m von A gibt es ein r 2 [0; 1] , so daÿm = ff 2 A ; f(r) = 0g :R4.11 [Frühjahr 1990] R = C[a; b] ist der Ring der auf dem Intervall [a; b] stetigen reellwertigen Funktionen.Beweisen Sie: Eine Funktion f ist genau dann Nullteiler von R , wennNf = fx 2 [a; b] ; f(x) = 0gein o�enes Intervall enthält.



66 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieMaximale IdealeR4.12 [Herbst 1984] Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, R� die Einheitengruppe von R und J(R)der Durchschnitt der maximalen Ideale von R . Zeigen Sie: Für x 2 R gilt genau dann x 2 J(R) ,wenn 1� xy 2 R� für alle y 2 R .R4.13 [Frühjahr 1989] Seien K ein Körper und R der Ring der fastkonstanten Folgen in K , d.h.R = f(xi)i�1 ; alle xi 2 K und xn = xn+1 = : : : für ein ngmit komponentenweiser Addition und Multiplikation. Man zeige:a) Zu jedem x 2 R gibt es eine Einheit u 2 R� mit x = x2u .b) Zu jedem endlich erzeugten Ideal I von R gibt es ein Idempotent e 2 R mit I = Re .Hinweis: Sind e und f Idempotente von R , so zeige man, daÿ auch g = e(1�f)+f ein Idempotentist und damit Re+Rf = Rg ist.c) Die Menge M = f(xi)i�1 alle xi 2 K und xn = xn+1 = : : : = 0 für ein ng bildet ein maximalesIdeal in R , das nicht endlich erzeugt ist.d) Für jedes n � 1 sei e(n) = (1; : : : ; 1; 0; 1; 1; : : :) mit 0 an der Stelle n und 1 an allen anderenStellen.Dann ist fRe(n) ; n � 1g die Menge aller von M verschiedenen maximalen Ideale von R .R4.14 [Frühjahr 2002] Sei R = Z[[T ]] der Ring der formalen Potenzreihen mit Koe�zienten in Z .a) Sei m � R ein maximales Ideal in R . Zeigen Sie: m \ Z ist ein maximales Ideal in Z .b) Bestimmen Sie die Gruppe der Einheiten R� .c) Bestimmen Sie alle maximalen Ideale in R .Primideale in allgemeinen kommutativen RingenR4.15 [Herbst 1978] Sei R ein kommutativer, assoziativer Ring mit 1 und 1 6= 0 . Ein Ideal P von Rheiÿt Primideal , wenn P 6= R und wenn aus ab 2 P stets a 2 P oder b 2 P folgt. Man zeige:a) R besitzt ein maximales Ideal.b) Jedes maximale Ideal von R ist ein Primideal.c) Ist P Primideal von R und R=P endlich, so ist P maximales Ideal von R .d) Sei R = Z[x] der Ring der Polynome in einer Variablen x mit ganzzahligen Koe�zienten. SeiM die Menge der Polynome mit geradem konstanten Glied und P die Menge der Polynome mitkonstantem Glied 0. Dann ist M ein maximales Ideal von R , während P ein Primideal ist, aberkein maximales Ideal.



4. Idealtheorie 67R4.16 [Herbst 1991] Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Die folgenden Behauptungen sind zu beweisenoder durch ein Gegenbeispiel zu widerlegen:a) Ist M ein maximales Ideal von R , so ist M auch ein Primideal von R .b) Ist P ein Primideal von R , so ist P auch ein maximales Ideal von R .c) R hat stets ein maximales Ideal.d) R hat höchstens ein maximales Ideal.e) Es seien P;Q Primideale von R . Dann gilt:i) P \Q ist ein Primideal von R .ii) P \Q ist ein Ideal von R .iii) P [Q ist ein Ideal von R .iv) P [Q ist ein Primideal von R .R4.17 [Frühjahr 1999] Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und S � R ein kommutativer Ober-ring von R ; das Einselement von R sei auch das Einselement von S .a) Man zeige: Ist I � S ein Ideal von S , so ist I \ R ein Ideal von R .b) Sei I � S ein Ideal. Man untersuche, welche der folgenden Implikationen wahr sind:i) I Primideal in S =) I \ R Primideal in R .ii) I \ R Primideal in R =) I Primideal in S .(Beweis oder Gegenbeispiel!)R4.18 [Herbst 1982] R sei ein kommutativer Ring, I1 und I2 seien Ideale und P ein Primideal in R .Beweisen Sie: Aus I1 \ I2 � P folgt, daÿ I1 oder I2 in P enthalten ist.R4.19 [Frühjahr 1986] Gegeben seien ein Integritätsbereich R mit Quotientenkörper K und verschiedenePrimideale P1; : : : ; Pn (6= R) von R .a) Beweisen Sie etwa mit vollständiger Induktion nach n :Ist S ein in P1 [ : : : [ Pn enthaltenes Ideal von R , so gilt S � Pk für mindestens ein k 2f1; : : : ; ng .(Wo liegt y := x1 +Qni=2 xi , wenn xi 2 S n Sj 6=iPj für jedes i = 1; : : : ; n ?).b) Es gelte R = RP1 \ : : : \ RPn , wobei RPi := � ab ; a 2 R; b 2 R n Pi	 � K . Man zeige:i) P1 [ : : : [ Pn ist die Menge der Nichteinheiten von R .ii) Ist Pi 6� Pj für i 6= j; i; j = 1; : : : ; n , so sind P1; : : : ; Pn die maximalen Ideale von R .R4.20 [Frühjahr 1979] Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Für jede nichtleere Teilmenge S von R seiAnn(S) durch Ann(S) = fy 2 R ; ys = 0 für alle s 2 Sgde�niert. Das Ideal A in R habe die Eigenschaft, daÿ für jedes Ideal U 6= (0) in R = R=A dieAussage Ann(U) = Ann(R) gilt. Zeigen Sie, daÿ A ein Primideal ist.R4.21 [Frühjahr 1994] Es sei R ein kommutativer Ring, R 6= 0 . Zeigen Sie: In der Menge der Primidealevon R gibt es ein minimales Element (bezüglich der Inklusion).



68 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR4.22 [Herbst 1982] R sei ein kommutativer Ring mit Eins, p ein Primideal von R . Zeigen Sie mit Hilfedes Zornschen Lemmas, daÿ in p ein minimales Primideal von R enthalten ist (d.h. ein solches, indem kein weiteres Primideal echt enthalten ist).R4.23 [Frühjahr 1992] Seien R ein kommutativer Ring, S eine multiplikative Teilmenge (d.h. S 6= ? undS � S � S ) und I ein Ideal mit I \ S = ? . Zeigen Sie mit Hilfe des Zornschen Lemmas, daÿ es einPrimideal P von R gibt mit I � P und P \ S = ? .R4.24 [Herbst 1979] Sei A ein kommutativer Ring mit Einselement 1.a) Sei S � A eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A mit 0 =2 S . Man beweise mit Hilfedes Zorn'schen Lemmas: Es gibt ein Primideal p von A mit p \ S = ? .b) Als eine Anwendung folgere man: Der Durchschnitt N aller Primideale p von A besteht genauaus den nilpotenten Elementen von A . Dabei heiÿt ein Element x 2 A nilpotent , falls xn = 0für ein n 2 IN gilt. PrimäridealeR4.25 [Frühjahr 1973] Ist R ein kommutativer Ring, so sei (x1; : : : ; xm) das von den xi 2 R (1 � i � m)in R erzeugte Ideal. Sind a und b Ideale in R , so sei a � b die Menge aller endlichen SummenXj ajbj (aj 2 a ; bj 2 b) :Dann ist a � b , versehen mit den in R de�nierten Ringoperationen (+; �) , ein Ideal in R . (DieseAussage soll nicht bewiesen werden.)a) Im Ring Z[� ] der Polynome in einer Unbestimmten � und mit ganzzahligen Koe�zienten be-trachte man das Ideal (4; �) .i. Man prüfe, ob (4; �) Hauptideal in Z[� ] ist.ii. Man zeige: Es gibt genau zwei Ideale in Z[� ] , die (4; �) echt umfassen. Ist (4; �) Primidealin Z[� ] ?iii. Man prüfe, ob (4; �) gleich dem Produktideal (2; �) � (2; �) ist.b) Sei q ein Ideal des kommutativen Ringes R .i. Man zeige die Gleichwertigkeit der folgenden Aussagen (A1) und (A2) :(A1) : Gilt für die Elemente a und b aus R :ab 2 q ; b =2 q ;so gibt es eine natürliche Zahl n mit an 2 q .(A2) : Zu jedem Nullteiler � 2 R=q gibt es eine natürliche Zahl n mit �n = 0 .ii. Man prüfe, ob (Ai) ( i = 1 oder 2 ) im Falle R = Z[� ] und q = (4; �) erfüllt ist.c) Der Ring S := Z[2�; �2; �3] ist de�niert als der Durchschnitt aller Unterringe von Z[� ] , die dieMenge f2�; �2; �3g enthalten.i. Man beschreibe die Elemente von S durch eine Eigenschaft ihrer Koe�zienten.Anleitung: Man bestimme zunächst alle Polynome aus Z[� 2; � 3] .ii. Man zeige: p := (2�; �2; �3) ist Primideal in S .iii. Man prüfe, ob (Ai) ( i = 1 oder 2) im Falle R = S und q = p � p mit p wie ii. erfüllt ist.



4. Idealtheorie 69R4.26 [Herbst 1976] Es bezeichne R den Ring IR[X;Y ] der reellen Polynome in zwei Veränderlichen, abezeichne das von X und Y erzeugte Ideal (X;Y ) von R .a) Man zeige, daÿ a kein Hauptideal, jedoch maximales Ideal ist.b) Es sei b ein Ideal von R mit a5 � b � a . Man beweise, daÿ die Nullteiler von R=b nilpotentsind.Weiter sei c das Ideal (X2; Y ) von R .c) Man beweise, daÿ die Nullteiler von R=c nilpotent sind, und daÿ es kein Primideal p von R undkeine natürliche Zahl n mit pn = c gibt.Weiter sei d das Ideal (X2; XY ) von R .d) Man beweise d = c \ (X) , und man bestimme den Durchschnitt aller Primideale p von R mitd � p .R4.27 [Frühjahr 1997] Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Ideal I in R heiÿt ein Primideal ,falls der Restklassenring R=I nullteilerfrei ist. Es heiÿt ein Primärideal , falls für jeden Nullteiler 	ain R=I eine Potenz 	am = 0 in R=I ist. Das Radikal pI des Ideals I besteht aus allen a 2 R , fürdie es eine natürliche Zahl k mit ak 2 I gibt.Sei R = Z und I = (n) das von der natürlichen Zahl n � 0 erzeugte Hauptideal in Z . Geben Sienotwendige und hinreichende Bedingungen dafür an, daÿa) I ein Primideal ist;b) I ein Primärideal ist;c) pI = I gilt. Primideale in bestimmten RingenR4.28 [Frühjahr 1984] Sei Z der Ring der ganzen Zahlen. Die Menge R := Z�Z ist bzgl. der Addition(�; �) + (
; �) := (�+ 
 ; � + �)und Multiplikation (�; �) � (
; �) := (�
; �� + �
)ein kommutativer Ring mit Nullelement (0; 0) und Einselement (1; 0) (nicht nachzuweisen). ZeigenSie:a) I := f0g�Z ist ein Ideal von R , das genau aus den nilpotenten Elementen von R besteht. JedesPrimideal von R enthält I .b) Der Faktorring R=I ist isomorph zu Z .c) Die Primideale von R sind: I und die Ideale pZ�Z , wobei p alle Primzahlen durchläuft.R4.29 [Herbst 1988] Für R = Q[x] (Polynomring über Q ) und für R = Z[x] (Polynomring über Z )untersuche man das durch f = x2+2 in R erzeugte Hauptideal (f) und beweise oder widerlege diefolgenden Aussagen:a) (f) ist ein Primideal in R .b) (f) ist ein maximales Ideal in R .



70 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR4.30 [Herbst 2003] Sei R der Unterring des Matrizenringes Q 2�2 , der aus den Matrizen � z a0 z� mitz 2 Z; a 2 Q besteht.a) Zeigen Sie, dass jedes Primideal von R die Elemente� 0 a0 0� für a 2 Qenthält, und dass diese Elemente ein Ideal N von R bilden, für das R=N ' Z gilt.b) Bestimmen Sie alle Primideale von R .Lokale RingeR4.31 [Herbst 1980] Zeigen Sie, daÿ für einen kommutativen Ring R mit 1 folgende Aussagen äquivalentsind:(i) Die nicht invertierbaren Elemente von R bilden ein Ideal.(ii) R besitzt genau ein maximales Ideal.Hinweis: Sie können die Tatsache benutzen, daÿ jedes Ideal 6= R in einem maximalen Ideal enthaltenist.R4.32 [Herbst 1985] R sei ein kommutativer Ring mit 1. R heiÿt lokal , wenn R genau ein maximalesIdeal besitzt. Zeigen Sie:a) Ist p eine Primzahl, so ist die Menge Z(p) aller rationalen Zahlen ab mit ganzen Zahlen a; b undggT(a; b) = 1 , deren Nenner nicht durch p teilbar ist, ein lokaler Ring.b) Ist R ein lokaler Ring und I � R ein Ideal mit I 6= R , so ist auch R=I ein lokaler Ring.c) Ist R 6= f0g und ist jede Nichteinheit von R nilpotent, so ist R ein lokaler Ring.R4.33 [Herbst 1984] Für eine Primzahl p sei Z(p) die Menge der rationalen Zahlen, deren Nenner prim zup ist. Zeigen Sie:a) Z(p) ist Hauptidealring.b) Für verschiedene Primzahlen p und q ist jeder Ringhomomorphismus Z(p)! Z(q) trivial.c) Für verschiedene Primzahlen p und q ist Z(p)\Z(q) ein Hauptidealring mit genau zwei maximalenIdealen.R4.34 [Herbst 1999] Sei R = IR[[X ]] der Ring der formalen Potenzreihen mit reellen Koe�zienten. Manzeige:a) Jede Potenzreihe a = a0 + a1X + a2X2 + : : : mit a0 6= 0 ist eine Einheit in R .b) R ist Hauptidealring.c) Es gibt genau ein maximales Ideal in R .d) Es gibt genau zwei Primideale in R .e) Der Quotientenkörper Q von R besitzt als R -Modul ein abzählbares Erzeugendensystem.



4. Idealtheorie 71Direkte Produkte und Chinesischer RestsatzR4.35 [Herbst 1972] Es sei S der Restklassenring des Polynombereichs Q [x] nachf(x) := x3 + x� 2 :ek bedeute die Restklasse von xk (k = 0; 1; 2) .a) Wie drücken sich die Produkte ejek je zweier dieser Basiselemente wieder linear durch diese aus(Multiplikationstafel)?b) Man bestimme alle Elemente q von S mit der Eigenschaft q2 = q . In welcher Weise läÿt sichmit ihrer Hilfe der Ring S als direkte Summe von zwei Körpern darstellen, von denen einer zuQ , der andere zu Q �p�7� isomorph ist?R4.36 [Herbst 1976] D sei die direkte Summe zweier kommutativer Ringe R und S , also die Menge allerPaare (r; s) mit r aus R und s aus S , für die Addition und Multiplikation komponentenweisede�niert ist. U sei ein Unterring von D .Sei UR die Menge aller r aus R , für die ein s aus S so existiert, daÿ (r; s) zu U gehört. Genaudann gehört r zu NR , wenn (r; 0) zu U gehört. US und NS seien analog de�niert. Zeigen Sie:a) UR ist ein Unterring von R .b) NR ist ein Ideal von UR .c) Die folgenden drei Aussagen sind äquivalent:i) NR = URii) NS = USiii) U ist direkte Summe von UR und US und kanonisch in D eingebettet.Sei nun R ein Körper der Ordnung 2 und S ein Körper der Ordnung 8.d) Bestimmen Sie alle Unterringe von D .R4.37 [Herbst 1985] Der Polynomring R = Z6[x] in einer Variablen über dem Ring Z6 = Z=6Z mit 6Elementen soll untersucht werden.a) Zeigen Sie, daÿ R die direkte Summe der Hauptideale (	2) und (	3) ist, wobei 	2 und 	3 dieRestklassen von 2 und 3 in Z6 sind!b) Bestimmen Sie die Einheiten, Nullteiler und nilpotenten Elemente von R , indem Sie Elementevon R gemäÿ a) als Summen darstellen!c) Bestimmen Sie alle maximalen und alle primen Ideale von R ! Beachten Sie für letzteres 	2 � 	3 = 	0in R !R4.38 [Frühjahr 1980] R sei ein kommutativer Ring mit Eins, I1; I2 seien Ideale von R und�j : R=Ij ! R=(I1 + I2) (j = 1; 2)die kanonischen Epimorphismen. F sei der Unterring von R=I1 �R=I2 , der aus allen Paaren (r1 +I1; r2 + I2) mit �1(r1 + I1) = �2(r2 + I2) besteht. Man zeige, daÿ
 : R! F ; r 7! (r + I1; r + I2)ein surjektiver Ringhomomorphismus mit dem Kern I1 \ I2 ist.



72 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR4.39 [Herbst 1982] R sei ein kommutativer Ring, der einen Körper k enthält. Es sei dimk R < 1 .Beweisen Sie:a) Alle Primideale von R sind maximal.b) R hat höchstens dimk R maximale Ideale.R4.40 [Herbst 1989]a) Sei K ein Körper und char(K) = p > 0 . Beweisen Sie:K[X ]=(Xn � 1) ist als Ring genau dann isomorph zu einem endlichen direkten Produkt vonKörpern, wenn p kein Teiler von n ist.b) Seien K1; : : : ;Ks endlich viele Körper und R := K1� : : :�Ks der Produktring. Wie viele Idealehat R ?c) Wie viele Ideale hat Q [X ]=(X15 � 1) ?R4.41 [Herbst 1995] R sei ein kommutativer Ring, der einen Körper k enthält und somit auf natürlicheWeise ein k -Vektorraum ist. Es sei dimk R <1 . Man beweise:a) Alle Primideale von R sind maximal.b) R hat höchstens dimk R maximale Ideale.R4.42 [Herbst 2001] Betrachtet sei folgendes System von zwei Kongruenzen in Q [X ] :f � X � 1 mod (X2 � 1)f � X + 1 mod (X2 +X + 1) :Bestimmen Sie eine konkrete Lösung und die Menge aller Lösungen des Systems.Polynomringe in mehreren VariablenR4.43 [Frühjahr 1973] Es sei R = K[x; y; z] der Polynomring in den unabhängigen Unbestimmten x; y; züber dem Körper K und m := ff(x; y; z) 2 R ; f(0; 0; 0) = 0g :Man zeige:a) m ist ein maximales Ideal in R .b) m = (x; y; z) .c) (x) und (x; y) sind Primideale in R , aber keine maximalen Ideale in R .R4.44 [Herbst 1981] Es sei K[x; y; z] der Polynomring in drei Unbestimmten über dem Körper K undR := K[x; y; z]=(xy � z2) :Zu f 2 K[x; y; z] de�niert man 	f = f + (xy � z2) . Zeigen Sie: (	x; 	z) ist ein Primideal in R .R4.45 [Frühjahr 1975] Sei k ein Körper, k[x1; x2] der Polynomring in zwei Unbestimmten, und das Ideala � k[x2; x2] sei erzeugt von den beiden Elementena11x1 + a12x2 ; a21x1 + a22x2mit aij 2 k . Man zeige, daÿ a ein Primideal ist, und daÿ k[x1; x2]=a isomorph zu einem der Ringek; k[x] oder k[x1; x2] ist.



4. Idealtheorie 73R4.46 [Frühjahr 1987] Es seien K ein Körper, P := K[X1; X2; X3; : : :] der Polynomring über K in denUnbestimmten Xn(n � 1) und I das von X21 und allen Xn �X2n+1(n � 1) erzeugte Ideal von P .Ferner sei R := P=I , xn die Restklasse von Xn in R (n � 1) und a das von fxn ; n � 1g erzeugteIdeal von R . Zeigen Sie:a) Jedes Element r 2 a ist nilpotent.b) R=a ' K und a ist das einzige Primideal von R .c) Die Einheiten von R sind genau die Elemente der Form � � 1+ r , wobei � 2 K n f0g und r 2 a .d) Jedes r 2 R ; r 6= 0 , läÿt sich in der Form r = u � xen schreiben mit einer Einheit u 2 R , einemn � 1 und einer nicht negativen ganzen Zahl e .e) Für alle r; s 2 R gilt Rr � Rs oder Rs � Rr .R4.47 [Frühjahr 1988] K sei ein Körper, K[T ] der Polynomring in einer Variablen T und K[X;Y ] derPolynomring in den Variablen X;Y über K . Für zwei fest gewählte f; g 2 K[T ] seiI := fF 2 K[X;Y ] ; F (f; g) = 0g :a) Zeigen Sie, daÿ I ein Primideal von K[X;Y ] ist.b) Unter welcher Bedingung für f und g ist I ein maximales Ideal von K[X;Y ] ?R4.48 [Herbst 2002] K sei ein Körper, K[T ] der Polynomring in einer Variablen T und K[X;Y ] derPolynomring in den Variablen X;Y über K . Für zwei fest gewählte f; g 2 K[T ] seiI := fF 2 K[X;Y ] j F (f; g) = 0g :a) Zeigen Sie, dass I ein Primideal von K[X;Y ] ist.b) Unter welcher Bedingung für f und g ist I ein maximales Ideal von K[X;Y ] ? Begründen SieIhre Antwort!R4.49 [Frühjahr 1989] K sei ein Körper und R der Restklassenring des Polynomrings K[X;Y ] nach demvon X3; Y 3; X2Y 2 erzeugten Ideal: R = K[X;Y ]=(X3; Y 3; X2Y 2) .a) Bestimmen Sie die Dimension von R als K -Vektorraum.b) Zeigen Sie, daÿ R genau ein Primideal (6= R) besitzt.R4.50 [Frühjahr 1993] Es sei R der Polynomring in zwei Unbestimmten X und Y über einem Körper K .Es sei P das von X � Y erzeugte Ideal in R , und es sei M das von X � Y und X erzeugte Idealin R . Zeigen Sie:a) P ist ein Primideal.b) M ist ein maximales Ideal.(Sie dürfen verwenden, daÿ R faktoriell ist.)R4.51 [Herbst 2002] Welche der folgenden drei Ideale in C [X;Y ]I1 = (X � Y ) ; I2 = (X + Y ) ; I3 = (X;Y )sind Primideale bzw. sogar maximale Ideale?



74 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieNichtkommutative IdealtheorieR4.52 [Frühjahr 1985] Es sei R der Unterring �� a 0b c� ; a; b; c 2 Z� des Ringes aller 2 � 2 -Matrizenüber Z . Man ermittlea) alle (zweiseitigen) Ideale von R ,b) alle maximalen Ideale von R ,c) die Struktur aller Faktorringe R=A (A ein Ideal), die kommutativ sind.R4.53 [Frühjahr 2003] Sei K ein Körper und R die Menge aller 2 � 2 -Matrizen der Form � a b0 c� mita; b; c 2 K . Bestimmen Sie alle nichttrivialen zweiseitigen Ideale I des Ringes R .R4.54 [Frühjahr 2001] Sei k eine positive Zahl und sei R := Mk(Z) der Ring der ganzzahligen k � k -Matrizen. Zeigen Sie:a) Für jede natürliche Zahl n � 0 ist nR ein zweiseitiges Ideal in R .b) Jedes zweiseitige Ideal von R ist von der in a) genannten Art.R4.55 [Herbst 2001] Sei R ein (nicht notwendigerweise kommutativer) Ring mit 1.a) Sei a 2 R . Man beschreibe � mit Beweis � das Hauptideal (a) , d.h. das kleinste beidseitigeIdeal von R , das a enthält.b) Sei nun I ( R ein beidseitiges Ideal. Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen:aa) Für alle beidseitigen Ideale A;B aus R gilt: A � B � I =) A � I oder B � I .bb) Für alle a; b 2 R gilt: aRb � I =) a 2 I oder b 2 I .cc) Für alle Linksideale A;B aus R gilt: A � B � I =) A � I oder B � I .R4.56 [Frühjahr 2002] Es sei p eine Primzahl.a) Zeigen Sie, dass die folgende Menge ganzzahliger 3� 3 -MatrizenM = f(aij) 2 M3(Z) ; aij 2 pZ falls i < jgein Ring (mit Einselement) ist.b) Geben Sie drei Ideale I von M an mit M=I ' Z=pZ.



5. Faktorielle Ringe 755. Faktorielle RingeR5.1 [Frühjahr 1977] Die Menge R aller Potenzreihen P anzn in einer komplexen Variablen z mit kom-plexen Koe�zienten und positivem Konvergenzradius ist zusammen mit den wie folgt erklärten Ver-knüpfungen ein Integritätsring:�Xanzn�+ �X bnzn� =X(an + bn)zn�X anzn� � �X bnzn� =X cnzn mit cn = Xl+m=n albm für n 2 INMan zeige:a) P anzn 2 R ist genau dann eine Einheit von R , wenn a0 6= 0 ist.b) Zu jedem Ideal a von R mit a 6= f0g und a 6= R gibt es ein m 2 IN , so daÿ a von zm erzeugtwird.c) R besitzt genau ein maximales Ideal.d) z ist ein Primelement von R und jedes Primelement von R ist zu z assoziiert.R5.2 [Herbst 1987]a) Sei R ein Integritätsring (kommutativer, nullteilerfreier Ring mit 1-Element). Zeigen Sie:i) Jedes Primelement aus r ist auch ein irreduzibles Element.ii) Sind p und q Primelemente aus R und ist p ein Teiler von q , so ist p assoziiert zu q .b) Sei R ein ZPE-Ring (= faktorieller Ring) und K sein Quotientenkörper. Zeigen Sie, daÿ für zweinicht assoziierte Primelemente p; q 2 R gilt: [K(pp;pq) : K] = 4 .c) Verwenden Sie, daÿ Z[i] ein ZPE-Ring ist. Zeigen Sie, daÿ 1 + 2i und 1 � 2i nichtassoziiertePrimelemente in Z[i] sind.R5.3 [Frühjahr 1988] R sei ein faktorieller Ring mit dem Quotientenkörper K , und es sei 2 in R Einheit.Ferner sei S := R[X ]=(X2 � �2�) , wobei �; � Nichteinheiten 6= 0 in R sind und � nicht durch dasQuadrat eines Primelements von R teilbar ist. � bezeichne die Restklasse von X in S . Zeigen Sie:a) S ist ein Integritätsring und jedes Element z aus dem Quotientenkörper L von S besitzt eineeindeutige Darstellung z = x+ y� mit x; y 2 K .b) Für z = x+ y� (x; y 2 K) sei Sp(z) := 2x; N(z) := x2� y2�2 (Spur und Norm von z ). Dann istT := fz 2 L ; Sp(z) 2 R ; N(z) 2 Rgein Unterring von L mit S � T .c) Die Menge F := fz 2 T ; z �u 2 S für alle u 2 Tg ist ein Ideal sowohl in S wie auch in T , undes gilt F = fa�+ b� ; a; b 2 Rg :d) Genau dann ist F ein Primideal von S , wenn � ein Primelement von R ist.



76 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR5.4 [Frühjahr 1988]a) Sei R ein faktorieller Ring mit dem Quotientenkörper Q , sei weiter f = f0 + f1X + : : : +fnXn 2 R[X ] ein Polynom mit Koe�zienten in R . Eine Nullstelle von f sei rs , wobei r und steilerfremde Elemente aus R sind mit s 6= 0 . Zeigen Sie, daÿ r Teiler von f0 und s Teiler vonfn ist.b) Berechnen Sie alle rationalen Nullstellen vonf = 3X4 + 4X3 � 12X2 + 4X � 15 2 Z[X] :c) Zeigen Sie: qX3 � p ist in Z[X ] irreduzibel, wenn p und q verschiedene Primzahlen sind.R5.5 [Herbst 1992] Es sei p ein Primelement eines faktoriellen Ringes R . Für q 2 R mit q 6= 0 seiS := R[X ]=(X2 � pq2) , und es bezeichne � die Restklasse von X in S . Zeigen Sie:a) S ist ein Integritätsring.b) S = R �R� .c) I := faq + b� ; a; b 2 Rg ist ein Ideal von S .d) Es ist S=I ' R=(q) , und I ist genau dann ein Primideal von S , wenn q ein Primelement von Rist.



6. Kettenbedingungen 776. Kettenbedingungen Artinsche RingeR6.1 [Herbst 1981] R sei ein Integritätsring derart, daÿ jede absteigende Kette von Hauptidealen von Rnach unten stationär wird. Man beweise, daÿ R ein Körper ist.R6.2 [Frühjahr 1997] Sei R ein assoziativer, kommutativer Ring mit Eins, in dem jede KetteI0 � I1 � : : : � In � : : :von Idealen stationär wird. Ein solcher Ring heiÿt artinsch. Zeigen Sie:a) Jedes homomorphe Bild von R ist artinsch.b) Ein artinscher Integritätsring ist sogar ein Körper.Hinweis: Betrachten Sie für a 2 R n f0g die Ideale (an) .c) Jedes Primideal eines artinschen Rings ist maximal.Noethersche RingeR6.3 [Herbst 1978] k bezeichnet stets einen kommutativen Körper, k[T1; : : : ; Tn] sei der Polynomring inn Unbestimmten darüber. Für eine beliebige Teilmenge S � k[T1; : : : ; Tn] seiV (S) = f(x1; : : : ; xn) 2 kn ; f(x1; : : : ; xn) = 0 für alle f 2 Sgdie Menge der gemeinsamen Nullstellen und I(S) � k[T1; : : : ; Tn] das von S erzeugte Ideal. EineTeilmenge X � kn heiÿt algebraisch, wenn es ein S � k[T1; : : : ; Tn] gibt, mit X = V (S) .Man beweise:1) a) Ist S0 � S � k[T1; : : : ; Tn] , so ist V (S) � V (S0) .b) V (S) = V (I(S)) für jede Teilmenge S � k[T1; : : : ; Tn] .2) a) Für jede algebraische Teilmenge X � k1 gibt es ein f 2 k[T ] mit X = V (f) .b) Eine Teilmenge X � k1 ist algebraisch genau dann, wenn X = k1 oder wenn X endlich ist.c) Zu jeder algebraischen Teilmenge X � kn gibt es endlich viele Polynome f1; : : : ; fr ausk[T1; : : : ; Tn] mit X = V (f1; : : : ; fr) .3) a) Für Ideale a; b � k[T1; : : : ; Tn] gilt in knV (a) \ V (b) = V (a+ b) und V (a) [ V (b) = V (a � b) :b) Man beweise oder widerlege: Sind für eine beliebige Indexmenge J die Teilmengen Xj � knfür j 2 J algebraisch, so sind auchTj2JXj bzw. Sj2JXjin kn algebraisch.4) a) Ist X � IRn algebraisch, so gibt es ein f 2 IR[T1; : : : ; Tn] mit X = V (f) .b) Zu je zwei verschiedenen Punkten p; q 2 kn gibt es ein Polynom g 2 k[T1; : : : ; Tn] mit g(p) = 1und g(q) = 0 .c) Ist k endlich und X � kn algebraisch, so gibt es ein f 2 k[T1; : : : ; Tn] mit X = V (f) .



78 Staatsexamensaufgaben zur RingtheorieR6.4 [Herbst 1989] Es sei Z[X] der Polynomring über Z unda := ff 2 Z[X] : f(0) = 0g :a) Zeigen Sie: a ist Hauptideal.b) Ist a Primideal?c) Ist Z[X] ein Hauptidealring?d) Ist Z[X] ein noetherscher Ring?Begründen Sie Ihre Antwort.R6.5 [Herbst 1974] Ist R = (R;+; � ) ein Ring und wird jedes Ideal in R von einem Element erzeugt, sogibt es zu jeder abzählbaren Folge I1; : : : ; In; : : : von Idealen in R mit I1 � I2 � : : : � In � : : : einenatürliche Zahl n0 , so daÿ In0 = In für alle n � n0 gilt.R6.6 [Frühjahr 1991] Zeigen Sie:a) In einem Hauptidealring werden alle aufsteigenden Ketten von Idealen stationär.b) Sei P eine beliebige Menge von Primzahlen. Ganze Zahlen 6= 0 , deren Primteiler sämtlich ausP sind, heiÿen P -Zahlen. Dann ist die Menge der rationalen ZahlenQ(P ) := nab 2 Q ; a 2 Z ; b P -Zahloein Hauptidealring.R6.7 [Herbst 1975] Man zeige: Jeder surjektive Homomorphismus f : Z! Z ist Isomorphismus.R6.8 [Frühjahr 1994] Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Eins, und sei f : R ! R einRingendomorphismus. Zeigen Sie:f surjektiv =) f injektiv :Hinweis: Betrachten Sie die Folge f; f2; f3; : : :Nichtnoethersche RingeR6.9 [Herbst 1997] Sei R = ff 2 IR[X ] ; f(0) 2 Qg der Ring aller Polynome mit reellen Koe�zienten,deren konstantes Glied rational ist. Zeigen Sie:a) Das Element X ist im Ring R unzerlegbar, aber kein Primelement.b) Jede aufsteigende Folge I1 � I2 � : : : � In � : : : von Hauptidealen wird stationär.c) Das Ideal I = ff 2 R ; f(0) = 0g von R ist nicht endlich erzeugt.
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80 Staatsexamensaufgaben zur Körpertheorie SeiteZyklische Galoisgruppen : : : : : : : : : : : : : : : : : 110Artin-Schreier-Gleichungen : : : : : : : : : : : : : : 112Kummer-Theorie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 113Abelsche Galoisgruppen : : : : : : : : : : : : : : : : : 114S3 als Galoisgruppe : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 116D4 als Galoisgruppe : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 118Weitere Diedergruppen : : : : : : : : : : : : : : : : : : 120A�ne lineare Gruppen : : : : : : : : : : : : : : : : : : 121Au�ösbare Galoisgruppen : : : : : : : : : : : : : : : 122Nichtau�ösbare Galoisgruppen : : : : : : : : : : : 1245. Transzendente Körpererweiterungen 126Transzendente Erweiterungen : : : : : : : : : : : : 126Inseparable Erweiterungen : : : : : : : : : : : : : : : 127Galoistheorie in K(t) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 127Galoistheorie über K(t) : : : : : : : : : : : : : : : : : 129
0. VermischtesK0.1 [Herbst 1982] Geben Sie in den folgenden Fällen ein Beispiel an oder begründen Sie kurz, weshalbes kein solches Beispiel gibt:a) eine endliche separabel algebraische Körpererweiterung, die unendlich viele verschiedene Zwischen-körper besitzt;b) für jede natürliche Zahl n > 0 eine galoissche Körpererweiterung vomGrad n , deren Galoisgruppedie symmetrische Gruppe n -ten Grades ist;c) eine inseparable Körpererweiterung von Q ;d) ein erzeugendes Element der Automorphismengruppe des Körpers IFq mit q Elementen;e) einen endlichen algebraisch abgeschlossenen Körper.K0.2 [Herbst 2003] Begründen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:a) Ist p eine Primzahl, sind 1 � i � j natürliche Zahlen, sind K bzw. L Körper mit pi bzw. pjElementen, so ist K zu einem Teilkörper von L isomorph.b) Für jede Primzahl p und jede natürliche Zahl a gilt: Ist X2 � a mod p lösbar in Z , so auchX4 � a mod p .c) Die Zahl �13 = e2�i=13 ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar.d) Seien �1; �2 2 C algebraische Zahlen, sei Ki = Q(�i) für i = 1; 2 , sei L = Q(�1; �2) und esgelte K1 \K2 = Q . Dann gilt[L : Q ] teilt [K1 : Q ] � [K2 : Q ] :



1. Elementare Körpertheorie 811. Elementare KörpertheorieK1.1 [Herbst 2001] Sei LjK eine Körpererweiterung. Eine K -lineare Abbildung d : L ! L heiÿtDerivation von LjK , wenn für alle a; b 2 L die Produktregel d(ab) = ad(b) + bd(a) erfüllt ist.Zeigen Sie, dass für ein solches d die folgenden Aussagen richtig sind:a) d(a) = 0 für alle a 2 K .b) Ist f 2 K[X ] ein Polynom und a 2 L , so gilt d(f(a)) = f 0(a)da mit der Ableitung f 0 von f .c) Z := ker d := fa 2 L ; d(a) = 0g ist ein Zwischenkörper von LjK .d) Ist a 2 L separabel algebraisch über Z , so ist a 2 Z .e) Ist L ein endlicher Körper und K sein Primkörper, so ist d die Nullabbildung.K1.2 [Frühjahr 1987] Man entscheide, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind und begründe dieAntwort.a) Der Körper Q der rationalen Zahlen besitzt echte Teilkörper.b) Jedes nicht konstante irreduzible Polynom über Q hat nur einfache Nullstellen in C .c) Ist f 2 Q[X ] ein irreduzibles Polynom mit den Nullstellen �; � 2 C , so gilt � 2 Q(�) .d) Das direkte Produkt IR� IR des Körpers IR mit sich selbst ist ein zu C isomorpher Körper.Endliche KörpererweiterungenK1.3 [Herbst 1982] Zeigen Sie: Jede quadratische Erweiterung von Q hat die Form Q �pd� mit einereindeutig bestimmten quadratfreien ganzen Zahl d .K1.4 [Herbst 1994] Gegeben seien a; b 2 Q� . Zeigen Sie: Wenn es einen Körperisomorphismus' : Q (pa)! Q(pb)gibt, dann gilt ab 2 (Q�)2 .K1.5 [Herbst 1988] LjK sei eine Körpererweiterung. Es gebe ein x 2 L mit L = K[x] . Zeigen Sie, daÿLjK algebraisch ist.K1.6 [Herbst 1997] Sei K � L eine endliche Körpererweiterung und f 2 K[X ] ein irreduzibles nichtli-neares Polynom mit ggT(grad f; [L : K]) = 1 :Zeigen Sie, daÿ f keine Nullstelle in L hat.K1.7 [Herbst 1989] Sei z 2 C eine algebraische Zahl, also eine solche, die Nullstelle eines von 0 verschie-denen Polynoms aus Q [X ] ist.Man beweise: Auch Re(z) und jzj sind algebraische Zahlen.K1.8 [Frühjahr 1979] Es sei LjK eine endliche Körpererweiterung. Die Charakteristik von K sei keinTeiler des Grades [L : K] . Beweisen Sie, daÿ LjK separabel ist.



82 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK1.9 [Frühjahr 1985] Berechne die Grade der folgenden Körpererweiterungen in IR bzw. C :a) Q � Q � 7p40� .b) Q(i) � Q �e�i=8� .K1.10 [Herbst 1980] L sei ein algebraischer Erweiterungskörper eines Körpers K . Zeigen Sie: Ist R einRing mit K � R � L , so ist R ein Körper.K1.11 [Herbst 1998] Sei Kjk eine algebraische Körpererweiterung. Seien �1; : : : ; �n Elemente aus K undseien f1(X); : : : ; fn(X) die zugehörigen Minimalpolynome über k . Beweisen Sie�k(�1; : : : ; �n) : k� � nYi=1 grad fi :K1.12 [Frühjahr 2003] Sei K eine algebraische Erweiterung des Körpers k und R ein Ring mit k � R � K .Folgt dann, dass R ein Körper ist?K1.13 [Frühjahr 1996] Sei L Erweiterungskörper eines unendlichen Körpers K mit [L : K] < 1 . Manbeweise: Besitzt die Erweiterung LjK nur eine endliche Zahl von Zwischenkörpern, so ist LjKeinfach.K1.14 [Frühjahr 1997] Zeigen Sie: Ist LjK eine (nicht notwendig endliche) separabel algebraische Körperer-weiterung, für die es ein n 2 IN gibt mit [K(x) : K] � n für alle x 2 L , dann ist [L : K] � n .PrimzahlcharakteristikK1.15 [Herbst 1974] Sei K ein Körper der Charakteristik p 6= 0 und L ein beliebiger Körper. Es bezeichneK+ die additive Gruppe von K und L� die multiplikative Gruppe von L .Beweisen Sie, daÿ K+ und L� genau dann isomorph sind, wenn die folgende Bedingung gilt: DerKörper K ist der Primkörper mit p , und L der Körper mit p+ 1 Elementen; dabei ist p entwedergleich 2 oder eine Mersennesche Primzahl.K1.16 [Herbst 1976] Es sei p eine Primzahl, K ein Körper der Charakteristik p und � aus einem Erwei-terungskörper von K . Man zeige:a) K(�p) � K(�) .b) Falls �k 2 K(�p) für ein k mit 1 � k < p , dann gilt bereits � 2 K(�p) .c) Ist das Polynom xp � �p 2 K(�p)[x] reduzibel, so folgt � 2 K(�p) (x bezeichnet die Unbe-stimmte).Hinweis: Man betrachte die Zerlegung über K(�p) auch als Zerlegung über K(�) .d) � =2 K(�p) =) [K(�) : K(�p)] = p .K1.17 [Herbst 1986] K sei ein Körper der Charakteristik p 6= 0 und M ein Erweiterungskörper von K .Für zwei Elemente u;w 2 M gelte up; wp 2 K und [K(u;w) : K] = p2 . Zeigen Sie, daÿ dieKörpererweiterung K(u;w)jK kein primitives Element besitzt.



1. Elementare Körpertheorie 83K1.18 [Herbst 1986] K sei ein Körper und f 2 K[X ] ein normiertes irreduzibles Polynom. Sei � eineNullstelle von f in einem Erweiterungskörper von K , und es sei auch f(�+ 1) = 0 . Zeigen Sie:a) K hat positive Charakteristik.b) Ist p die Charakteristik von K und zudem �p � � 2 K , so ist f = Xp � X � �p + � , undK(�)jK ist galoissch mit zyklischer Galoisgruppe.K1.19 [Herbst 1995] Sei K ein Körper der Charakteristik p > 0 und f 2 K[X ] ein nichtkonstantesirreduzibles Polynom. Man beweise:a) f ist genau dann separabel, wenn die Ableitung Df 6= 0 ist.b) Ist f nicht separabel, so gibt es ein Polynom g 2 K[X ] mit f(X) = g(Xp) .c) Jede endliche Körpererweiterung von K ist separabel () Der Frobenius-Homomorphismusvon K ist ein Automorphismus. MinimalpolynomeK1.20 [Herbst 1979] Sei Kjk eine endliche Körpererweiterung vom Grad n . Für jedes Element � 2 K ist`(�) : K ! Kx 7! �xein Endomorphismus des k -Vektorraums K . Vermöge � 7! `(�) erhält man einen injektiven Homo-morphismus ` : K ! Endk(K) von k -Algebren.Für � 2 K sei �(X) das charakteristische Polynom des Endomorphismus `(�) : K ! K , also�(X) = det(X � idK �`(�)) . Dann ist �(X) ein normiertes Polynom n -ten Grades mit Koe�zientenaus k . Man nennt �(X) auch das charakteristische Polynom von � für Kjk . Man beweise:a) �(�) = 0 .b) Ist q(X) 2 k[X ] das (normierte) Minimalpolynom von � über k , so gilt�(X) = q(X)[K:k(�)] :c) Schreibt man �(X) = Xn� trKjk(�)Xn�1+ : : : , so heiÿt das Element trKjk(�) 2 k die Spur von� für Kjk . Man zeige: trKjk(�+ �) = trKjk(�) + trKjk(�)trKjk(a � �) = a � trKjk(�)trKjk(a) = [K : k] � afür �; � 2 K und a 2 k .K1.21 [Herbst 1994] Sei LjK eine endliche Körpererweiterung und � 2 L . Multiplikation mit � auf Lde�niert eine K -lineare Abbildung '� : L ! L . Sei �� das charakteristische Polynom diesesK -Vektorraumhomomorphismus. Zeigen Sie: �� ist eine Potenz des Minimalpolynoms P� von � .K1.22 [Herbst 1994]a) Sei k(a)jk eine endliche Körpererweiterung. Für einen Teilkörper L , k(a) � L � k , sei ma;L(X)das Minimalpolynom von a über L . Man zeige:ma;L(X) j ma;k(X) :b) Man bestimme den Grad und alle Zwischenkörper von Q( 4p2)jQ .



84 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK1.23 [Herbst 1989] Sei L eine algebraische Erweiterung des Körpers K . Sei f(X) 2 L[X ] vom Grad� 1 . Man beweise:Es gibt ein g(X) 2 K[X ] vom Grad � 1 mit f(X) j g(X) . Ist f(X) irreduzibel, dann gibt es genauein normiertes irreduzibles g(X) 2 K[X ] mit f(X) j g(X) .K1.24 [Herbst 1981] Sei f : Cn ! Cn eine C -lineare Abbildung mit n verschiedenen Eigenwerten�1; : : : ; �n . Wie sehen die 2n Eigenwerte von f aus, wenn man f als IR -lineare Abbildung einesIR -Vektorraums der Dimension 2n interpretiert?K1.25 [Herbst 1979] Es seien f := X3 � 2 2 Q[X ] und g := X2 � 7 2 Q[X ] .a) Man zeige: f und g sind in Q [X ] irreduzibel.b) Welche der folgenden Ideale in Q [X ] sind maximal: (f); (f � g); (f; g) ?Dabei bezeichnet (f) := fhf 2 Q[X ] ; h 2 Q[X ]g das von f in Q [X ] erzeugte Ideal und(f; g) := fh1f + h2g 2 Q[X ] ; h1; h2 2 Q[X ]g das von f; g in Q [X ] erzeugte Ideal.c) Man bestimme die Grade �Q � 3p2� : Q � und �Q �p7� : Q � :d) Sei � := 3p2 � p7 . Man zeige, daÿ gilt:Q (�) = Q � 3p2;p7� :Man bestimme den Grad [Q (�) : Q ] und gebe das Minimalpolynom von � über Q an.K1.26 [Herbst 1992] Zeigen Sie durch Gradbetrachtung einer geeigneten Erweiterung von Q , daÿ der Graddes Minimalpolynoms der komplexen Zahlz := p2 +p3 + ip3p5 +p7 + ip7über Q ein Teiler von 32 ist.K1.27 [Herbst 2001] Si � =p2 + 3p2 2 IR die positive Quadratwurzel von 2 + 3p2 2 IR .a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f(x) von � über Q und den Grad [Q (�) : Q ] .b) Geben Sie alle Nullstellen von f(x) in C an. Ist Q(�) ein Zerfällungskörper von f(x) ?Rechnen im WurzelkörperK1.28 [Herbst 1995] Sei K ein Körper und f 2 K[X ] ein nicht-konstantes irreduzibles Polynom. Man be-weise (ohne Benutzung des Satzes über den Zerfällungskörper oder des Satzes über den algebraischenAbschluÿ), daÿ f in einer geeigneten Körpererweiterung eine Nullstelle besitzt.K1.29 [Frühjahr 1980] Sei f das Polynom X3 �X + 1 aus Q [X ] .a) Zeigen Sie, daÿ f irreduzibel in Q [X ] ist.b) Sei Q (�) eine einfache algebraische Erweiterung von Q , wobei f das Minimalpolynom von �über Q ist. Ferner sei a := 2� 3�+ 2�2 . Stellen Sie a�1 als Linearkombination der Potenzenvon � mit Koe�zienten aus Q dar.



1. Elementare Körpertheorie 85K1.30 [Frühjahr 1996]a) Zeigen Sie, daÿ f := X3 �X + 1 2 Q[X ] keine Nullstelle in Q hat.b) Sei z 2 C eine Nullstelle von f . Stellen Sie z�1 als Linearkombination von 1; z; z2 mit rationalenKoe�zienten dar.c) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von z2 über Q .K1.31 [Frühjahr 1995] Sei f(X) = X3 + 2X + 2 2 Q[X ] , und sei � eine komplexe Nullstelle von f .a) Zeigen Sie, daÿ 1; �; �2 eine Basis des Q -Vektorraums Q (�) ist.b) Schreiben Sie (1+�)�1 als Linearkombination mit rationalen Koe�zienten bezüglich dieser Basis.K1.32 [Frühjahr 1984]a) Zeigen Sie: f(X) = X4 �X � 1 ist irreduzibel über Q .b) Für a 2 C sei f(a) = 0 . Stellen Sie b = (1 + a2)�1 als Polynom in a dar!c) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von b über Q !K1.33 [Herbst 1985] Sei K ein Körper und f(X) =Pni=0 aiX i 2 K[X ] ein irreduzibles normiertes Polynomvom Grade n > 1 . Sei L ein Erweiterungskörper von K .a) Sei char(K) 6= 2 und � 2 L mit f(�) = f(��) = 0 . Man zeige:f(X) = g(X2) mit g 2 K[X ] :b) Sei an�i = ai für alle i = 0; 1; : : : ; n . Man zeige: Ist � 2 L und f(�) = 0 , so gibt es ein � 2 L ,� 6= � , mit f(�) = 0 . ZerfällungskörperK1.34 [Frühjahr 1980] Sei K ein Körper. Zeigen Sie: Jede Erweiterung von K vom Grade 2 ist normalüber K .K1.35 [Herbst 1980] Sei K ein Körper, f 2 K[X ] ein Polynom vom Grad n � 1 über K und L sei einZerfällungskörper von f über K . Zeigen Sie, daÿ für den Grad [L : K] von L über K die folgendeAbschätzung gilt: [L : K] � n! (= n � (n� 1) � : : : � 2 � 1)K1.36 [Frühjahr 1981] Bestimme den Zerfällungskörper K von X3 � 7 über Q , sowie [K : Q ] .K1.37 [Herbst 2002]a) Zerlegen Sie das Polynom f := X6 + 4X4 + 4X2 + 3 2 Q[X ] in irreduzible Faktoren.b) Bestimmen Sie den Zerfällungskörper Z von f über Q und [Z : Q ] .K1.38 [Frühjahr 1984] Es seien K ein Körper der Charakteristik 0; f 2 K[X ] ein normiertes irreduziblesPolynom und �; � Nullstellen von f in einem geeigneten Erweiterungskörper von K . Es sei 
 :=�� � 2 K . Zeigen Sie:a) f(X + 
) ist normiert und irreduzibel in K[X ] .b) Für jede natürliche Zahl n gilt f(X + n
) = f .c) � = � .



86 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieSatz vom primitiven ElementK1.39 [Herbst 1997] Sei LjK eine endliche galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G . Sei H eineUntergruppe von G . Zeigen Sie, daÿ es ein ` 2 L gibt mit H = fg 2 G ; g(`) = `g .K1.40 [Frühjahr 2001] Bestimmen Sie alle Teilkörper eines Zerfällungskörpers E des Polynoms(x3 � 3x+ 1)(x2 + 2)über Q und ein primitives Element von EjQ .K1.41 [Frühjahr 2000]a) Man bestimme ein primitives Element für die Körpererweiterung Q( 3p2; 4p5)=Q .b) Seien x und y Unbestimmte über dem Körper IFp von p Elementen. Man zeige: Die Körperer-weiterung IFp (x; y)jIFp (xp; yp) besitzt kein primitives Element.Angeordnete KörperK1.42 [Frühjahr 1977] Das Paar (R;P ) heiÿt angeordneter Ring , falls R ein Ring und P eine Teilmengevon R mit folgenden Eigenschaften ist:(i) Für alle a 2 R mit a 6= 0 gilt entweder a 2 P oder �a 2 P . Es gilt 0 =2 P .(ii) Für alle a; b 2 P gilt a+ b 2 P und ab 2 P .Zeigen Sie:a) Ist (R;P ) ein angeordneter Integritätsbereich (d.h. ein angeordneter kommutativer nullteilerfreierRing) mit mindestens zwei Elementen, so gibt es genau eine Teilmenge P 0 des QuotientenkörpersK von R derart, daÿ (K;P 0) ein angeordneter Körper ist und P 0 \ R = P gilt. (Man beachte,daÿ R auf natürliche Weise in K eingebettet ist.)b) Es gibt genau eine Teilmenge P des Körpers Q der rationalen Zahlen derart, daÿ (Q ; P ) einangeordneter Körper ist.c) Es gibt keine Teilmenge P des Körpers C der komplexen Zahlen derart, daÿ (C ; P ) ein ange-ordneter Körper ist.d) Jeder Automorphismus ' des Körpers IR der reellen Zahlen führt positive Zahlen in positiveüber.e) Ist ' ein Automorphismus des Körpers IR , so ist ' die Identität.K1.43 [Frühjahr 1983] Ein Körper K heiÿt angeordnet , wenn für Elemente aus K eine Relation > 0 erklärtist, so daÿ folgende Axiome erfüllt sind:i) Für alle a 2 K gilt genau eine der drei Aussagena > 0 ; a = 0 ; �a > 0 :ii) Aus a > 0; b > 0 folgt a+ b > 0 und a � b > 0 (a; b 2 K) .Zeigen Sie:a) In einem angeordneten Körper ist a2 > 0 für jedes a 6= 0 .b) Ein angeordneter Körper besitzt die Charakteristik 0.



1. Elementare Körpertheorie 87c) Ein algebraisch abgeschlossener Körper läÿt sich auf keine Weise zu einem angeordneten Körpermachen.d) Der Körper IR(X) der rationalen Funktionen in einer Variablen X über IR wird zu einem an-geordneten Körper, wenn für f 2 IR(X) die Relation f > 0 durch folgende Bedingung erklärtwird:Es gibt ein M 2 IR , so daÿ f(a) > 0 für alle a 2 IR mit a > M .e) Ist in IR(X) mit der in d) erklärten Anordnung das Archimedische Axiom erfüllt, d.h. gibt es füralle f; g 2 IR(X) mit f > 0; g > 0 stets ein n 2 IN mit nf � g > 0?K1.44 [Frühjahr 1979]a) Zeigen Sie, daÿ genau eine Ordnungsrelation < auf dem Körper Q(t) der rationalen Funktionenüber dem Körper Q der rationalen Zahlen existiert, so daÿ (Q(t); <) ein angeordneter Körperist, in dem ein jedes Polynom a0 + a1t + : : : + antn 2 Q[t] mit an 6= 0 genau dann positiv ist,wenn an in Q positiv ist. (Vergessen Sie nicht zu zeigen, daÿ die Relation < wohlde�niert ist.)b) Zeigen Sie: Die in a) bestimmte Anordnung von Q(t) ist nicht archimedisch.



88 Staatsexamensaufgaben zur Körpertheorie2. Endliche Körper Allgemeine TheorieK2.1 [Frühjahr 1973] Sei K ein Körper mit endlich vielen Elementen. Zeige:a) Die Elementezahl von K ist pn , wobei p die Charakteristik von K und n eine natürliche Zahlist.b) Sei P der Primkörper von K , dann ist K galoissch über P .c) Die Galoisgruppe von K über P ist zyklisch.Hinweis: Benutze den Automorphismus K 3 k 7! kp 2 K .d) K ist vollkommen, d.h. K besitzt keine inseparablen Erweiterungen.K2.2 [Frühjahr 1978] Sei K ein Körper mit endlich vielen Elementen. Zeige:a) Es gibt eine Primzahl p , so daÿ K einen zu Z=pZ isomorphen Unterkörper hat (= PrimkörperP ).b) Die Elementezahl von K ist pn , wobei p die Charakteristik von K und n eine natürliche Zahlist.c) Sei P der Primkörper von K , dann ist K galoissch über P .d) Die Galoisgruppe von K über P ist zyklisch.Hinweis: Benutze den Automorphismus K 3 k 7! kp 2 K .e) K ist vollkommen, d.h. K besitzt keine inseparablen Oberkörper endlicher Dimension über K .K2.3 [Herbst 1973] Es sei K ein endlicher Körper. Die Anzahl der Elemente einer Menge A wird mit jAjbezeichnet. Man beweise die folgenden Aussagen:a) Die Charakteristik von K ist eine Primzahl p .b) Der Primkörper P von K ist isomorph Z=pZ.c) jKj = pn mit n = [K : P ] .(Mit [K : P ] ist der Grad von K über P bezeichnet.)d) Für jedes Element a 2 K gilt: aq � a = 0 mit q = pn :e) K ist ein Zerfällungskörper von xq � x 2 P [x] über P .f) Zwei endliche Körper von gleicher Elementeanzahl sind isomorph.g) Zu jeder Primzahlpotenz pn; n 2 IN , gibt es einen Körper mit pn Elementen.h) Der algebraische Abschluÿ von K hat unendlichen Grad über K .i. Die additive Gruppe von K ist isomorph einer direkten Summe von n zyklischen Gruppen, vondenen jede die Ordnung p hat.j) Die multiplikative Gruppe K� von K ist zyklisch.Hinweis: Es gilt die Aussage (�) �In einer endlichen abelschen Gruppe gibt es zu zwei Elementen a; bstets ein Element c mit ord c = kgV(orda; ord b) .�



2. Endliche Körper 89Diese Aussage soll nicht bewiesen werden. Man zeige mit (�) , daÿ für j = Maxf ord a ; � 2 K�g gilt:aj = e für jedes a 2 K� , also aj+1 = a für jedes a 2 K .k) K ist eine einfache Körpererweiterung von P .l) i. Für jedes i 2 IN ist �i = (a 7! api) ein Automorphismus von K .ii. � = f�i ; i 2 INg ist eine zyklische Untergruppe der Automorphismengruppe � von K mitj�j = n .iii. � ist die Galoisgruppe von K über P , und � ist zyklisch von der Ordnung n .m) Für einen Unterkörper U von K gilt:i. jU j = pm mit m ist ein Teiler von n .ii. Die Galoisgruppe von K über U ist zyklisch.n) Zu jedem Teiler m von n gibt es genau einen Unterkörper U von K mit jU j = pm .K2.4 [Frühjahr 1979] Skizzieren Sie den Beweis des folgenden Satzes: Die Elementezahl eines endlichenKörpers ist eine Primzahlpotenz, ferner gibt es zu jeder Zahl pn (p Primzahl, n 2 Z; n > 0 ) einen(und bis auf Isomorphie nur einen) Körper mit pn Elementen.K2.5 [Herbst 1999] Der Körper K enthalte einen endlichen Teilkörper, der aus den n Elementen a1; : : : ; anbestehe. Man beweise: Für jedes Element a 2 K giltan � a = nYi=1(a� ai) :K2.6 [Frühjahr 1982]a) Man gebe unendlich viele nichtisomorphe kommutative Ringe mit Eins an, die genau 2 bzw. 3bzw. 4 Einheiten besitzen.b) Man zeige, daÿ kein kommutativer Ring mit Eins genau 5 Einheiten besitzt.K2.7 [Frühjahr 2001] Sei IFq ein Körper mit q Elementen und sei n 2 IN teilerfremd zu q . Sei K einZerfällungskörper von Xn � 1 über IFq . Man zeige[K : IFq ] = minfk 2 IN ; n teilt qk � 1g :K2.8 [Frühjahr 1979] Es sei K ein endlicher Körper mit q Elementen, L sei der Zerfällungskörper vonxn � 1 über K und es sei m = [L : K] .Zeigen Sie, daÿ m die kleinste natürliche Zahl ist, für die n j qm � 1 gilt.K2.9 [Herbst 1995] Es sei F ein endlicher Körper und F sein algebraischer Abschluÿ. Bekanntlich gibtes für jede natürliche Zahl n genau einen Zwischenkörper von F jF , der über F den Grad n hat.Es sei n eine natürliche Zahl und f 2 F [X ] irreduzibel vom Grad n .Zeigen Sie, daÿ der Zerfällungskörper von f über F den Grad n über F hat.Quadratische GleichungenK2.10 [Frühjahr 2003] Sei K ein Körper mit vier Elementen.Bestimmen Sie eine Additions- und eine Multiplikationstafel von K .



90 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK2.11 [Frühjahr 1974] Es sei p eine Primzahl und Zp = Z=pZ. Man zeige:a) Ein Zerfällungskörper K von xp2 � x 2 Zp[x] hat p2 Elemente.b) Die additive Gruppe K+ von K ist einer direkten Summe von zwei zyklischen Gruppen derOrdnung p isomorph.K2.12 [Herbst 1977] Sei K = Z=2Z der Körper mit 2 Elementen und f = x2 + x+ 1 2 K[x] .a) Zeige, daÿ f irreduzibel in K[x] ist.b) Sei (f) das von f in K[x] erzeugte Ideal. Bestimme die Elemente von K[x]=(f) , ihre Additionund ihre Multiplikation.K2.13 [Herbst 1977] Sei K = IFq . Man zeige: Ist q gerade oder q � 1 mod 4 , so gibt es ein x 2 K mitx2 = �1 .K2.14 [Herbst 1985] Sei p eine von 2 verschiedene Primzahl, q = pn mit 1 � n 2 IN und sei IFq einKörper mit q Elementen.a) Sei �1 2 IF2q ein Quadrat. Man zeige: Xx2IF2q x = 0 .b) Man charakterisiere durch Kongruenzen für p und n die Potenzen q mit der Eigenschaft, daÿ�1 2 IF2q gilt.K2.15 [Frühjahr 1999] Bekanntlich kann man den Körper der komplexen Zahlen aus dem Körper K := IRder reellen Zahlen wie folgt gewinnen: Man führe auf der Menge C(K) := K �K aller Paare vonElementen von K folgende Addition und Multiplikation ein:(x; y) + (x0; y0) := (x+ x0; y + y0) ;(x; y) � (x0; y0) := (xx0 � yy0; xy0 + yx0) :Für einen beliebigen Körper K ist C(K) mit den obigen Verknüpfungen nicht notwendig ein Körper,jedoch stets ein kommutativer Ring mit Einselement (dies braucht nicht bewiesen zu werden).a) Für welche Primzahlen p ist C(IFp ) ein Körper? (Dabei ist IFp = Z=pZ der Körper mit pElementen.) (Begründung!)b) Man zeige: Ist p eine ungerade Primzahl und C(IFq ) kein Körper, so gibt es einen Ring-Isomor-phismus C(IFp ) ' IFp � IFp ;wobei die Ringstruktur auf IFp � IFp durch komponentenweise Addition und Multiplikation ge-geben sei.c) Ist folgende Aussage richtig: Für eine ungerade Primzahl p ist C(IFp ) genau dann ein Körper,wenn die multiplikative Gruppe C(IFp )� der Einheiten von C(IFp ) zyklisch ist? (Begründung!)K2.16 [Frühjahr 2002] Sei M2(IF3) der Ring der 2� 2 -Matrizen mit Koe�zienten im Körper IF3 ' Z=3Z.a) Man zeige, dass es ein � 2 M2(IF3) gibt mit Ordnung 8 bezüglich der Multiplikation.b) Man zeige, dass f0; 1; �; �2; : : : ; �7g ein Körper ist mit den von M2(IF3) induzierten Operationen.



2. Endliche Körper 91K2.17 [Herbst 1977] Sei K ein endlicher Körper mit q Elementen. Man zeige:a) Ist q gerade, so gibt es zu jedem y 2 K genau ein x 2 K mit y = x2 (Man betrachte dieAbbildung K ! K ; x 7! x2 ).b) Ist q ungerade, so ist die Abbildung' : K n f0g ! K n f0g ; x 7! x q�12ein Gruppenhomomorphismus mitBild(') = f1;�1g ; Kern(') = fx 2 K n f0g; es gibt y 2 K n f0g mit y2 = xg :(Es darf benutzt werden, daÿ die multiplikativen Gruppen endlicher Körper zyklisch sind.)K2.18 [Herbst 1996] Gegeben sei das Polynomf(X) = (X2 � 2)(X2 � 3)(X2 � 6)in Z[X] . Man zeige: Für jede Primzahl p hat die Reduktion f(X) mod p eine Nullstelle in IFp .Hingegen hat f(X) keine Nullstelle in Q .K2.19 [Herbst 1987] Sei p eine Primzahl und n � 1 eine ganze Zahl.a) Begründen Sie, warum alle Körper mit pn Elementen isomorph sind.b) Geben Sie explizit einen Körper K und ein Polynom f an, so daÿ der Faktorring K[X ]=(f) einKörper mit 8 Elementen ist.c) Zeigen Sie, daÿ eine der Gleichungen x2 = 2 oder x2 = �2 im Körper Z=pZ lösbar ist, fallsp =2 f4k + 1 ; k 2 INg . Kubische GleichungenK2.20 [Frühjahr 1979] Es sei L ein Zerfällungskörper von x3 � 2 über IF5 = Z=5Z.a) Welchen Grad hat L über IF5 ?b) Man begründe, weshalb L über IF5 galoissch ist.c) Man bestimme die Galoisgruppe Gal(LjIF5) von L über IF5 bis auf Isomorphie.K2.21 [Herbst 2002] Über dem Körper IF2 mit zwei Elementen seien die Polynomep(X) = X3 +X + 1 und q(X) = X3 +X2 + 1gegeben. Zeigen Sie:a) p und q sind die einzigen irreduziblen Polynome in IF2[X ] vom Grad 3.b) Ist Z der Zerfällungskörper von p über IF2 und a 2 Z eine Nullstelle von p , so sind a2 und a4die beiden anderen Nullstellen von p .c) Z besteht genau aus den Elementen 0; 1 , den drei Nullstellen a; a2; a4 von p und den dreiNullstellen a3; a5; a6 von q in Z .



92 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK2.22 [Herbst 1979]a) Man zerlege X3 � 1 2 IF2[X ] in irreduzible Faktoren ( IF2 := Z=2Z bezeichnet einen Körper mit2 Elementen).b) Es sei L � IF2 ein Zerfällungskörper von X3 � 1 2 IF2[X ] . Man zeige: Es gibt ein � 2 L mitIF2(�) = L und L besteht aus 4 Elementen (nämlich 0; 1; �; 1 + � ).Auÿerdem gebe man die Verknüpfungstafeln für Addition und Multiplikation in L an.c) Es sei M � L ein Zerfällungskörper von X3 � � 2 L[X ] . Man zeige: Ist � 2 M eine Nullstellevon X3 � � , so ist L(�) = M . Man gebe den Grad [M : L] an. Ist die Galoisgruppe vonX3 � � 2 L[X ] abelsch? Gleichungen höheren GradesK2.23 [Herbst 2002] Bestimmen Siea) alle Lösungen der Gleichung X4 = 81 im Körper IF167 ;b) alle natürlichen Zahlen n mit 1 � n � 2003 undn4 � 81 mod 2004 [es ist 2004 = 167 � 12]K2.24 [Herbst 1980] Bestimmen Sie die Ordnung der Galoisgruppe von X4 + 6X2 +X + 1a) über Z=(2) ,b) über Z=(3) .K2.25 [Frühjahr 1994] Das Polynom f(X) = X6+3 werde über dem Körper IF mit 7 Elementen betrachtet.Sei L der Zerfällungskörper von f(X) über IF . Man berechne [L : IF] .K2.26 [Frühjahr 1976]a) Man bestimme den Zerfällungskörper des Polynoms f := x6 + x3 + 1 über dem Körper GF(5)mit 5 Elementen, sowie die Teilkörper des Zerfällungskörpers. Zweckmäÿig überlegt man sichzunächst, daÿ die Nullstellen neunte Einheitswurzeln sind.b) Man betrachte das Polynom f nun über dem Körper GF(p) mit beliebiger Primzahl p 6= 3 undbestimme den Grad des Zerfällungskörpers in Abhängigkeit von p . Insbesondere gebe man fürjeden der möglichen Grade das kleinste p an, das ihn realisiert.K2.27 [Herbst 1975] Das Polynom f(x) = x7 � 2 ist reduzibel über dem Körper IFp von p Elementen,wenn p 6� 1 mod 7 ist.K2.28 [Herbst 2003] Sei F der Körper mit zwei Elementen. Zeigen Sie:a) Ist n > 1 eine natürliche Zahl, ist 2n � 1 eine Primzahl und ist f 2 F [X ] ein irreduziblesPolynom vom Grad n , dann erzeugt die Restklasse X+(f) die multiplikative Gruppe des KörpersF [X ]=(f) .b) Für g = X4+X3+X2+X+1 2 F [X ] ist K = F [X ]=(g) ein Körper, und die Restklasse X+(g)in K� hat die Ordnung 5.



2. Endliche Körper 93Irreduzible PolynomeK2.29 [Frühjahr 1978] Es sei K ein endlicher Körper. Beweisen Sie: Zu jeder natürlichen Zahl n gibt esein irreduzibles Polynom aus K[x] vom Grad n .K2.30 [Herbst 1975] Sei p Primzahl, m und n natürliche Zahlen, K ein Körper mit genau q = pmElementen und f irreduzibel in K[X ] . Man zeige:f ist Teiler von Xqn �X genau dann, wenn der Grad von f Teiler von n ist.K2.31 [Frühjahr 1978] Sei K ein endlicher Körper mit q Elementen, sei f(X) 2 K[X ] irreduzibel und sein eine natürliche Zahl. Man zeige, daÿ f(X) genau dann ein Teiler von Xqn�X ist, wenn der Gradvon f(X) ein Teiler von n ist.K2.32 [Herbst 2003] Es seien p und q Primzahlen. Warum zerfällt das Polynomf(X) = Xpq �Xüber dem Körper IFp mit p Elementen in p verschiedene Faktoren vom Grad 1 und in pq�pq ver-schiedene irreduzible Faktoren von Grad q ?Hinweis: Die Faktoren müssen nicht angegeben werden! Zum Einstieg in die Aufgabe überlege man,dass die Nullstellen von f einen Körper bilden.K2.33 [Frühjahr 1987] Sei p eine Primzahl und K ein Körper mit p Elementen. Für eine ganze Zahl n � 1bezeichne In die Menge der normierten, irreduziblen Polynome vom Grad n aus K[X ] und un ihreAnzahl. Sei g := Xpn �X 2 K[X ] . Zeigen Sie:a) Jeder Erweiterungskörper von K mit pn Elementen ist ein Zerfällungskörper von g über K .b) g = Yf2Iddjn f (in K[X ] )c) pn =Xdjn d � udd) Berechnen Sie u4 im Fall p = 2 .K2.34 [Frühjahr 1978] Es sei p eine Primzahl. Wieviel kubische Polynome gibt es in IFp [x] , die normiertund irreduzibel sind?K2.35 [Frühjahr 1998] Sei IFq der endliche Körper mit q Elementen.a) Wieviele normierte irreduzible Polynome dritten Grades gibt es in IFq [X ] ?Geben Sie ein irreduzibles Polynom dritten Grades aus IF3[X ] an.Die Antworten sind zu begründen.b) Geben Sie einen Unterkörper im Ring IF3�33 = M3(IF3) der dreireihigen Matrizen über IF3 an,der isomorph zum Körper IF27 ist.K2.36 [Frühjahr 1989] Bestimmen Sie die Zahl der normierten irreduziblen Polynome vom Grad 9 überIF3 = Z=3Z.



94 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK2.37 [Herbst 1975] Man berechne die Anzahl der irreduziblen Polynome vom Grade 10 über dem KörperK mit 2 Elementen.Anleitung: Man beachte, daÿ jedes irreduzible Polynom vom Grade n über K ein Teiler von x2n�xist, und man verwende die Möbiussche Umkehrformel.K2.38 [Herbst 1988]a) Sei p eine ungerade Primzahl. Zeige: aX2 + bX + c 2 IFp [X ] ; a 6= 0 , ist genau dann irreduzibelüber dem Körper IFp (= Z=pZ) , wenn b2 � 4ac kein Quadrat in IFp ist.b) Bestimme alle irreduziblen quadratischen Polynome über IF3 .c) Bestimme alle irreduziblen quadratischen und kubischen Polynome über IF2 und zeige damit, daÿX5 �X2 + 1 irreduzibel über Q ist.K2.39 [Herbst 1985] IF3 bezeichne den Körper mit 3 Elementen.a) Zerlegen Sie das Polynom f := X5 +X2 �X + 1 2 IF3[X ] in irreduzible Faktoren!b) Ist die Einheitengruppe des Rings R := IF3[X ]=(f) zyklisch?Begründen Sie die Antwort!K2.40 [Frühjahr 2000] Weisen Sie für eine Primzahl p die Äquivalenz folgender Aussagen nach:i) f(X) = X2 + 2X + 2 ist irreduzibel über dem Körper mit p3 Elementen.ii) p � 3 mod 4 .K2.41 [Herbst 2000] Sei k ein endlicher Körper und Kjk eine algebraische Körpererweiterung. f und gseien irreduzible Polynome in K[X ] vom gleichen Grad. Zeigen Sie, dass die Körper K[X ]=(f) undK[X ]=(g) isomorph sind.Anleitung: Nehmen Sie zunächst an, dass K ebenfalls endlich ist, und führen Sie den allgemeinenFall darauf zurück. AutomorphismenK2.42 [Frühjahr 1981] Es seien K = f � 1; 0; 1g = GF(3) der Primkörper mit 3 Elementen, K[x] (bzw.K[x; y] ) der Polynomring in der Unbestimmten x (bzw. den Unbestimmten x; y ) über K . MitGF(3m) wird das Galois-Feld mit 3m Elementen bezeichnet.a) Geben Sie alle normierten, irreduziblen Polynome vom Grad 2 aus K[x] an.b) Zeigen Sie: Ist f 2 K[x] ein irreduzibler Faktor von x9 � x 2 K[x] , so gilt Grad f � 2 .c) Geben Sie die maximalen Ideale des Faktorringes K[x]=(x9 � x) an.d) Geben Sie ein Primideal in K[x; y]=(x9 � x) an, das nicht maximal ist.e) Es sei L der Zerfällungskörper von x9 � x+ 1 über K .Zeigen Sie L � GF(36) .Hinweis: Bestimmen Sie a36 für eine Wurzel a von x9 � x+ 1 .f) Bestimmen Sie die Galois-Gruppe von x9 � x+ 1 2 K[x] .



2. Endliche Körper 95K2.43 [Frühjahr 1986] Sei f := X5 + aX4 � b 2 IF5[X ] mit b 6= 0 . Sei L ein algebraischer Abschluÿ vonIF5 und ' : L! L mit '(y) = y5der Frobenius-Automorphismus. Sei � 2 L eine Nullstelle von f und K := IF5(�) .a) Zeigen Sie, daÿ ' einen Automorphismus von K induziert.b) Schreiben Sie '(�) in der Form b0 + b1�a0 + a1� mit ai; bi 2 IF5 .c) Bestimmen Sie die Nullstellen von f in IF5 .d) Für welche a; b 2 IF5 ist f irreduzibel?e) Berechnen Sie für irreduzibles f alle Nullstellen von f in K .(Verwenden Sie a) und b) zur Lösung von d) und e).)K2.44 [Herbst 1991] Es sei K ein endlicher Körper mit pn Elementen (n; p 2 IN; p eine Primzahl). Manbeweise:a) � : K ! K ; a 7! ap ist ein Automorphismus von K .b) Die Automorphismengruppe G von K ist zyklisch von der Ordnung n .Hinweis: G wird von � erzeugt.K2.45 [Frühjahr 1975] Sei p eine Primzahl und K der Körper mit pn Elementen. Sei ' : K ! K derFrobenius-Homomorphismus '(�) = �p ; sei f =Pmi=0 aixi 2 K[x] ein Polynom. Dann istf(') : K ! K ; � 7! mXi=0 ai'i(�) ; 'i := ' � 'i�1 ; '� := id ;ein Endomorphismus der additiven Gruppe von K .Man zeige: Ist f(') = 0 , so ist f = (xn � 1) � g für ein Polynom g 2 K[x] .K2.46 [Herbst 1991] Sei k ein Körper der Primzahlcharakteristik p . Sei n eine natürliche Zahl und knder n -te Kreisteilungskörper über k , d.h. der Zerfällungskörper von Xn � 1 über k . Man beweise,daÿ knjk zyklisch ist.K2.47 [Herbst 1999] Sei K ein Körper von Primzahlcharakteristik. Sei n eine natürliche Zahl und Kn dern -te Kreisteilungskörper über K (d.h. der Zerfällungskörper von Xn � 1 über K ). Beweisen Sie,dass die Erweiterung KnjK zyklisch ist.K2.48 [Frühjahr 1989] Seien k ein endlicher Körper mit q = pe Elementen (p eine Primzahl, e � 1 ), neine natürliche Zahl mit p - n und R = Z=nZ. Man zeige:a) Ist K der Zerfällungskörper von Xn � 1 über k und G = Aut(Kjk) , so ist die Ordnung von Ggleich der Ordnung von 	q = q + nZ in der Einheitengruppe R� von R .b) Das n -te Kreisteilungspolynom �n 2 k[X ] ist genau dann irreduzibel, wenn 	q ein erzeugendesElement der Gruppe R� ist.c) Für alle Primzahlen p � 5 ist �12 2 (Z=pZ)[X ] reduzibel.d) Das Polynom X4 �X2 + 1 ist über Z=2Z und Z=3Z reduzibel.



96 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK2.49 [Frühjahr 1990] Sei p eine Primzahl und fp = Xp � X � 1 ein Polynom. K sei ein algebraischerAbschluÿ des Körpers IFp mit p Elementen und a 2 K eine Nullstelle von fp . Zeigen Sie:a) Es ist a =2 IFp und fp(a+ 1) = 0 .b) Z=pZ ist die Galoisgruppe von fp über IFp .c) Als Polynom in Q [X ] ist fp irreduzibel.K2.50 [Herbst 2000] Seien K ein Körper mit 15625 Elementen und G seine Automorphismengruppe. Wieviele und wie groÿe Bahnen hat G in K ?K2.51 [Herbst 2003] Sei K ein Körper mit 81 Elementen, sei G die Gruppe aller Automorphismen vonK . Bestimmen Sie:a) die Längen der Bahnen der Operation von G auf K , sowieb) die Anzahl der Bahnen gegebener Länge.K2.52 [Herbst 1986] Es seien K � L endliche Körper, wobei jKj = q und [L : K] = n . Bekanntlich istLjK galoissch, und die Galoisgruppe von LjK wird vom Frobeniusautomorphismus a 7! aq erzeugt(Diese Aussagen dürfen ohne Beweis benutzt werden). Zeigen Sie:a) Die Norm jedes Elements a 2 L bezüglich LjK ist gegeben durchNLjK(a) = a(qn�1)=(q�1) :b) Die Norm NLjK induziert einen Epimorphismus der multiplikativen Gruppe L� von L auf diemultiplikative Gruppe K� von K . TeilkörperK2.53 [Herbst 2001]a) Bestimmen Sie alle irreduziblen Polynome 2. und 3. Grades über IF2 .b) Zeigen Sie: f = X6 +X + 1 ist irreduzibel in IF2[X ] .c) Sei K = IF2(�) , wo � eine Nullstelle des Polynoms f aus b) ist. Geben Sie alle Körper L mitIF2 ( L ( K an, indem Sie explizit jeweils ein z 2 K mit L = IF2(z) bestimmen.K2.54 [Herbst 1997] Sei K = IFq der Körper mit q = 210 Elementen und k = IF2 der Primkörper von K .Bestimmen Siea) die Anzahl der erzeugenden Elemente der multiplikativen Gruppe K� = K n f0g ,b) alle Unterkörper von K ,c) die Anzahl der primitiven Elemente von Kjk .K2.55 [Herbst 2000] Sei K = IF22000 der Körper mit 22000 Elementen.a) Wie viele Teilkörper besitzt K ?b) Wie viele erzeugende Elemente hat die Erweiterung KjIF2 ?Hinweis: Die bei der Berechnung auftretenden Potenzen von 2 müssen nicht �ausgerechnet� werden.



2. Endliche Körper 97K2.56 [Herbst 1996] Sei p 2 IN eine Primzahl, seien n;m � 1 natürliche Zahlen und K ein Körper mitpn Elementen. Man zeige:a) pm � 1 teilt genau dann pn � 1 , wenn m Teiler von n ist.b) K enthält genau dann einen Unterkörper mit pm Elementen, wenn m Teiler von n ist.c) In wie viele irreduzible Faktoren zerfällt das Kreisteilungspolynom �31 über Z=2Z?K2.57 [Frühjahr 2002] Sei � der algebraische Abschluss des Körpers Z=pZ, und seien K und L endlicheTeilkörper von � mit pr beziehungsweise ps Elementen. Sei � ein primitives Element von K überZ=pZ. Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen:(i) r und s sind teilerfremd.(ii) Das Minimalpolynom von � über Z=pZ ist in L[X ] irreduzibel.(iii) K \ L = Z=pZ.K2.58 [Herbst 1983] K sei ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 2 mit der Eigenschaft,daÿ jedes Element a 2 K algebraisch über dem Primkörper ist. Man zeige:a) K hat für jedes k 2 IN genau einen Teilkörper mit 2k Elementen. Im weiteren wird dieserTeilkörper mit GF(2k) bezeichnet.b) Kp := S`2IN0GF(2p`) (p 2 IN Primzahl) ist ein Teilkörper von K .Ferner bestimme man alle Teilkörper von Kp .c) Das System fKp ; p 2 IN Primzahlg erzeugt K .d) Jeder von der Identität verschiedene Automorphismus von K hat unendliche Ordnung.



98 Staatsexamensaufgaben zur Körpertheorie3. Kreisteilungskörper Allgemeine TheorieK3.1 [Frühjahr 1983]a) Es sei E eine endliche Erweiterung von Q . Kann E unendlich viele Einheitswurzeln enthalten?b) Es sei K ein endlicher Körper oder gleich dem Körper der rationalen Zahlen Q . Gibt es irredu-zible Polynome jeden Grades über K ?Man begründe in a) und in b) die jeweilige Antwort.K3.2 [Frühjahr 1996] Sei n eine natürliche Zahl und �n eine primitive n -te Einheitswurzel. BestimmenSie alle Einheitswurzeln im Körper Q(�n) .K3.3 [Frühjahr 1990] Es sei � eine primitive (2n+ 1) -te Einheitswurzel über Q . Zeigen Sie:� = ��2ist eine primitive (4n+ 2) -te Einheitswurzel. Folgern Sie daraus, daÿ Q(�) = Q(�) ist.K3.4 [Herbst 1991] Für jede natürliche Zahl n sei Qn der Körper, der aus Q durch Adjunktion allern -ten Einheitswurzeln entsteht.a) Man beweise: Für ungerade natürliche Zahlen n gilt Qn = Q 2n .b) Man bestimme alle natürlichen Zahlen n , für welche die Erweiterung QnjQ den Grad 6 hat.c) Für jede Erweiterung QnjQ vom Grad 6 bestimme man den Zwischenkörper, der über Q denGrad 2 hat.K3.5 [Herbst 1994] Sei k 2 IN , k � 1 , n = 3 � 2k und � = e2�i=n 2 C . Bestimmen Sie das Minimalpoly-nom von � über Q explizit.K3.6 [Herbst 1998] Sei n eine natürliche Zahl und w eine primitive n -te Einheitswurzel.a) Zeigen Sie, dass für jeden Teilkörper K � C der Körpergrad [K(w) : K] ein Teiler von �(n) ist.b) Sei d ein positiver Teiler von �(n) . Zeigen Sie, dass es einen Körper K � C gibt, für den[K(w) : K] = d ist.c) Sei speziell n = 5 . Geben Sie für jeden positiven Teiler d von �(5) einen Körper K � C an,für den [K(w) : K] = d ist.K3.7 [Frühjahr 1985] Sei n 2 IN ; z = e 2�in 2 C , und Qn = Q(z) . Zeigen Sie:a) Ist n = p = 2i + 1 eine Primzahl, so enthält Qn genau einen minimalen Zwischenkörper Z mitQ ( Z � Qn .b) Für n = 5 ist Z = Q(p5) der einzige Zwischenkörper Z mit Q ( Z ( Qn .c) Bestimmen Sie explizit für n = 20 die minimalen Zwischenkörper Z mit Q ( Z ( Qn .



3. Kreisteilungskörper 99K3.8 [Herbst 1986] Es sei n eine ganze Zahl > 2 und � eine primitive n -te Einheitswurzel über Q .Geben Sie das Minimalpolynom von � über Q(� + ��1) an und bestimmen Sie[Q (� + ��1) : Q ] :K3.9 [Frühjahr 1990] Sei � 2 C eine primitive d -te Einheitswurzel mit d > 1 . Die Norm der Körperer-weiterung Q(�)jQ werde mit N : Q(�) ! Q bezeichnet. Sei p eine Primzahl, die d nicht teiltund Z(p) = �ab ; a; b 2 Z ; p - b	 . Zeigen Sie:a) Das Minimalpolynom von 1� � über Q ist ein Teiler von (1�X)d � 1 in Z[X] .b) N(1� �) ist ganzzahlig und teilt d .c) 1� � ist eine Einheit in Z(p)[�] .Quadratische EinheitswurzelnK3.10 [Frühjahr 1976] Für welche natürlichen Zahlen n > 2 gibt es n ein regelmäÿiges n -Eck bildendePunkte eines quadratischen Gitters in der euklidischen Ebene?K3.11 [Herbst 1982] Welche Einheitswurzeln enthält der Körper Q �p�3� ?K3.12 [Herbst 1986] Sei K := Q �pd� mit einer quadratfreien ganzen Zahl d . Bestimmen Sie alle d , fürdie K mehr als 2 Einheitswurzeln enthält.K3.13 [Frühjahr 1994] Bestimmen Sie alle Einheitswurzeln in Q �pd� für quadratfreies d 2 Z .K3.14 [Frühjahr 1978] Für jede natürliche Zahl n sei Qn der Körper, der durch Adjunktion aller n -tenEinheitswurzeln zum Körper Q der rationalen Zahlen entsteht.a) Für welche n ist [Qn : Q ] = 2?b) Sei G eine endliche Gruppe. Man zeige, daÿ G genau dann eine elementar-abelsche 2-Gruppeist, wenn der Durchschnitt aller Untergruppen vom Index 2 nur aus dem Einselement besteht.c) Für welche n ist Qn Kompositum von Teilkörpern, die über Q quadratisch sind?Fünfte EinheitswurzelnK3.15 [Frühjahr 1980] Es sei � := e 2�i5 und y := � + �4 . Man zeige:a) y = �1 +p52 .b) Q �p5� ist der einzige echte Zwischenkörper zwischen Q und Q [�] .c) X2 + 1�p52 X + 1 ist das Minimalpolynom von � über Q �p5� .K3.16 [Frühjahr 1980] Man schildere kurz, wie man Ergebnisse der vorigen Aufgabe dazu benutzen kann,um zu einer Konstruktion des regelmäÿigen 5-Ecks mit Zirkel und Lineal zu gelangen (nicht notwendigder elegantesten).



100 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK3.17 [Herbst 1995] Sei K = Q(!) mit ! := e2�i=5 und F ein Zwischenkörper mit Q $ F $ K .a) Man ermittle das Minimalpolynom von ! über Q und gebe eine Vektorraum-Basis von K überQ an.b) Warum ist K � Q galoissch? Man berechne Gal(KjQ) .c) Man berechne das Minimalpolynom von ! über F .K3.18 [Herbst 1996] Man bestimme (bis auf Isomorphie) die Galoisgruppe des PolynomsX4 +X3 +X2 +X + 1über Q .K3.19 [Frühjahr 1997]a) Es sei � eine primitive fünfte Einheitswurzel und � = �+��1 . Leiten Sie aus der Minimalgleichungvon � über Q eine quadratische Gleichung von � über Q her. Beweisen Sie, daÿ p5 in Q(�)enthalten ist.b) Zeigen Sie, daÿ X5 � 2 über Q �p5 � irreduzibel ist.c) Es sei E der Zerfällungskörper von X5 � 2 über Q �p5 � . Bestimmen Sie den Grad �E :Q �p5 �� .d) Bestimmen Sie die Galoisgruppe G von E über Q �p5 � und alle Zwischenkörper.e) Ist E über Q normal?K3.20 [Frühjahr 2000] Sei � = e 2�i5 .a) Zeigen Sie, dass � = � + ��1 einer normierten quadratischen Gleichung mit Koe�zienten aus Zgenügt.b) Stellen Sie ��1 als Polynom in � dar und zeigen Sie 0 < � < 1 .K3.21 [Herbst 2003] Beweisen Sie cos 2�5 = p5� 14 :Siebte EinheitswurzelnK3.22 [Frühjahr 1976] Sei � eine primitive 7-te Einheitswurzel über Q .a) Man gebe die Gruppe Aut(Q (�)jQ) und ihre Operation auf Q(�) explizit an (es genügen dabeikurze Begründungen).b) Man zeige, daÿ es genau eine Galoiserweiterung K � Q mit folgenden Eigenschaften gibt:i) K � Q(�) \ IR .ii) Aut(KjQ) ' Z=3Z.c) Man zeige, daÿ a := � + �6 ein primitives Element von K über Q ist.d) Man bestimme das Minimalpolynom von a über Q .K3.23 [Herbst 1998] Man gebe eine komplexe Zahl � an, für die Q(�)jQ eine Galoiserweiterung von Grad3 ist.



3. Kreisteilungskörper 101K3.24 [Frühjahr 1991] Sei � 2 C eine primitive siebente Einheitswurzel.a) Zeigen Sie, daÿ p�7 in Q(�) liegt.b) Berechnen Sie das Minimalpolynom von � über K = Q �p�7� .c) Bestimmen Sie ein Polynom f 2 K[x] mit f(�) = ��1 .K3.25 [Herbst 1992] Es sei a eine primitive siebente Einheitswurzel. Dann ist ihr Minimalpolynom überQ bekanntlich gleich dem siebenten Kreisteilungspolynomf(X) = 6Xj=0Xj :Ferner ist Q(a)jQ eine galoissche Erweiterung. Mit G sei die zugehörige Galoisgruppe bezeichnet.a) Man beweise, daÿ ein � 2 G existiert mit �(a) = a3 . Man berechne die Ordnung von � .b) Man beweise, daÿ G von � erzeugt wird.c) Man beweise, daÿ �3(z) = 	z ist für alle z 2 Q(a) .d) Man bestimme die Minimalpolynome von b := a+ a6 und von c := a+ a2 + a4 über Q .e) Man beweise, daÿ Q(b) und Q(c) die einzigen echten Zwischenkörper der Erweiterung Q(a)jQsind.K3.26 [Frühjahr 1996] Sei �7 eine primitive siebte Einheitswurzel und E := Q(�7) . Zeigen Sie:a) Es gibt genau eine über Q quadratische Teilerweiterung L in E .b) Zeigen Sie: L = Q �p�7� .K3.27 [Frühjahr 1999] Sei � 2 C eine primitive 7-te Einheitswurzel. Man bestimme das Minimalpolynomvon � + �2 + �4 über Q .K3.28 [Frühjahr 2002] Sei � 2 C eine primitive 7-te Einheitswurzel.a) Man bestimme � bzw. � in Q(�) so, dass [Q (�) : Q ] = 2 und [Q(�) : Q ] = 3 ist.b) Man bestimme jeweils das Minimalpolynom von � und von � .Achte EinheitswurzelnK3.29 [Herbst 1973] Man beweise, daÿ das achte Kreisteilungspolynomx4 + 1über Z=pZ für jede Primzahl p reduzibel ist.Für p = 2; 3; 5 und 7 gebe man die Zerlegung in irreduzible Faktoren an.K3.30 [Frühjahr 1987] Bestimmen Sie den Grad des Zerfällungskörpers des Polynoms X4 + 4 über Q .K3.31 [Herbst 1988]a) Bestimmen Sie den Zerfällungskörper K des Polynoms X4 � 4 über Q .b) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von KjQ .c) Bestimmen Sie die verschiedenen Zwischenkörper von KjQ .



102 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK3.32 [Frühjahr 1991] Sei f = x6 + x4 + x2 + 1 ein Polynom.(a) Bestimmen Sie einen Zerfällungskörper von f über den rationalen Zahlen Q .(b) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f über Q .(c) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f über dem Primkörper IF5 mit fünf Elementen.K3.33 [Herbst 2000]a) Sei p 6= 2 eine Primzahl. Zeigen Sie, dass der Körper IFp2 mit p2 Elementen eine primitive 8-teEinheitswurzel enthält.b) Zeigen Sie, dass das Polynom X4 + 1 über Q irreduzibel und über jedem endlichen Körperreduzibel ist. Neunte EinheitswurzelnK3.34 [Herbst 1987] Beweisen Sie, daÿ man einen Winkel von 120 Grad nicht mit Zirkel und Lineal dreiteilenkann.K3.35 [Herbst 2000] Sei n > 2 eine ganze Zahl und � die Eulersche phi-Funktion.a) Zeigen Sie, dass Q(cos 2�n )jQ eine Galoiserweiterung vom Grad �(n)2 ist.b) Bestimmen Sie das neunte Kreisteilungspolynom über Q .c) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von cos 2�9 über Q .Zwölfte EinheitswurzelnK3.36 [Frühjahr 1972]a) Man zerlege das Polynomf(X) = X6 + 2X5 + 2X4 +X2 + 2X + 2 2 Q[X ]in irreduzible Faktoren.b) Bestimme den Zerfällungskörper Z von f(X) über Q und den Grad von Z über Q .c) Ist die Galoisgruppe von Z über Q zyklisch? (Begründung!)d) Man fasse jetzt f(X) als ein Polynom über IF3 = Z=(3) auf und bestimme seine Zerlegung inirreduzible Faktoren über IF3 .e) Welchen Grad hat der Zerfällungskörper Z 0 des Polynoms über IF3 und wieviele Elemente besitztZ 0 ?f) Wieviele verschiedene Nullstellen hat das Polynom in Z 0 ?K3.37 [Frühjahr 1982] Sei f := X6 + 1 .a) Welchen Grad hat der Zerfällungskörper K von f über Q ?b) Man bestimme die Galoisgruppe der Erweiterung K=Q und alle Zwischenkörper.c) Man �nde ein � 2 K mit K = Q(�) .



3. Kreisteilungskörper 103K3.38 [Herbst 1993] Sei � = e2�i=12 eine primitive 12-te Einheitswurzel. Die Automorphismen des Kreis-teilungskörpers Q(�) sind durch die Zuordnungen�k : � 7! �k ; wo [k] prime Restklasse modulo 12, i.e. [k] 2 (Z=12Z)�vollständig beschrieben, und die Zuordnung j : �k 7! k mod 12 liefert einen Isomorphismus derGaloisgruppe G der Erweiterung Q(�)jQ auf (Z=12Z)� .a) Zeigen Sie: Die Galoisgruppe von Q(�)jQ wird durch die Automorphismen �1 , �5 , �7 und �11gebildet und ist isomorph zur Kleinschen Vierergruppe.b) Man bestimme sämtliche Unterkörper der Erweiterung Q(�)jQ und schreibe sie als einfacheErweiterungen von Q .K3.39 [Frühjahr 1998]a) Drücken Sie die komplexen Nullstellen des Polynoms f = X4 �X2 + 1 durch Werte der Expo-nentialfunktion aus.b) Zeigen Sie, daÿ f über dem Körper Q der rationalen Zahlen irreduzibel ist.c) Bestimmen Sie den Isomorphietyp der Galoisgruppe von f über Q .Einzelne höhere EinheitswurzelnK3.40 [Herbst 1981] Q 17 sei der 17te Kreisteilungskörper über Q . Geben Sie für zwei echte Zwischen-körper von Q 17jQ je ein primitives Element an.K3.41 [Frühjahr 1977] Eine Gruppe (mit neutralem Element e ) heiÿt unzerlegbar , wenn sie nicht direktesProdukt zweier Untergruppen H1 und H2 mit H1 6= feg und H2 6= feg ist. Man beweise:a) Ist n 2 IN; n � 2 , Potenz einer Primzahl, so ist die Gruppe Z=nZ unzerlegbar.b) Der Zerfällungskörper K des Polynomsf(X) = 16Xi=0X i 2 Q[X ]über Q besitzt keine echten Unterkörper L und M , so daÿ L\M = Q gilt und K der kleinsteUnterkörper von K ist, der L und M enthält.K3.42 [Frühjahr 1995] Sei �23 primitive 23-te Einheitswurzel in C . Bestimmen Sie die Anzahl aller Zwi-schenkörper K mit Q $ K $ Q(�23) .K3.43 [Herbst 1979] Diese Aufgabe dreht sich um die 24sten Einheitswurzeln. Die Irreduzibilität des Kreis-teilungspolynoms �24 über Q soll nicht vorausgesetzt werden. Es sollen aber Behauptungen vonTeilaufgaben zur Bearbeitung späterer Teile verwendet werden.a) Man begründe, daÿ a2 � 1 ( mod 24) gilt für jede zu 6 teilerfremde ganze Zahl a . Dann folgereman, daÿ die Einheitengruppe des Restklassenringes Z=24Z isomorph zu Z2�Z2�Z2 ist. (Hierbezeichnet Z2 eine Gruppe der Ordnung 2.)b) Es sei k ein Körper mit von 2 und 3 verschiedener Charakteristik. Man beweise, daÿ das PolynomF = X8 � X4 + 1 in einem Zerfällungskörper über k als Nullstellenmenge die Gesamtheit derprimitiven 24sten Einheitswurzeln hat. (X2�X +1 hat die primitiven sechsten Einheitswurzelnals Nullstellen.)



104 Staatsexamensaufgaben zur Körpertheoriec) Das Polynom F = X8�X4+1 ist über jedem endlichen Primkörper IFp Produkt von irreduziblenFaktoren vom Grad � 2 . (Man beachte beim Beweis die beiden Sonderfälle p = 2 und p = 3 .)d) �n sei eine primitive n -te Einheitswurzel über dem Körper Q der rationalen Zahlen. Manzeige, daÿ Q(�24) mindestens vier Teilkörper vom Grad 2 hat und folgere die Irreduzibilität vonX8 �X4 + 1 über Q sowie die Struktur der Galoisgruppe von Q(�24) .e) Man beweise Q(�24) = Q �p�1;p�2;p�3� und man gebe alle Teilkörper K von Q(�24) mitdem Grad [K : Q ] = 2 an.K3.44 [Frühjahr 1989]a) Zeigen Sie, daÿ der Körper Q �e�i3 ; e�i5 ; e 2�i15 � galoissch über Q ist.b) Ist seine Galoisgruppe abelsch?K3.45 [Herbst 1981] � sei eine primitive 42-te Einheitswurzel. Wieviele Zwischenkörper gibt es zwischenQ und Q(�) ? (mit Begründung)Einheitswurzeln von PrimzahlordnungK3.46 [Frühjahr 1976] Sei p eine Primzahl und � 2 C eine primitive p -te Einheitswurzel. Man beweise:Ist a 2 Q p -te Potenz eines Elementes von Q(�) , so ist a schon p -te Potenz eines Elementesvon Q .K3.47 [Frühjahr 1978] Qn sei der n -te Kreisteilungskörper über Q (Körper der rationalen Zahlen). ZeigenSie, daÿ die primitiven n -ten Einheitswurzeln eine Basis von Qn jQ bilden, wenn n eine Primzahlist.K3.48 [Frühjahr 1982]a) Sei p eine Primzahl und � eine primitive p -te Einheitswurzel. Was wissen Sie über die Strukturder Galoisgruppe von Q(�)jQ ?b) Zeigen Sie: Es gibt eine Galois-Erweiterung von Q vom Grad 3.K3.49 [Herbst 1984] Es sei p eine ungerade Primzahl und � eine primitive p -te Einheitswurzel. Manbeweise, daÿ Q(�) genau einen quadratischen Teilkörper K (d.h. K hat über Q den Grad 2)besitzt! Man beweise, daÿ K genau dann reell ist, wenn p � 1 ( mod 4) ist.K3.50 [Frühjahr 1996] Sei p eine Primzahl, sei � = �0 eine primitive p -te Einheitswurzel über Q . Ists 2 f1; : : : ; p�1g so, daÿ 	s ein Erzeuger von (Z=pZ)� ist, so ist ' : � 7! �s ein erzeugendes Elementder Galoisgruppe Gal(Q (�)jQ) des p -ten Kreisteilungskörpers Q(�) .Zeigen Sie: Zu jedem Teiler d von p � 1 gibt es genau einen Zwischenkörper M von Q(�)jQ mit[M : Q ] = m , wobei p� 1 = d �m , und es gilt M = Q(�i) mit�i := d�1Xk=0 �i+km (0 � i � m� 1);wobei �j := 'j(�) = �sj für j � 0 (i.e. jedes der Elemente �i hat die Eigenschaft, den ZwischenkörperM zu erzeugen).



3. Kreisteilungskörper 105K3.51 [Frühjahr 1997] Sei G = Cq eine zyklische Gruppe, deren Ordnung q eine Primzahlpotenz sei. Essei p eine Primzahl mit p � 1 mod q , und Kp = Q(e2�i=p) sei der p -te Kreisteilungskörper.a) Konstruieren Sie einen surjektiven Gruppenhomomorphismus � : H ! G , wobei H = Cp�1 diezyklische Gruppe der Ordnung p� 1 sei.b) Begründen Sie kurz, warum H zur Galoisgruppe von Kp über Q isomorph ist.c) Warum gibt es einen Teilkörper von Kp , dessen Galoisgruppe über Q isomorph zu G ist?d) Nennen Sie eine normale Erweiterung von Q mit der Galoisgruppe C3 über Q .Erweiterungen von Q mit gegebener abelscher GruppeK3.52 [Frühjahr 1976] Man konstruiere eine Galoiserweiterung K � Q mit Aut(KjQ) ' Z=5Z.K3.53 [Frühjahr 1990]a) Man gebe eine komplexe Zahl z an, so daÿ Q(z)jQ eine galoissche Körpererweiterung mit einerzyklischen Galoisgruppe der Ordnung 22 ist.b) Man löse die gleiche Aufgabe für die zyklische Gruppe der Ordnung 11.(Insbesondere soll wie in a) ein primitives Element angegeben werden.)K3.54 [Herbst 2001]a) Sei p eine Primzahl. Man gebe � mit entsprechendem Beweis � eine komplexe Zahl z an, sodass Q(z) eine Galoiserweiterung über Q vom Grade p� 1 ist.b) Man gebe � mit entsprechendem Beweis � eine komplexe Zahl z an, so dass Q(z) eine Galoi-serweiterung vom Grade 500 über Q ist.K3.55 [Frühjahr 1978]a) Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einer Faktorgruppe der GruppeYp Z=(p� 1)Z ;wobei p alle Primzahlen durchläuft.Hinweis: Man benutze den Dirichletschen Primzahlsatz: Zu jeder natürlichen Zahl n gibt es unendlicheviele Primzahlen p mit p � 1 mod n .b) Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einer Faktorgruppe der Gruppe (Z=nZ)� derteilerfremden Reste mod n , wenn n passend gewählt wird.c) Zu jeder endlichen abelschen Gruppe A gibt es eine galoissche Erweiterung KjQ , deren Galois-gruppe G(KjQ) zu A isomorph ist.



106 Staatsexamensaufgaben zur Körpertheorie4. Galoistheorie VermischtesK4.1 [Herbst 1994] Welche der folgenden Körpererweiterungen sind galoissch? Man begründe das Ergebnis.a) Q( 3p2)jQ ,b) Q( 6p2;p�3)jQ ,c) Q(t)jQ(t2); t über Q transzendent,d) IFp (t)jIFp (tp); p eine Primzahl, t über IFp transzendent, IFp := Z=pZ.K4.2 [Frühjahr 1999] Welche der folgenden Körpererweiterungen sind galoissch? Man begründe das Er-gebnis.a) Q( 6p�3)jQ ,b) Q(X)jQ(X3); X über Q transzendent,c) IF2(X)jIF2(X2); X über IF2 transzendent.K4.3 [Frühjahr 1992]a) Sei f 2 Q[X ] ein irreduzibles Polynom ungeraden Grades n > 1 , das höchstens n � 1 reelleNullstellen besitzt. Zeigen Sie, daÿ die Ordnung der Galoisgruppe von f über Q durch 2nteilbar ist.b) Zeigen Sie, daÿ X5+2X+2 über Q irreduzibel ist und daÿ Q [X ]=(X5+2X+2) keine galoisscheErweiterung von Q ist.K4.4 [Herbst 1992] Es sei f = anXn+an�1Xn�1+ : : :+a1X+a0 2 K[X ] ein nichtkonstantes, separablesPolynom mit a0an 6= 0 . Sei g = a0Xn + a1Xn�1 + : : : + an�1X + an das sogenannte �reziproke�Polynom zu f . Zeigen Sie:f und g haben dieselbe Galoisgruppe über K .Theoretische GrundlagenK4.5 [Herbst 1975] Sei Kjk eine galoissche Körpererweiterung mit der Galoisgruppe G . Sei f(x) 2 k[x]ein über k irreduzibles, separables, normiertes Polynom undf(x) = sYi=1 fi(x)die Zerlegung von f(x) in irreduzible normierte Faktoren über K . Zeige:a) Die Gruppe G operiert auf der Menge ff1(x); : : : ; fs(x)g .b) Die Operation ist transitiv.c) Die Gruppen Gi = f� 2 G ; f�i (x) = fi(x)g sind paarweise konjugiert in G .d) Die Faktoren fi(x) 2 K[x] haben gleichen Grad.e) Die Anzahl s ist ein Teiler des Grades [K : k] .



4. Galoistheorie 107K4.6 [Herbst 1975] Sei N normale Erweiterung des kommutativen Körpers K und f 2 K[X ] irreduzibel.Man zeige:Je zwei in N [X ] irreduzible Teiler von f haben gleichen Grad.K4.7 [Frühjahr 1976] Sei G eine beliebige endliche Gruppe.a) Man zeige, daÿ es Körpererweiterungen C � K � k � Q gibt, so daÿ gilt:i) K � k ist Galoiserweiterung.ii) Aut(Kjk) ' G .Hinweis: Benutzt werden darf die Tatsache, daÿ es für jedes n 2 IN eine galoissche Erweiterung KjQgibt mit Aut(KjQ) = Sn .b) Man untersuche, ob die dabei entstehende Körpererweiterung k � Q im allgemeinen eine Galoi-serweiterung ist.K4.8 [Herbst 1999] Sei K ein Körper und f 2 K[X ] ein Polynom vomGrad n mit denWurzeln �1; : : : ; �n .Sei � :=Q1�i<j�n(�i� �j) =2 K . Zeigen Sie, dass die Ordnung der Galoisgruppe von f über K einegerade Zahl ist.K4.9 [Frühjahr 2001] Der Körper k habe Charakteristik p 6= 0 ; K sei der Zerfällungskörper eines Poly-noms aus k[x] . Zeigen Sie, dass der separable Abschluss Ksep von k in K der Zerfällungskörpereines separablen Polynoms aus k[x] ist.Kubische GleichungenK4.10 [Herbst 1979] Bestimme die Galoissche Gruppe des Polynoms f = X3 �X + 1 über den KörpernIF3 , IF7 , Q , Q(p�23) .K4.11 [Frühjahr 1984] Geben Sie eine normale und eine nichtnormale Erweiterung dritten Grades von Qan.K4.12 [Frühjahr 2001] Welches sind die Galoisgruppen der Polynome x3� 3x+3; x3� 1; x3� 3x+1 überQ ?K4.13 [Frühjahr 1991] Sei K(�)jK eine separable Körpererweiterung, und das Minimalpolynom g von �über K habe den Grad n > 1 . Zeigen Sie:a) Die Gleichung x3 = � besitzt genau dann eine Lösung in K(�) , wenn das Polynom f(x) =g(x3) 2 K[x] vom Grad 3n reduzibel ist.b) Die Grade der irreduziblen Faktoren von f sind Vielfache von n .c) f besitzt genau dann eine mehrfache Nullstelle in einem Erweiterungskörper von K , wenn Kdie Charakteristik 3 hat. Biquadratische GleichungenK4.14 [Frühjahr 1979] Es sei K ein (kommutativer) Körper mit Charakteristik 6= 2 und f = x4+ax2+b 2K[x] irreduzibel. Man bestimme den Isomorphietyp der Galoisgruppe von f über K .Hinweis: Man kann (muÿ aber nicht) die vier Fälle, welche sich ergeben, je nachdem ob b oderb(a2 � 4b) Quadrat in K ist oder nicht, von vorneherein getrennt behandeln.



108 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK4.15 [Frühjahr 1998] Betrachten Sie die Polynomefn = X4 + 4nX2 + 2mit dem Parameter n 2 Z über dem Körper Q der rationalen Zahlen.a) Für welche n 2 Z ist fn irreduzibel?b) Man zeige, daÿ für den Isomorphietyp der Galoisgruppe von fn über Q nur zwei Gruppenmöglich sind.c) Man zeige: Genau dann ist Gal(fnjQ) zyklisch, wenn 2n2 � 1 eine Quadratzahl ist.K4.16 [Frühjahr 1984] Sei f 2 Q[X ] ein irreduzibles Polynom, dessen Grad > 1 ist und das eine Nullstellez 2 C vom Betrag 1 besitzt. Zeigen Sie:a) 1z ist Nullstelle von f .b) Für jede Nullstelle z0 2 C von f gilt z0 6= 0 , und 1z0 ist eine von z0 verschiedene Nullstelle vonf .Hinweis: Verwenden Sie einen geeigneten Q -Isomorphismus von Q(z) nach Q (z0) !c) f hat geradzahligen Grad.d) Besitzt f den Grad 4, so hat der Zerfällungskörper von f über Q höchstens den Grad 8.KörperisomorphismenK4.17 [Herbst 1979] Sei Kjk eine separable endliche Körpererweiterung vom Grad n . Man beweise:a) Sind �1; : : : ; �n : K ,! 	k die n verschiedenen k -Homomorphismen von K in einen algebraischenAbschluÿ 	k von k , so gilt trKjk(�) = nXi=1 �i(�) für alle � 2 K :b) Es gibt ein � 2 K mit trKjk(�) 6= 0 , anders ausgedrückt: Jedes Element aus k ist Spur einesElements aus K .K4.18 [Herbst 1996] Sei K ein Körper, sei G eine Gruppe von Automorphismen von K und k = KG ihrFixkörper. Man beweise: Ein Element � 2 K ist algebraisch über k genau dann, wenn die Mengef�(�) ; � 2 Gg endlich ist.K4.19 [Frühjahr 1990] K sei ein Körper der Charakteristik 2, die Polynome f1 = x2 � a1 und f2 =x2 � x� a2 , mit a1; a2 2 K , seien über K irreduzibel, L1 bzw. L2 seien Zerfällungskörper von f1bzw. f2 . Kann es einen K -Isomorphismus von L2 auf L1 geben?Begründen Sie Ihre Antwort.K4.20 [Frühjahr 2001] KjQ sei eine endliche Körpererweiterung vom Grad n . Zeigen Sie, dass es genaun verschiedene Körpermonomorphismen von K nach C gibt und dass die Anzahl s derjenigen mitnicht-reellem Bild gerade ist. Mit n = r + s weisen Sie r = 0 oder s = 0 für den Fall nach, dassKjQ galoissch ist, und geben Sie Beispiele für beide Fälle.K4.21 [Herbst 2003] Sei K ein Teilkörper von C , der über Q von endlichem Grad n ist. Zeigen Sie: Istn ungerade und K normal über Q , so gilt K � IR .



4. Galoistheorie 109Elementar-abelsche 2-GruppenK4.22 [Frühjahr 1981]a) Zeige: Q (p2 +p5) = Q(p2; p5) . Bestimme den Grad von p2 +p5 über Q .b) Zeige: Q (p2;p5) ist galoissch über Q und bestimme die Galoisgruppe.K4.23 [Herbst 1983] Sei Q der Körper der rationalen Zahlen und i die komplexe Zahl p�1 .a) Zeige, daÿ Q(p2) � Q(p2 + i) und Q(i) � Q(p2 + i) .b) Beweise Q(p2; i) = Q(p2 + i) .c) Finde eine Basis von Q(p2 + i) über Q(p2) , über Q(i) und über Q .d) Bestimme das Minimalpolynom von p2 + i über Q(p2) , über Q(i) und über Q .e) Bestimme die Galois-Gruppe von Q(p2 + i) über Q .K4.24 [Herbst 1984] Es sei K := Q �p2;p3;p5� .a) Bestimmen Sie [K : Q ] !b) Zeigen Sie, daÿ KjQ eine Galoiserweiterung ist!c) Wieviele verschiedene Zwischenkörper besitzt KjQ und wieviele davon sind über Q galoissch?K4.25 [Herbst 1985] K sei der Erweiterungskörper von Q , der aus Q durch Adjunktion aller Nullstellen inC aller Polynome X2+aX+b (a; b 2 Q) hervorgeht. Ferner sei M die Menge aller Quadratwurzelnpp , wobei p = �1 oder p eine Primzahl ist. Zeigen Sie:a) K = Q(M) .b) Für jeden Automorphismus � von KjQ gilt �2 = id .c) Ist Z ein Zwischenkörper von KjQ mit [Z : Q ] <1 , so gibt es Elemente pp1; : : : ;ppn in Mmit Z � Q �pp1; : : : ;ppn� .d) Jedes solche Z ist über Q galoissch und [Z : Q ] ist eine Potenz von 2.K4.26 [Frühjahr 1989] Zeigen Sie, daÿ für das Polynom f(X) = X4 � 16X2 + 4 gilt:a) Es ist über Q irreduzibel.b) Es ist über Q(p3); Q(p5) und Q(p15) reduzibel, aber über keiner anderen quadratischenErweiterung von Q .c) Es ist über jedem endlichen Körper reduzibel.d) Es hat die Wurzeln �p3�p5 .K4.27 [Frühjahr 1991]a) Man zeige, daÿ Q ; Q(p2); Q(p3) und Q(p6) die einzigen echten Unterkörper vonQ(p2;p3) sind.b) Man berechne das Minimalpolynom von p2 +p3 über Q und über Q(p2) .



110 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK4.28 [Frühjahr 1993] Sei KjQ die Körpererweiterung, die aus Q durch Adjunktion aller komplexenNullstellen aller Polynome X2 + aX + b mit a; b 2 Q hervorgeht. Ferner sei M die Menge derQuadratwurzeln pp , wobei p = �1 oder p eine Primzahl ist. Zeigen Sie:a) K = Q(M) .b) Für jeden Zwischenkörper Z von KjQ mit [Z : Q ] < 1 gibt es Elemente pp1; : : : ;ppn 2 Mmit Z � Q �pp1; : : : ;ppn� .c) Jede solche Erweiterung ZjQ ist galoissch und ihre Galoisgruppe Gal(ZjQ) ist isomorph zueinem Produkt Z=2Z�Z=2Z� : : :�Z=2Z.K4.29 [Herbst 1993] Bestimmen Sie alle Unterkörper von L := Q �p3;p5;p7� , und geben Sie derenKörpergrad über Q an.K4.30 [Frühjahr 1995] Sei M := Q(p2;p6; i) (wobei i2 = �1 ).a) Berechnen Sie den Körpergrad [M : Q ] .b) Zeigen Sie, daÿ Q �M Galoiserweiterung ist und berechnen Sie Aut(M jQ) .K4.31 [Herbst 1999]a) Sei K ein Erweiterungskörper von Q mit [K : Q ] = 2 . Zeigen Sie, dass es genau eine quadrat-freie Zahl m 2 Z gibt, so dass K ' Q[pm] ist. (m 2 Z heiÿt quadratfrei , wenn m =2 f0; 1g undwenn m nicht durch das Quadrat einer Primzahl teilbar ist.)b) Sei � := p7+p6 . Man berechne das Minimalpolynom von � über Q , den zugehörigen Zerfäl-lungskörper und seine Galoisgruppe.K4.32 [Frühjahr 2000] Beweisen Sie folgende Aussagen:a) Die Körper Q(pd) , wobei d die quadratfreien ganzen Zahlen ungleich 1 durchlaufe, sind genaualle quadratischen Erweiterungskörper von Q .b) Sind d1; : : : ; dn paarweise teilerfremde, quadratfreie ganze Zahlen ungleich 1, so istQ(pd1; : : : ;pdn) eine über Q galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe (Z=2Z)n .c) Die Quadratwurzeln von endlich vielen paarweise verschiedenen Primzahlen sind linear unabhän-gig über Q . Zyklische GaloisgruppenK4.33 [Frühjahr 1984]a) Zeigen Sie, daÿ die Abbildung f : x 7! �11+x auf IR n f0;�1g eine �xpunktfreie Permutation derOrdnung 3 ist!b) Zeigen Sie: Genau dann ist mit y auch f(y) eine Nullstelle von X3 + aX2 + bX + c 2 Z[X] ,wenn c = �1 und b = a� 3 ist.c) Zeigen Sie, daÿ P := X3 + aX2 + (a � 3)X � 1 für jedes a 2 Z irreduzibel über Q ist undbestimmen Sie die Galoisgruppe von P über Q !



4. Galoistheorie 111K4.34 [Herbst 1988]a) Zeigen Sie: Die Substitution ' : x 7! 1 + x1� xist eine Permutation der Ordnung 4 auf IR n f � 1; 0; 1g , deren Quadrat keine Fixpunkte hat.b) Bestimmen Sie k(x) = x+ '(x) + '2(x) + '3(x) .c) Beweisen Sie: Ist a eine Nullstelle von x4 � kx3 � 6x2 + kx+ 1 , so auch '(a) .d) Sei k eine ganze Zahl.Zeigen Sie: x4 � kx3 � 6x2 + kx+ 1 hat keine rationalen Nullstellen und ist für k =2 f � 3; 0; 3girreduzibel über Q .e) Sei k eine ganze Zahl und Rk = Q[x]=(x4 � kx3 � 6x2 + kx+ 1)Q [x] .Beweisen Sie: Für k =2 f � 3; 0; 3g ist Rk eine normale Erweiterung von Q .K4.35 [Herbst 1994] Sei L der Zerfällungskörper des Polynoms f(X) = X4 � 2 über dem Körper K =Q(i); i2 = �1 . Man bestimme die Galoisgruppe Gal(LjK) der Erweiterung LjK und die Zwischen-körper von LjK .K4.36 [Herbst 1995] Sei f := X4 � 2 2 Q[X ] und L der Zerfällungskörper von f . Man zeige:a) L = Q[i; 4p2] .b) [L : Q ] = 8 .c) L = Q[i+ 4p2] .d) Aut(LjQ[i]) ist zyklisch; das erzeugende Element � ist bestimmt durch 4p2 7! i 4p2 .e) Man bestimme die Automorphismengruppe Aut(LjQ[ 4p2]) .K4.37 [Herbst 1990] In dieser Aufgabe ist der Grundkörper K = Q(i) . Es sei f(X) = X8 � 2 , � eineNullstelle von f(X) und L := K(�) .Man beweise die folgenden Aussagen a) bis e).a) f(X) ist über K irreduzibel.b) L enthält die achten Einheitswurzeln.c) L ist Zerfällungskörper von f(X) über K .d) Es gibt genau einen Automorphismus � von LjK mit �(�) = (1 + i)��3 .e) Die Galoisgruppe von LjK ist zyklisch und wird von dem Automorphismus � in Teil d) derAufgabe erzeugt.f) Man bestimme alle Zwischenkörper von LjK .K4.38 [Herbst 1995]a) Zeigen Sie, daÿ f = X8 � 2 über Q(i) irreduzibel ist.b) Bestimmen Sie den Zerfällungskörper L von f über Q(i) und berechnen Sie den Grad [L : Q (i)] .c) Beweisen Sie, daÿ die Galoisgruppe von LjQ(i) zyklisch ist.d) Bestimmen Sie alle Zwischenkörper von LjQ(i) .e) Bestimmen Sie den Grad des Zerfällungskörpers von f über dem Grundkörper Z=17Z.



112 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK4.39 [Frühjahr 1976] Man beweise:a) Sind K;L; k Unterkörper eines Körpers, gilt L \K = k , und ist die Körpererweiterung K vonk normal, so ist das Minimalpolynom über k eines Elementes von K irreduzibel über L .b) Eine Galoiserweiterung K von Q mit zyklischer Galoisgruppe der Ordnung 4 enthält nicht p�1 .Hinweis: Man fasse K als Unterkörper von C auf und beachte IR � C .K4.40 [Frühjahr 1978] Eine galoissche Erweiterung KjQ mit zyklischer Galoisgruppe der Ordnung 4 kannnicht p�1 enthalten.Hinweis: Man ziehe den Körper IR der reellen Zahlen heran.K4.41 [Frühjahr 1993] Es gibt keine galoissche Erweiterung KjQ mit zyklischer Galoisgruppe der Ordnung4, welche i = p�1 enthält.Hinweis: Fassen Sie K als Teilkörper von C auf!K4.42 [Frühjahr 1977] Zeigen Sie:a) Sei G eine endliche Gruppe, die genau eine gröÿte echte Untergruppe U besitzt (d.h. U enthältalle echten Untergruppen von G ). Dann ist G abelsch.b) Sei Kjk eine endliche galoissche Körpererweiterung. Es besitze die Menge fL ; k ( L � Kg derZwischenkörper 6= k ein kleinstes Element. Dann ist jeder Zwischenkörper L galoissch über k .Artin-Schreier-GleichungenK4.43 [Herbst 1991] Für eine endliche Körpererweiterung Kjk bezeichne trKjk : K ! k die Spurabbildung.Man beweise mit den Mitteln der linearen Algebra:Ist Kjk eine endliche zyklische Erweiterung und � ein erzeugendes Element der Galoisgruppe G vonKjk , so sind für ein Element � 2 K die folgenden Bedingungen äquivalent:i) trKjk(�) = 0ii) � = �(�) � � mit einem � 2 K .K4.44 [Herbst 1991] Es sei k ein Körper der Primzahlcharakteristik p und Kjk eine galoissche ErweiterungvomGrad p . Man beweise, daÿ K Zerfällungskörper eines irreduziblen Polynoms der Form Xp�X�aüber k ist.Hinweis: Benutze vorige Aufgabe und trK=k(1) = 0 .K4.45 [Frühjahr 1972] Sei K ein Körper der Charakteristik p > 0 und f := Xp �X � a ein irreduziblesElement des Polynomringes über K in der Unbestimmten X . Ferner sei x eine Wurzel von f ineiner algebraischen Abschlieÿung von K .a) Man zeige: Der durch Adjunktion von x an K entstehende Körper K(x) ist normal.b) Man zerlege f in (K(x))[X ] in Faktoren ersten Grades.K4.46 [Frühjahr 1976] Sei k ein Körper der Charakteristik p 6= 0 und K der Zerfällungskörper des Poly-noms f = Xp �X � a 2 k[X ] über k . Man beweise:a) Ist x 2 K eine Nullstelle von f , so auch x+ 1 .b) K ist eine Galoiserweiterung von k .c) Wenn f in k[X ] nicht in Linearfaktoren zerfällt, ist die Galoisgruppe von f über k eine zyklischeGruppe der Ordnung p .



4. Galoistheorie 113K4.47 [Frühjahr 1976] Es sei p eine Primzahl, K ein kommutativer Körper der Charakteristik p undf := xp � x� a ein Polynom aus dem Polynomring K[x] .a) Zeigen Sie: Die Di�erenz verschiedener Lösungen von f in einem geeigneten Erweiterungskörpervon K liegt im Primkörper von K .b) Zeigen Sie: Ist f irreduzibel in K[x] , so ist der Restklassenring L := K[x]=(f) von K[x] nachdem von f erzeugten Ideal (f) der Zerfällungskörper von f .c) Geben Sie die Galois-Gruppe der Körpererweiterung L über K an, wenn f irreduzibel ist.d) Zeigen Sie: f ist genau dann irreduzibel in K[x] , wenn in K keine Nullstelle von f liegt.(Beachte Teil a)!)K4.48 [Herbst 1993] Sei f 2 K[X ] ein normiertes irreduzibles Polynom über einem Körper K , sei � eineNullstelle von f in einem Erweiterungskörper von K und es gelte f(�+ 1) = 0 . Man zeige:a) Der Körper K hat positive Charakteristik.Ist char(K) = p eine Primzahl und gilt zudem �p � � 2 K , so zeige man:b) f stimmt mit dem Polynom Xp �X � �p + � überein.c) Die Erweiterung K(�)jK hat eine zyklische Galoisgruppe der Ordnung p .KummertheorieK4.49 [Herbst 1976] Sei k ein beliebiger Körper und K eine Galois-Erweiterung von k mit Galois-GruppeG . Man beweise:a) Zu jedem Charakter (= Homomorphismus) � : G! K� gibt es ein x 2 K mita := X�2G�(�)�(x) 6= 0 :Anleitung: Man zeige, daÿ endlich viele paarweise verschiedene Automorphismen von K linear un-abhängig über K sind.b) Eine Abbildung � : G! k� ist genau dann ein Charakter, wenn es ein a 2 K� gibt mit�( ) = a (a) für jedes  2 G :c) Zu a; b 2 K� mit a�(a) = b�(b) für alle � 2 Ggibt es ein c 2 k mit b = ca .K4.50 [Herbst 1982] K sei ein Körper der Charakteristik p � 0 , der eine primitive n -te Einheitswurzelenthält. Sei p kein Teiler von n und L der Zerfällungskörper des Polynoms(Xn � a1)(Xn � a2) � : : : � (Xn � ar) mit ai 2 K (i = 1; : : : ; r) :Beweisen Sie:a) LjK ist Galoiserweiterung.b) Die Galoisgruppe G von LjK ist abelsch.c) Die Ordnung jedes Elements von G ist ein Teiler von n .



114 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK4.51 [Frühjahr 1995] Sei LjK eine endliche Galoiserweiterung und p eine Primzahl. Es gebe ein � 2 Lmit �p 2 K und �n =2 K für 1 � n < p . Zeigen Sie: L enthält eine primitive p -te Einheitswurzel.K4.52 [Frühjahr 1985] Seien K ein Körper der Charakteristik 0, n 2 IN und " 2 K eine primitive n -teEinheitswurzel und a 2 K , so daÿ Xn� a irreduzibel über K ist. Sei M ein Zerfällungskörper vonXn � a und � 2M mit �n = a . Beweise:a) Es ist M = K(�) und M ist Galoiserweiterung von K vom Grad n .b) Seien k; h 2 IN mit n = k � h . Dann gibt es genau einen Zwischenkörper L , also K � L � M ,mit [L : K] = k , nämlich L = K(�h) .K4.53 [Frühjahr 1994] Es sei K ein Körper, der eine primitive n -te Einheitswurzel enthält. Auÿerdemsei charK = p; p 6= 0 , also ist p kein Teiler von n . Es sei L ein Zerfällungskörper des Polynomsf = (xn � a1)(xn � a2) 2 K[x] . Zeigen Sie:a) LjK ist eine Galois-Erweiterung.b) Die Galois-Gruppe G = Gal(LjK) ist abelsch.c) Die Ordnung jedes Elements von G teilt n .K4.54 [Herbst 1994] Sei K ein Körper. Zeigen Sie: Ist n eine positive ganze Zahl, die kein Vielfaches derCharakteristik von K ist, und enthält K die n -ten Einheitswurzeln, so ist jede KörpererweiterungL der Form K( npa); a 2 K , von K eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe Gal(LjK) .Die Ordnung von Gal(LjK) ist ein Teiler von n .K4.55 [Frühjahr 1996] Seien k; `; n natürliche Zahlen mit n = k` . Sei K ein Körper der Charakteristik 0,der eine primitive n -te Einheitswurzel enthält. Sei f = Xn � a ein irreduzibles Polynom aus K[X ]und L sein Zerfällungskörper über K . Sei z 2 L eine Nullstelle von f . Man zeige:a) Es ist L = K(z) .b) Es gibt genau einen Zwischenkörper Z von LjK mit [Z : K] = k .c) Es ist Z = K(z`) . Abelsche GaloisgruppenK4.56 [Frühjahr 1980] Man bestimme den Zerfällungskörper K � C des Polynoms f(x) = x4 � 3x2 + 4 2Q[x] . Man zeige, daÿ die Galoisgruppe von KjQ die Kleinsche Vierergruppe ist und ermittle alleTeilkörper von K .K4.57 [Herbst 1994] Bestimmen Sie den Zerfällungskörper K und die Galoisgruppe G vonx4 � 4x2 + 1über Q . Welche Unterkörper hat K ?K4.58 [Herbst 1996] Bestimmen Sie den Isomorphietyp der Galoisgruppe des Polynoms x4� 13x2+1 überdem Körper der rationalen Zahlen.K4.59 [Herbst 1995] Man beweise: Ist das Polynom f := X4+aX2+1 mit a 2 Z irreduzibel über Q , dannhat der Zerfällungskörper von f über Q den Grad 4 und seine Galoisgruppe ist die nichtzyklischeGruppe der Ordnung 4.



4. Galoistheorie 115K4.60 [Herbst 1979] Beweisen Sie die folgenden Aussagen.a) Ist das Polynom f := x4+ax2+1 mit a 2 Z irreduzibel über Q , dann hat der Zerfällungskörpervon f über Q den Grad 4.b) Das Polynom f ist genau dann über Q irreduzibel, wenn p2� a =2 Z und p�2� a =2 Z .c) Ist das Polynom f irreduzibel über Q , dann ist seine Galoisgruppe über Q die nichtzyklischeGruppe der Ordnung 4.Seien weiterhin K stets ein endlicher Körper undK2 := f� 2 K ; 9� 2 K : �2 = �g :d) Hat der Körper K die Charakteristik 2, dann ist K = K2 . Hat der Körper K nicht dieCharakteristik 2, dann gilt: 2jK2j = jKj+ 1 :(Ohne Beweis sind Kenntnisse über die multiplikative Gruppe endlicher Körper und über Potenz-endomorphismen abelscher Gruppen verwendbar.)e) Für �; � 2 K nK2 gilt: �� 2 K2 .f) Das Polynom g := x4 + ax2 + 1 mit a 2 K ist stets reduzibel über K . (Verwenden Sie d), e)und den Beweis von b).)g) Hat das Polynom g keine Nullstelle in K , so ist seine Galoisgruppe über K die zyklische Gruppeder Ordnung 2.K4.61 [Frühjahr 1995] Sei � =p5 + 2p5 .a) Man bestimme das Minimalpolynom von � über Q .b) Zeigen Sie: Q (�)jQ ist galoissch.c) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von Q(�)jQ .K4.62 [Herbst 2000] Sei � 2 C eine Lösung der Gleichung�4 + 2�3 + 5�2 + 4�+ 1 = 0 :a) Seien � := 2�3 +3�2 +9�+4 und 
 := �� � . Zeigen Sie, dass � das Minimalpolynom X2+1und 
 das Minimalpolynom X2 +X + 1 über Q hat.b) Zeigen Sie, daÿ Q(�) über Q galoissch ist, und bestimmen Sie die Galoisgruppe.K4.63 [Frühjahr 1985] Es sei K ein Körper, charK = 0 , f 2 K[X ] ein irreduzibles Polynom und L einZerfällungskörper von f über K .a) Man zeige: Ist die Galois-Gruppe Gal(LjK) abelsch und ist � 2 L eine beliebige Nullstelle vonf , dann gilt L = K(�) .Hinweis: Man beachte, daÿ alle Untergruppen von Gal(LjK) Normalteiler sind.b) Ist die unter a) gemachte Aussage für K = Q auch ohne die Voraussetzung über die Galois-Gruppe richtig? Ist dies nicht der Fall, dann belege man dies durch ein Beispiel. Begründen SieIhre Antworten!c) Es sei Q := f � 1;�i;�j;�kg die gewöhnliche Quaternionengruppe ( i � j = k = �j � i ; j � k =i = �k � j ; k � i = k = �i � k und i2 = j2 = k2 = �1 ).Ist f 2 Q[X ] ein irreduzibles Polynom, L der Zerfällungskörper von f und Gal(LjQ) = Q , giltdann auch L = K(�) für jede Nullstelle � 2 L von f ?Begründen Sie Ihre Antwort!



116 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK4.64 [Frühjahr 1994] Sei k ein Körper und f(t) 2 k[t] ein irreduzibles, separables Polynom über k mitabelscher Galoisgruppe G . Zeigen Sie, daÿ die Ordnung von G gleich dem Grad von f ist.K4.65 [Frühjahr 1977] Betrachte das folgende Polynomf(X) = X5 + 9X3 +X2 � 10X + 10 :a) Man zerlege f über dem Körper Q der rationalen Zahlen in irreduzible Faktoren.b) Man bestimme die Galoisgruppe von f über Q .c) Man zerlege f über dem Körper IF7 mit 7 Elementen in irreduzible Faktoren.d) Man bestimme die Galoisgruppe von f über IF7 .S3 als GaloisgruppeK4.66 [Frühjahr 1998] Sei k ein Körper und L = k(X1; X2) der Körper der rationalen Funktionen in denVariablen X1; X2 . FürX3 := �(X1 +X2) ; Q := X1X2X3 ; P := X1X2 +X2X3 +X3X1in L setze man K = k(P;Q) � L . Zeigen Sie: Die Körpererweiterung LjK ist eine Galoiserweiterungmit Galoisgruppe S3 .K4.67 [Herbst 1979]a) Man gebe alle Untergruppen der symmetrischen Gruppe S3 an.b) Man zeige, daÿ das Polynom f(X) := X3 + 7X + 7in Q [X ] irreduzibel ist ( Q bezeichnet der Körper der rationalen Zahlen).c) Man zeige, daÿ f(X) = X3 + 7X + 7 genau eine reelle Nullstelle besitzt; diese reelle Nullstellesei mit � bezeichnet. Man gebe den Grad [Q (�) : Q ] an. Zerfällt X3 + 7X + 7 über Q(�) inLinearfaktoren? Ist die Körpererweiterung Q(�) � Q galoissch?d) Es sei L � Q ein Zerfällungskörper von X3+7X+7 . Man gebe [L : Q ] an. Ist die Galoisgruppevon X3 + 7X + 7 2 Q[X ] abelsch?K4.68 [Herbst 1978] Sei M der Zerfällungskörper von x3 � 5 über dem Körper Q der rationalen Zahlen.a) Man bestimme [M : Q ] , die Dimension von M über Q .b) Man bestimme die Ordnung der Galoisgruppe G von M über Q .c) Man bestimme alle Körper F mit Q � F �M .d) Man bestimme alle Untergruppen von G .e) Man beschreibe die Beziehung zwischen c) und d).K4.69 [Frühjahr 1979] Es sei S ein Zerfällungskörper von x3 � 2 über Q .a) Man beweise, daÿ S über Q den Grad 6 hat.b) Man begründe, weshalb S über Q galoissch ist.c) Man bestimme die Galoisgruppe Gal(SjQ) von S über Q bis auf Isomorphie.



4. Galoistheorie 117K4.70 [Frühjahr 1982] Sei f := X3 + 2X + 2 2 Q[X ] .a) Man zeige, daÿ f irreduzibel ist.b) Man zeige, daÿ f genau eine reelle Nullstelle a besitzt und gebe den Grad [Q(a) : Q ] an. IstQ(a)jQ eine Galois-Erweiterung?c) Man stelle a�1 als Linearkombination von 1; a; a2 dar.d) Man bestimme die Galoisgruppe von f .K4.71 [Frühjahr 1986] Sei f := 1 +X + X22! + X33! 2 Q[X ] . Zeigen Sie:a) f ist irreduzibel über Q .b) f hat genau eine reelle Nullstelle.c) Ist K ein Zerfällungskörper von f , so giltGal(KjQ) ' S3 :K4.72 [Frühjahr 1988]a) Zerlege das über Q irreduzible Polynom f(t) = t3�7 aus Q [t] über dem Körper K = Q[t]=(f)in irreduzible Faktoren.b) Bestimme den Zerfällungskörper L von f über Q . Welchen Grad hat die KörpererweiterungLjQ ?c) Finde ein � 2 L mit der Eigenschaft L = Q(�) .d) Zeige, daÿ die Galoisgruppe von L über Q isomorph zur symmetrischen Gruppe S3 ist.e) Bestimme alle Zwischenkörper der Erweiterung L über Q .K4.73 [Frühjahr 1992]a) Sei a eine Nullstelle des über Q irreduziblen Polynoms f(t) = t3 � 2 . Zerlegen Sie f(t) überdem Körper Q(a) in irreduzible Faktoren.b) Geben Sie den Zerfällungskörper L von f über Q an. Welchen Grad hat die KörpererweiterungLjQ ? Bestimmen Sie die Galoisgruppe.K4.74 [Frühjahr 1993] Es seien p eine Primzahl, � eine Nullstelle von f(X) = X3 + p2 und E derZerfällungskörper von f in C .a) Begründen Sie, warum E 6= Q(�) ist.b) Welchen Grad und welche Galoisgruppe hat E über Q ?c) Geben Sie für jeden Körper L 6= E mit L � E ein primitives Element an!K4.75 [Herbst 1990] Sei Q [X;Y ] der Polynomring in Unbestimmten X;Y , sei I das von X3 � 2 undX2 +XY + Y 2 in Q [X;Y ] erzeugte Ideal I .a) Zeigen Sie, daÿ Q [X;Y ]=I =: K ein Zerfällungskörper von X3 � 2 über Q ist, und geben Siedie Galoisgruppe von K über Q an.b) Zeigen Sie, daÿ man einen IsomorphismusQ [Z]=(Z6 + 108) ����! Kdurch Z 7! X + 2Y hat.



118 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK4.76 [Frühjahr 2003] Sei x eine komplexe Zahl mit x6 + 675 = 0 . Zeigen Sie:a) Es ist p�3 2 Q(x) .b) Der Körper Q(x) ist eine normale Erweiterung von Q .c) Das Polynom X6 + 675 hat eine zu S3 isomorphe Galoisgruppe über Q .K4.77 [Herbst 1984] Zeigen Sie: Die Galoisgruppe des Polynoms x6 +3 über Q ist isomorph zur symme-trischen Gruppe S3 . D4 als GaloisgruppeK4.78 [Herbst 1985] Das Polynom f = x4 + 2 soll über dem Körper Q der rationalen Zahlen und überIF5 , dem Körper mit 5 Elementen, untersucht werden.a) Zeigen Sie, daÿ die Diedergruppe D4 der Ordnung 8 isomorph zur 2-Sylowgruppe der symmetri-schen Gruppe S4 ist!b) Zeigen Sie, daÿ die Galoisgruppe von f über Q isomorph zu D4 ist!c) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f über IF5 !K4.79 [Herbst 1974] Es sei N der Zerfällungskörper von x4�3 über dem Körper Q der rationalen Zahlenund es sei r = 4p3 ; r 2 IR ; r > 0 .a) Man berechne die Ordnung der Galoisgruppe von N über Q und gebe eine Vektorraumbasis desVektorraumes N über Q an.b) Man zeige, daÿ die Q -Automorphismen �; � von N mit�(r) = ir ; �(i) = i und �(r) = r ; �(i) = �1die Galoisgruppe von N über Q erzeugen.c) Man gebe die Elemente der Galoisgruppe von N über Q an, die die Galoisgruppe von N überQ(r(1 + i)) bzw. die Galoisgruppe von N über Q(r(1� i)) erzeugen.d) Man wähle fünf beliebige aber verschiedene Untergruppen U1; : : : ; U5 der Galoisgruppe von Nüber Q und gebe die Zwischenkörper L1; : : : ; L5 zwischen N und Q an, so daÿ Ui die Galois-gruppe von N über Li ist für alle i = 1; : : : ; 5 .K4.80 [Herbst 1981] Bestimmen Sie die Galoisgruppen des Polynoms g = x4�3 über Q und über GF(5) ,dem Körper mit 5 Elementen.K4.81 [Herbst 1989] Sei das Polynom f = x4 � 3 gegeben.a) Geben Sie eine Zerlegung von f über dem Körper K = Q[x]=(f) in irreduzible Polynome an.b) Bestimmen Sie den Zerfällungskörper von f über Q und seinen Grad über Q .c) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f über Q und über IF5 .K4.82 [Frühjahr 1992] Es sei E der Zerfällungskörper des Polynoms X4 � 3 über Q . Zeigen Sie:a) Der Grad von E über Q ist 8.b) Die Galoisgruppe von E über Q ist nicht abelsch.



4. Galoistheorie 119K4.83 [Herbst 1988]a) Bestimme die Galoisgruppe von X4 � 3 2 Q[X ] über Q .b) Bestimme die Galoisgruppe von X4 + 4 2 Q[X ] über Q(i) .K4.84 [Herbst 1993] Im Polynomring Q [X ] sei f das Polynomf(X) := X4 + 3 :a) Man zeige: f ist irreduzibel.b) Man bestimme den Zerfällungskörper K von f als Unterkörper des Körpers der komplexen ZahlenC , bestimme seinen Grad und gebe eine Basis von K über Q an.c) Man skizziere die Wurzeln �1; �2; �3; �4 2 C des Polynoms f in der komplexen Ebene und zeige:Die Galois-Gruppe Gal(KjQ) induziert genau diejenigen Permutationen � von f�1; : : : ; �4g , fürdie j�(�� )� �(��)j = j�� � ��jfür alle �; � 2 f1; 2; 3; 4g gilt.d) Man bestimme eine Kompositionsreihe von Gal(KjQ) und die zugehörige Folge von Unterkörpernvon K .K4.85 [Herbst 1990] Bestimmen Sie die Galois-Gruppen des Polynoms X4�5 über den Körpern Q ; Q(p5)und Q(i) .K4.86 [Frühjahr 1986]a) Bestimmen Sie den Zerfällungskörper K von p(X) = X4 + 2X2 � 6 über Q .b) Zeigen Sie, daÿ die Galoisgruppe G von KjQ eine Diedergruppe ist. (G kann als Permutati-onsgruppe auf den Wurzeln von p(X) aufgefaÿt werden.)c) Ermitteln Sie alle Zwischenkörper Z von KjQ mit [Z : Q ] = 2 .K4.87 [Herbst 1987] Sei L ein Zerfällungskörper des Polynoms X4 � 2X2 + 5 über Q . Ferner sei G dieGaloisgruppe von LjQ .a) Bestimmen Sie [L : Q ] .b) Schreiben Sie L in der Form L = Q(i; a; b) , und beschreiben Sie die Elemente von G durch ihreWirkung auf i; a; b .c) Ist G abelsch? Geben Sie ein Element maximaler Ordnung von G an.d) Geben Sie ein primitives Element von LjQ an.K4.88 [Frühjahr 2002] Bestimmen Sie die Galoisgruppe über Q des Zerfällungskörpers von '(X) = X4 +6X2 + 2 2 Z[X] .K4.89 [Frühjahr 1999] Sei f(X) = 1� X22! + X44! 2 Q[X ] . Sei K der Zerfällungskörper von f über Q .a) Man beweise, dass der Erweiterungsgrad [K : Q ] = 8 ist.b) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe Gal(KjQ) .



120 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK4.90 [Frühjahr 1975] Gegeben sei das Polynomf(x) = x4 � 8x3 + 22x2 � 24x+ 10 2 Q[x]und es sei � 2 C eine Nullstelle von f(x) .a) Man weise nach, daÿ f(x) über Q irreduzibel ist, und bestätige: f(x) = f(4� x) .b) Man zeige: Es existiert genau ein Automorphismus' : Q (�)! Q(�) mit '(�) = 4� � :c) Man gebe den Fixpunktkörper von 'L := f� 2 Q(�) ; '(�) = �gan; ferner bestimme man ein erzeugendes Element � der Körpererweiterung L über Q und dasMinimalpolynom von � über Q und zeige: L = Q(i) .d) Man bestimme die Nullstellen von f(x) , den Zerfällungskörper W von f(x) 2 Q[x] und denGrad [W : Q ] . Weitere DiedergruppenK4.91 [Frühjahr 2002] Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung vonf(x) = x5 + x4 + 14x3 + 14x2 + 28x+ 28über den Polynomringen IF2[x]; IF3[x] und Q [x] . Bestimmen Sie in diesen drei Fällen jeweils dieOrdnung der Galoisgruppe von f .K4.92 [Frühjahr 1994] Man bestimme den Zerfällungskörper L des Polynoms f(X) = X6 + 3 über Q .Man bestimme den Grad [L : Q ] und die Struktur der Galoisgruppe G = Gal(LjQ) .K4.93 [Herbst 1977]a) Zeigen Sie, daÿ das Polynom x6 + 35k + 3 für jedes ganzzahlige k irreduzibel über Z ist.b) Beweisen Sie, daÿ Q [x]=(x6 + 108)Q [x] eine normale Erweiterung von Q ist.c) Begründen Sie, warum Q[x]=(x3 + 108)Q[x] keine normale Erweiterung von Q ist.d) Geben Sie anhand von b) und c) die Galoisgruppe von x6 + 108 über Q an, und geben Sie allenormalen Erweiterungen von Q an, die in Q [x]=(x6 + 108)Q[x] enthalten sind.K4.94 [Herbst 1983] Sei f das Polynom f(X) = X6 � 2 .a) Man zeige, daÿ f über Q irreduzibel ist.b) Man bestimme den Zerfällungskörper K von f über Q durch Angabe von Erzeugenden.c) Man berechne den Körpergrad [K : Q ] .d) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe G = Gal(KjQ) .e) Man beweise, daÿ K genau drei über Q quadratische Teilkörper enthält und bestimme diese.f) Ist f über IF7 = Z=7Z irreduzibel?g) Es sei L der Zerfällungskörper von f über IF7 . Man berechne den Körpergrad [L : IF7] .h) Enthält L einen über IF7 quadratischen Teilkörper?i) Was ist die Struktur der Galoisgruppe H = Gal(LjIF7) ?



4. Galoistheorie 121K4.95 [Frühjahr 2001] Seien S2 respektive S3 die Gruppen der Permutationen von f1; 2g resp. f1; 2; 3g .Man zeige, dass es eine Galoissche Erweiterung KjQ gibt mit Galoisgruppe Gal(KjQ) ' S2 � S3 .K4.96 [Herbst 1997] Sei n > 1 eine natürliche Zahl, sei K ein Körper der Charakteristik Null, der eineprimitive n -te Einheitswurzel � enthält, und sei K(X) der Körper der rationalen Funktionen in derUnbestimmten X über K . Ferner seien � bzw. � die K -Automorphismen von K(X) , die durch�(X) = �X bzw. �(X) = 1Xbestimmt sind, sei G die von �; � erzeugte Gruppe und F � K(X) der Fixkörper von G . ZeigenSie:a) G ist die Diedergruppe der Ordnung 2n .b) K(X) ist eine Galoiserweiterung vom Grad 2n über F .c) Das Minimalpolynom von X über F ist T 2n � (Xn +X�n)Tn + 1 .d) Es ist F = K(Xn +X�n) .A�ne lineare GaloisgruppenK4.97 [Herbst 1989] Gegeben seien in Q [X ] die Polynomef := X5 � 7 ;g := X4 +X3 +X2 +X + 1 :Es sei � := 5p7 2 IR , auÿerdem sei � 2 C eine Nullstelle von g .a) Man zeige, daÿ die Körpererweiterung Q(�) � Q nicht galoissch ist.b) Man zeige, daÿ Q(�) � Q eine galoissche Erweiterung mit abelscher Galoisgruppe ist.c) Man zeige, daÿ Q(�; �) ein Zerfällungskörper von f 2 Q[X ] ist; auÿerdem bestimme man denGrad [Q (�; �) : Q ] .d) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe von Q(�; �) über Q(�) .K4.98 [Frühjahr 1991] Sei L der Zerfällungskörper des Polynoms X5�2 über Q . Man berechne [L : Q ] .K4.99 [Herbst 1975] Das Polynom f(x) = x7 � 2 ist über jeder abelschen Erweiterung K des Körpers Qder rationalen Zahlen irreduzibel.K4.100 [Herbst 1992]a) In einer Erweiterung des Körpers K sei a eine primitive fünfte Einheitswurzel und b eine Null-stelle des Polynoms t2 � 5 . Man beweise die Inklusion K(b) � K(a) .b) Beweisen Sie: X10 � 5 ist irreduzibel über Q und reduzibel über jedem endlichen Körper.K4.101 [Herbst 1993] Sei K ein Körper, n 2 IN mit charK - n und L ein Zerfällungskörper des PolynomsXn � a 2 K[X ] . Zeigen Sie: Die Galoisgruppe von LjK ist isomorph zu einer Untergruppe derGruppe der Matrizen �x y0 1� mit x 2 (Z=nZ)� und y 2 Z=nZ.



122 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK4.102 [Frühjahr 1993](a) Man beweise, daÿ � = 1+ip2 eine primitive achte Einheitswurzel ist.(b) Man beweise, daÿ Q(�) = Q(p2; i) ist, und man bestimme den Grad des Körpers über Q .(c) Man bestimme die Galoisgruppe Gal(Q (�)jQ) und alle quadratischen Teilkörper von Q(�) .(d) Es sei � = 8p2 . Man berechne den Grad von Q(�) über Q .(e) Man beweise, daÿ Q(�; i) der Zerfällungskörper des Polynoms X8 � 2 über Q ist, und manberechne seinen Grad über Q .(f) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe von Q(�; i) über Q durch Angabe von Erzeugen-den und de�nierenden Relationen.K4.103 [Frühjahr 1997] Sei p eine ungerade Primzahl und q eine weitere Primzahl. Setze f := Xp � q .a) Zeigen Sie: Ist z 2 C eine Nullstelle von f , so enthält der Körper Q(z) keine weitere Nullstellevon f .b) Welche Ordnung besitzt die Galoisgruppe von f über Q ?K4.104 [Frühjahr 1999] Sei KjQ eine galoissche Erweiterung vom Grade 55 mit einer Galoisgruppe G , dienicht abelsch ist.Man zeige, dass es genau einen echten Zwischenkörper L von KjQ gibt, der über Q galoissch istund bestimme seinen Grad über Q .K4.105 [Frühjahr 2000] Sei p prim und f(x) = xp�a 2 Q[x] irreduzibel. Zeigen Sie, dass die Galoisgruppevon f(x) über Q isomorph ist zu der Gruppe der Transformationen des Primkörpers IFp von derForm y 7! ky + ` mit k; ` 2 IFp ; k 6= 0 .K4.106 [Herbst 2000]a) Man zeige, dass das Polynom f = X1999 � 2000 irreduzibel über Q ist.b) Man bestimme die Ordnung der Galoisgruppe von f über Q .Au�ösbare GaloisgruppenK4.107 [Herbst 1988]a) Ist K� 3p5� normal über K , wobei K := Q �� 12 + 12p�3� ist?b) Sei L := Q � 4p2� und K := Q � 2p2� . Zeige: LjK und KjQ sind normale Körpererweiterungen,aber LjQ ist es nicht.c) Seien K1 und K2 normale Körpererweiterungen eines Körpers k , und sei L eine gemeinsameKörpererweiterung von K1 und K2 . Zeige:i) K1 �K2 ist normal über k ; (K1 �K2 ist dabei der von K1 und K2 in L erzeugte Körper).ii) K1 \K2 ist normal über k .



4. Galoistheorie 123K4.108 [Herbst 1972] Nach L. Euler gewinnt man den Zerfällungskörper eines biquadratischen Polynomsf(z) = z4 + az2 + bz + cmit Koe�zienten aus einem Körper K dadurch, daÿ man die Quadratwurzeln �i = pti der Nullstellenti der sogenannten kubischen ResolventenR(t) = t3 + 2at2 + (4c� a2)t� b2zum Grundkörper K adjungiert.Man untersuche die Folge der biquadratischen Polynomefn(z) = z4 � z � n für n = 1; 2; 3; : : :aus dem Polynomring Q [z] über dem rationalen Zahlkörper Q . Es bezeichne Gn die Galoisgruppedes zugehörigen Zerfällungskörpers Kn von fn über Q .a) Für welche Werte n ist fn(z) in Q irreduzibel?b) Für welche Werte n ist die Resolvente Rn(t) irreduzibel?c) Man bestimme Ordnung und Struktur der Galoisgruppe Gni. im Falle eines irreduziblen Polynoms fn(z) ,ii. im Falle eines reduziblen Polynoms fn(z) .K4.109 [Frühjahr 1983] Zeigen Sie für das Polynom f = X4 +X + 1 2 Z[X] :a) f hat keine reelle Nullstelle.b) f ist irreduzibel über Q .Hinweis: Reduktion modulo 2c) Ist u+iv (mit u; v 2 IR ) eine Nullstelle von f in C , so ist g = X3�4X�1 das Minimalpolynomvon 4u2 über Q .d) Die Galoisgruppe von f über Q besitzt ein Element der Ordnung 3.e) Sei a eine Nullstelle von f in C . Ist a , als Punkt der Zahlenebene, aus den Punkten 0 und 1mit Zirkel und Lineal konstruierbar (Begründung)?K4.110 [Herbst 1996] Man zeige für das Polynom f = X4 �X + 1 2 Z[X ] :a) f hat keine reelle Nullstelle.b) f ist irreduzibel über Q .Hinweis: Reduktion modulo 2c) Ist u+iv (mit u; v 2 IR ) eine Nullstelle von f in C , so ist g = X3�4X�1 das Minimalpolynomvon 4u2 über Q .d) Die Galoisgruppe von f über Q besitzt ein Element der Ordnung 3.e) Keine Nullstelle a 2 C von f ist, als Punkt der Zahlenebene, aus den Punkten 0 und 1 mitZirkel und Lineal konstruierbar.K4.111 [Frühjahr 1995] Sei F jK eine nichttriviale endliche Galoiserweiterung mit au�ösbarer Galoisgruppe.Zeigen Sie, daÿ es einen Zwischenkörper K � E � F gibt, so daÿ EjK galoissch mit abelscherGaloisgruppe ist.



124 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK4.112 [Herbst 1982] Zeigen Sie: Eine galoissche Erweiterung N jK mit N 6= K , deren Galoisgruppe au�ös-bar ist, besitzt stets eine galoissche Teilerweiterung LjK mit einer Galoisgruppe vom Primzahlgrad.K4.113 [Herbst 1997] Sei LjK eine galoissche Körpererweiterung vom Grad 40. Beweisen Sie, daÿ es Zwi-schenkörper vom Grad 2, 4 und 8 über K gibt, die galoissch über K sind.K4.114 [Herbst 2001] Sei LjK eine galoissche Körpererweiterung mit einer zur alternierenden Gruppe A4isomorphen Galoisgruppe.a) Bestimmen Sie für jedes n 2 IN die Zahl zn der Zwischenkörper Z von LjK mit dem Grad[Z : K] = n .b) Wie viele Zwischenkörper Z von LjK gibt es, für die ZjK eine Galoiserweiterung ist?Begründen Sie Ihre Aussagen.K4.115 [Herbst 2002] Das Polynom f(X) = X6 + 3X3 + 3habe die Nullstelle a 2 C .a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel über Q ist.b) Zeigen Sie, dass Q(a) die dritte Einheitswurzel! = �12 + 12p�3enthält.c) Zeigen Sie, dass Q(a) nicht normal über Q ist.d) Bestimmen Sie den Grad des Zerfällungskörpers von f über Q .K4.116 [Frühjahr 1975]a) Für das Polynom f =Pni=0 aiX i von geradem Grad n = 2m (d.h. an 6= 0) gelte ai = an�i füralle i = 0; : : : ;m . Zeige: Die rationale Funktion X�mf(X) ist ein Polynom in Y = X +X�1vom Grade m .b) Stelle das in a) gesuchte Polynom in Y fürf = X6 + 3X5 + 5X3 + 3X + 1 2 Q[X ]explizit auf, berechne dessen Wurzeln und die Wurzeln von f als Quadratwurzelausdrücke.c) Bestimme die Grade der von den Wurzeln von f über Q erzeugten Körper.d) Zerlege f in Q [X ] und in IR[X ] in irreduzible Faktoren.e) Bestimme die Galoissche Gruppe von f über Q .Nichtau�ösbare GaloisgruppenK4.117 [Herbst 1997] Es sei f(X) = X5 � 5X � 1 2 Q[X ] .a) Beweisen Sie, daÿ f über Q irreduzibel ist.b) Bestimmen Sie die Anzahl der reellen Nullstellen von f .c) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f über Q .



4. Galoistheorie 125K4.118 [Herbst 1999] Die Antworten auf die folgenden Fragen sind mit einer kurzen Begründung zu versehen:a) Gibt es ein irreduzibles Polynom aus Q [X ] , das in C eine doppelte Nullstelle besitzt?b) Gibt es ein irreduzibles Polynom aus K[X ] , das in einem Erweiterungskörper von K eine doppelteNullstelle besitzt, wenn K ein endlicher Körper ist?c) Geben Sie einen Körper K an und ein irreduzibles Polynom aus K[X ] , das im algebraischenAbschluss von K eine doppelte Nullstelle besitzt.d) Geben Sie einen Körper K und ein Polynom 5. Grades aus K[X ] an, das nicht durch Radikaleau�ösbar ist.K4.119 [Herbst 2002] Zu f 2 Q[x] sei Gf die Galoisgruppe von f über Q . Geben Sie � mit Begründung� jeweils ein Beispiel für ein f mit folgender Eigenschaft an:a) Gf ' Z2�Z4b) Gf ' S5 (symmetrische Gruppe auf fünf Elementen)K4.120 [Herbst 1991] Es sei Kjk eine endliche galoissche Körpererweiterung, deren Galoisgruppe isomorphzur symmetrischen Gruppe Sn (n � 2) ist. Man beweise, daÿ K einen und nur einen über kquadratischen Teilkörper enthält.K4.121 [Frühjahr 2003] Sei f ein separables Polynom vom Grad n mit Koe�zienten in einem Körper k .Der Zerfällungskörper K von f über k habe den Grad n! über k . Zeigen Sie, dass f irreduzibelist, und dass die Galoisgruppe von f über k die symmetrische Gruppe Sn ist.K4.122 [Frühjahr 1973] Es sei fk(x) := x5 � kx+ 1 (k 2 Z) :a) Für welche Werte von k ist fk(x) über Q reduzibel?Man gebe in jedem dieser Fälle die zugehörige Primzerlegung an.b) Für welche Werte von k hat die Gleichung fk(x) = 0 genau drei reelle Nullstellen?c) Im Fall k � 3 zeige man, daÿ die Galoisgruppe G der Gleichung fk(x) = 0 über Q einen Zyklusder Länge 5 und eine Transposition enthält. Welche Gruppe ist dann G ?K4.123 [Herbst 2002] Für eine rationale Zahl q 2 Q sei Gq die Galoisgruppe des Polynomsfq(x) = x5 � 2002x+ qüber dem Körper Q der rationalen Zahlen. Zeigen Sie:a) Für unendlich viele q 2 Q ist jGq j = 120 .b) Für unendlich viele q 2 Q ist jGq j ein Teiler von 24.



126 Staatsexamensaufgaben zur Körpertheorie5. Transzendente KörpererweiterungenTranszendente ErweiterungenK5.1 [Herbst 1982] Q[X;Y ] sei der Polynomring in den Unbestimmten X und Y über Q und f :=X3 +X2 � Y 2 .a) Zeigen Sie, daÿ A := Q [X;Y ]=(f) ein Integritätsbereich ist.b) Zeigen Sie, daÿ der Q -Homomorphismus � : Q [X ]! A , bei dem X auf die Restklasse X+(f)abgebildet wird, injektiv ist.c) Ist der Quotientenkörper K von A algebraisch über Q ?K5.2 [Herbst 1991] K(z) sei eine einfache transzendente Erweiterung des Körpers K . Man beweise diefolgenden beiden Aussagen:a) K(z2) ist eine transzendente Erweiterung von K .b) Es gibt unendlich viele Zwischenkörper zwischen K und K(z) .K5.3 [Herbst 1987] K sei ein Körper, f 2 K[X ] ein irreduzibles und separables Polynom vom Grad nund L ein Zerfällungskörper von f über K . Seien a1; : : : ; an die Nullstellen von f in L . Weiterseien bK = K(X1; : : : ; Xn) und bL = L(X1; : : : ; Xn) die Körper der rationalen Funktionen in nUnbestimmten X1; : : : ; Xn über K bzw. L . Beweisen Sie:a) bL ist eine Galoiserweiterung von bK .b) Für jedes Element � der Galoisgruppe Aut(bL; bK) von bL über bK gilt: �(L) � L .c) Aut(bL; bK) ' Aut(L;K) .d) Sei g := a1X1 + : : :+ anXn und � 2 Aut(bL; bK) . Gilt �(g) = g , so ist � die Identität auf bL .e) bL = bK(g) .K5.4 [Frühjahr 2002] Sei K(t) der Körper der rationalen Funktionen in einer Unbestimmten über einemKörper K , und sei f 2 K(t) nicht konstant. Schreiben Sie f = gh mit g; h 2 K[t] und ggT(g; h) = 1 .Zeigen Sie:a) Das Polynom h(X) � f � g(X) 2 K(f)[X ] ist irreduzibel.b) Genau dann ist K(f) = K(t) , wenn f von der Formf = at+ bct+ d (a; b; c; d 2 K ; ad� bc 6= 0)ist.c) Die Automorphismengruppe von K(t) über K ist isomorph zur FaktorgruppeGL(2;K).��� 00 �� ; � 6= 0�



5. Transzendente Körpererweiterungen 127Inseparable ErweiterungenK5.5 [Herbst 1991] Es sei K ein Körper der Charakteristik p (p eine Primzahl) und L = K(t) eineeinfache transzendente Erweiterung. Man beweise, daÿ das Polynom Xp � t über L irreduzibel undinseparabel ist.K5.6 [Frühjahr 1992] Es sei F ein endlicher Körper, z transzendent über F und K = F (z) .a) Warum gibt es keine irreduziblen inseparablen Polynome in F [X ] ?b) Geben Sie ein irreduzibles inseparables Polynom in K[X ] an (mit Begründung!).K5.7 [Frühjahr 1973] Sei P ein Primkörper der Charakteristik p > 0 und sei L := P (y; z) der Körperder rationalen Funktionen in den Unbestimmten y und z mit Koe�zienten in P . Zeige:a) Das Polynom Xp � y 2 L[X ] hat nur eine (und folglich p -fache) Nullstelle in einem Zerfällungs-körper und ist irreduzibel.b) Sei � Nullstelle von Xp � y und sei 
 Nullstelle von Xp � z . Gib eine Basis von L(�; 
) überL an.c) Sei a 2 L(�; 
); a =2 L . Gib eine Basis von L(a) über L an.d) Gib unendlich viele verschiedene Zwischenkörper zwischen L und L(�; 
) an.K5.8 [Frühjahr 1978] Sei P ein Primkörper der Charakteristik p > 0 und sei L := P (y; z) der Körperder rationalen Funktionen in den Unbestimmten y und z mit Koe�zienten in P . Zeige:a) Das Polynom Xp � y 2 L[X ] hat nur eine (und folglich p -fache) Nullstelle in einem Zerfällungs-körper und ist irreduzibel.b) Sei � Nullstelle von Xp � y und sei 
 Nullstelle von Xp � z . Gib eine Basis von L(�; 
) überL an.c) Sei a 2 L(�; 
); a =2 L . Gib eine Basis von L(a) über L an.d) Gib unendlich viele verschiedene Zwischenkörper zwischen L und L(�; 
) an.Galoistheorie in K(t)K5.9 [Herbst 1978] Sei k ein Körper und K := k(x) der Körper der rationalen Funktionen in der Unbe-stimmten x über k . Jedes Element von K hat also die Form f(x)g(x) mit teilerfremden f(x); g(x) 2k[x] . Der Grad von f(x)g(x) sei das Maximum der Grade von f(x) und g(x) . Benützen Sie im weiterenfolgenden Satz:Satz: Ist u = f(x)g(x) 2 K vom Grad n > 0 , so ist [K : k(u)] = n .a) Zeigen Sie:i. Für u 2 K gilt K = k(u) genau dann, wenn u von der Formax+ bcx+ d ; a; d; b; c 2 k mit ad� bc 6= 0ist.



128 Staatsexamensaufgaben zur Körpertheorieii. Die Gruppe G derjenigen Automorphismen von K , die k elementweise festlassen, ist iso-morph zur Gruppe der gebrochenen linearen Substitutionenx 7! ax+ bcx+ d mit a; b; c; d 2 k und ad� bc 6= 0 :b) Sei im weiteren k der Körper mit 2 Elementen, also gleich Z=2Z. Man identi�ziere die Automor-phismengruppe G aus 1b) mit der Gruppe der gebrochenen linearen Substitutionen.i. Zeigen Sie jGj = 6 .ii. Seien die Elemente �; �; 
 2 G de�niert durch� : x 7! x+ 1 ; � : x 7! 1x ; 
 : x 7! 1 + 1x :Zeigen Sie G = h�; �i = h�; 
i = h�; 
i( h : : : i = Erzeugnis).iii. h
i ist ein Normalteiler von G .c) Sei die Situation wie in b). Für eine Untermenge U von G seiFixU := fa 2 K ; �(a) = a 8� 2 Ggder Fixkörper von U in K .i. Für welches F 2 fFix�;Fix�;Fix 
;FixGg ist KjF galoissch? Gibt es noch weitere Zwi-schenkörper k � F � K , so daÿ KjF galoissch ist?ii. Zeigen Sie Fix 
 = k(u) , wobei u das Element x3 + x2 + 1x3 + x+ 1 ist.iii. Bestimmen Sie Fix� und Fix� (vergleiche ii.).iv. Zeigen Sie, daÿ Fix 
 unter G invariant ist. Zeigen Sie �jFix 
 = �jFix 
 .v. Bestimmen Sie mit Hilfe von iv. den Körper FixG (vergleiche ii.).d) Beweisen Sie den anfangs formulierten Satz.Anleitung: Zeige, daÿ das Polynom f(X) � ug(X) in k(u)[X] (X Unbestimmte, ggT(f; g) = 1 )irreduzibel ist.K5.10 [Frühjahr 1994] Es sei K ein Körper, L = K(x) sei der Körper der rationalen Funktionen über K .Die Elemente � und � von Aut(LjK) seien durch �(x) = 1�x und �(x) = 1x de�niert, sie erzeugeneine Gruppe H der Ordnung 6. (Das ist nicht nachzuweisen.) Man setzty = (x2 � x+ 1)3x2(x� 1)2 2 L :Zeigen Sie: Der Fixkörper von H ist K(y) .K5.11 [Frühjahr 1999] Der Körper Q (t) der rationalen Funktionen über Q hat zwei Automorphismen�; � mit �(t) = 1t und �(t) = 1 � t . Es sei G die von diesen beiden Automorphismen erzeugteUntergruppe von Aut Q(t) und F der Fixkörper von G .a) Bestimmen Sie die Ordnung und die Struktur von G .b) Wie viele Zwischenkörper hat die Erweiterung Q(t)jF und was sind deren Grade über F ? (Be-gründung!)



5. Transzendente Körpererweiterungen 129K5.12 [Herbst 1984] Es seien K ein Körper, x eine Unbestimmte und n eine ganze Zahl � 1 .a) Bestimmen Sie alle Automorphismen von K(x) , die K(xn) elementweise festlassen. Ihre Mengesei G .b) Ermitteln Sie die Struktur der Gruppe G .c) Beschreiben Sie den Fixkörper F� jedes Elements � aus G .d) Geben Sie den Fixkörper F von G und alle Teilkörper von K(x) an, die F enthalten.e) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür an, daÿ K(x) über K(xn) galoisschist.K5.13 [Herbst 1987] Sei H [T ] der Polynomring in der Unbestimmten T über einem Körper H der Cha-rakteristik p > 2 und sei L := H(T ) der Quotientenkörper von H [T ] . Ferner seien g1 und g2 dieKörperautomorphismen von LjH , die durchg1(T ) = �T ; g2(T ) = 1� Tbestimmt sind.a) Zeigen Sie: Die von g1 und g2 erzeugte Untergruppe G von Aut(L) hat die Ordnung 2p . IstG abelsch?b) Sei K der Fixkörper von G in L . Zeigen Sie, daÿ (Xp�X)2 � (T p� T )2 das Minimalpolynomvon T in K[X ] ist. Geben Sie auch das Minimalpolynom von 1� T an.c) Die Körperautomorphismen g1 und g2 von LjK sind auch Endomorphismen von L als K -Vektorraum (d.h. K -lineare Abbildungen von L nach L ). Bestimmen Sie die Minimalpolynomevon g1 und g2 .d) Geben Sie die Eigenvektorräume von g1 und g2 an.K5.14 [Herbst 2003] Gegeben sei das Element z = X2 +X�2 des rationalen Funktionenkörpers Q(X) .a) Zeigen Sie, dass Q(X) über Q(z) endlich vom Grad � 4 ist.b) Bestimmen Sie die Gruppe aller Automorphismen von Q(X) , die z festlassen.c) Zeigen Sie, dass Q(X) über Q(z) galoissch ist und geben Sie alle Körper zwischen Q(X) undQ(z) an. Galoistheorie über K(t)K5.15 [Frühjahr 1987] K = Q(t) sei der Körper der rationalen Funktionen in der Unbestimmten t überQ .a) Zeigen Sie, daÿ das Polynom f := Xn � t 2 K[X ] irreduzibel ist.b) Bestimmen Sie die Einheitswurzeln in K .c) Sei L der Zerfällungskörper von f über K . Bestimmen Sie die Galoisgruppe von LjK .



130 Staatsexamensaufgaben zur KörpertheorieK5.16 [Frühjahr 1988] K sei ein endlicher Körper und K(t) der Körper der rationalen Funktionen in einerUnbestimmten t über K .a) Gibt es zu jedem n � 1 ein irreduzibles Polynom n -ten Grades über K ?b) Gibt es ein irreduzibles Polynom über K(t) , das im algebraischen Abschluÿ von K(t) mehrfacheNullstellen besitzt?c) Gibt es ein irreduzibles Polynom über Q , das in C eine doppelte Nullstelle besitzt?Begründen Sie jeweils Ihre Antwort.K5.17 [Frühjahr 1995] Sei x transzendent über einem Körper k .a) Man zeige: k(x) ist eine algebraische Erweiterung von k� x3x+1� .b) Man bestimme das Minimalpolynom von x über k� x3x+1� .
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132 Staatsexamensaufgaben zur Zahlentheorie1. Elementare Zahlentheorie in ZZ1.1 [Frühjahr 1977] Es sei n1; n2; n3; : : : eine additiv abgeschlossene, streng monotone Folge natürlicherZahlen. Es gebe ein g 2 IN mit ng = 2g . Man beweise die UngleichunggXi=1 ni � g(g + 1) :Man zeige, daÿ hierin das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn ni = 2i für 1 � i � g ist.Anleitung: Man ordne die nicht in der Folge vorkommenden natürlichen Zahlen < 2g nach Restklassenmod n1 und schätze ihre Summe nach oben ab.TeilbarkeitZ1.2 [Frühjahr 1975] Eine Zahl p 2 IN heiÿt eine Primzahl, wenn p 6= 1 und p in IN nur die Teiler pund 1 besitzt.a) Zeige: Ist a 2 IN; a > 1 , dann gibt es eine Primzahl p mit p j a (p Teiler von a ).(Beachte: Die eindeutige Primzahlpotenzzerlegung der natürlichen Zahlen steht noch nicht zurVerfügung)b) Zeige: p 2 IN ist genau dann eine Primzahl, wenn für beliebige a; b 2 IN aus p j ab stets folgt:p j a oder p j b .Hinweis: Benutze die Wohlordnungseigenschaft von IN .c) Beweise die eindeutige Primzahlpotenzzerlegung der ganzen Zahlen: Jede ganze Zahl z 2 Z ,z 6= 0 , z 6= �1 läÿt sich eindeutig in der Formz = (�1)pn11 : : : pnttschreiben, wobei p1; : : : ; pt paarweise verschiedene Primzahlen sind und alle ni � 1 für i =1; : : : ; t .Z1.3 [Frühjahr 2001] Bestimmen Sie alle Tripel (a; b; c) paarweise verschiedener natürlicher Zahlen, derart,dass jede dieser drei Zahlen die Summe der beiden anderen teilt.Z1.4 [Herbst 2002] Geben Sie eine natürliche Zahl n an, so daÿ n! im Dezimalsystem mit genau 2002Nullen endet!Z1.5 [Frühjahr 1980] Beweisen Sie, daÿ p2 irrational ist.Z1.6 [Frühjahr 1981] Seien p1; : : : ; pr verschiedene Primzahlen und m 2 IN ; m � 2 . Zeige: mpp1 : : : prist irrational.Z1.7 [Herbst 1974] Zeigen Sie: Die Zahl 2k � 1 ist nur dann eine Primzahl, wenn k eine Primzahl ist.Eine Primzahl der Form 2k � 1 heiÿt eine Mersennesche Primzahl.Z1.8 [Frühjahr 1983] Beweisen Sie die folgenden Aussagen:a) Ist 2n � 1 eine Primzahl, dann auch n .b) Ist 2n + 1 eine Primzahl, dann ist n eine Potenz von 2.



1. Elementare Zahlentheorie in Z 133Z1.9 [Herbst 1990] Beweisen Sie: Sind m und n zwei verschiedene natürliche Zahlen, so sind 22m + 1und 22n + 1 teilerfremd.Z1.10 [Herbst 1996] Zeigen Sie, daÿ die Fermatzahlen Fn = 22n+1 paarweise teilerfremd sind, z.B. mittelseiner Zerlegung von Fn+k � 2 , und folgern Sie daraus den Satz von Euklid, daÿ es unendlich vielePrimzahlen gibt.Z1.11 [Herbst 1988] Beweisen Sie die folgende Aussage:Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit der Eigenschaft, daÿ 6 kongruent zu einem Quadrat modulop ist.Hinweis: Modi�zieren Sie den Beweis Euklids, daÿ es unendlich viele Primzahlen gibt.Z1.12 [Frühjahr 1989]a) K sei ein Körper der Charakteristik 6= 2 . Es soll gezeigt werden, daÿ die Lösungsmenge C � K2der Gleichung X2 + Y 2 = 1 aus (0; 1) und den Punkten� 2tt2 + 1 ; t2 � 1t2 + 1� mit t 2 K ; t2 + 1 6= 0besteht. Betrachten Sie hierzu alle Geraden in K2 durch (0;�1) und ihre Schnittpunkte mit C .b) Ein Tripel (a; b; c) 2 Z3 heiÿt pythagoräisch, wenn a2 + b2 = c2 . Im folgenden sei (a; b; c) einpythagoräisches Tripel, wobei a; b; c 2 Z n f0g teilerfremd sind. Zeigen Sie:1) a und b sind nicht beide gerade und nicht beide ungerade.2) Ist a gerade, so gibt es Zahlen u; v 2 Z mit(a; b; c) = (2uv; u2 � v2; u2 + v2) :3) Jedes Tripel (2uv; u2 � v2; u2 + v2) mit u; v 2 Z ist pythagoräisch.Lineare KongruenzenZ1.13 [Herbst 1976] Seien m1; : : : ;mr paarweise teilerfremde natürliche Zahlen 6= 1 , sei n = m1m2 �: : :�mrund ni = nmi für i = 1; : : : ; r .a) Zeige: Die Gleichung n1X1 + n2X2 + : : :+ nrXr = 1 ist in ganzen Zahlen lösbar.b) Zeige: Es gibt genau einen Ringisomorphismus' : Z=nZ! Z=m1Z�Z=m2Z� : : :�Z=mrZ :c) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Urbildern '�1(0; : : : ; 0; 1 + miZ; 0; : : : ; 0) , i =1; : : : ; r , und einer Lösung der Gleichung in a)?d) Zeige: Die Einheitengruppe (Z=nZ)� von Z=nZ ist isomorph zu dem direkten Produkt(Z=m1Z)�� : : :� (Z=mrZ)�der Einheitengruppen von Z=m1Z; : : : ;Z=mrZ .e) Stelle die Einheitengruppe von Z=168Z als direktes Produkt zyklischer Untergruppen von Prim-zahlpotenzordnung dar.



134 Staatsexamensaufgaben zur ZahlentheorieZ1.14 [Frühjahr 1980] Man bestimme alle Lösungen x 2 Z des Kongruenzensystemsx � 7 mod 12x � 11 mod 20 :Z1.15 [Frühjahr 1982] Beantworten Sie die folgenden Fragen und begründen Sie Ihre Antwort.a) Wie lautet die letzte Zi�er in der 12-adischen Darstellung von 21000 ?b) Gibt es Zahlen x; y 2 Z mit 264x+ 195y = 12?c) Gibt es Zahlen a; b 2 Z , so daÿ das Kongruenzensystemx � a mod 6x � b mod 15keine Lösung in Z hat?Z1.16 [Herbst 1983]a) Man beweise: Die Kongruenz ax+ by � c ( mod n)ist für die ganzen Zahlen a; b; c und die natürliche Zahl n genau dann lösbar, wennggT(a; b; n) ein Teiler von c ist :b) Ist die Kongruenz 23707x+ 33673y � 1831 ( mod 47867)lösbar?Z1.17 [Herbst 1986] Berechnen Sie alle x 2 Z , welche die Kongruenzenx � 7 mod 8 ; x � 2 mod 9 ; x � �1 mod 5gleichzeitig lösen.Z1.18 [Frühjahr 1988] Berechnen Sie alle Zahlen x 2 Z , die die folgenden Kongruenzen gleichzeitig erfüllen:x � 5 mod 8x � 4 mod 9x � 3 mod 5 :Höhere KongruenzenZ1.19 [Frühjahr 1976] Ist die Gleichung 1001x2 + 1000y = 999mit ganzen Zahlen x; y 2 Z lösbar?Z1.20 [Herbst 1979] Ist die Gleichung 2x + x2 = 7y3 in natürlichen Zahlen x; y lösbar?



1. Elementare Zahlentheorie in Z 135Z1.21 [Frühjahr 1994] Man bestimme alle Lösungen der Kongruenz3x2 � 2x+ 9 � 0 ( mod 35) :Z1.22 [Herbst 1998] Wieviele Lösungen besitzt die Kongruenzx2 � 9 mod 1386im Bereich f0; 1; : : : ; 1385g ?Z1.23 [Frühjahr 1999] Man beweise oder widerlege die Behauptungx200 � x8 mod 221 für alle x 2 Z :Z1.24 [Frühjahr 1998]a) Man zeige, daÿ die Gleichung x2 + y2 + z2 = 7 unlösbar in ganzen Zahlen x; y; z 2 Z ist.b) Man zeige, daÿ eine Zahl n 2 Z mit n � 7 mod 8in Z nicht Summe von drei Quadraten ist.Z1.25 [Frühjahr 2003] Geben Sie drei Körper mit verschiedenen Charakteristiken an, für die die binomischeFormel (a+ b)5 = a5 + b5für alle Körperelemente a; b gilt. Lineare GleichungenZ1.26 [Frühjahr 1984] Finden Sie eine ganzzahlige 3 � 3 -Matrix mit Determinante 1, deren erste Zeile 4,10, 15 lautet.Z1.27 [Herbst 1994] Sei x ein Geldbetrag (in Mark und Pfennig) unter 100 Mark mit folgender Eigenschaft:Vertauscht man Mark- und Pfennigbeträge miteinander und zieht 5 Pfennig ab, so erhält man dasDoppelte von x . Wie groÿ ist x ? Struktur von Z=nZZ1.28 [Frühjahr 1975]a) Zeige: Z ist ein Hauptidealring.b) Zeige: Sind a; b 2 Z und ist c ein gröÿter gemeinsamer Teiler von a und b , dann gibt es x; y 2 Zmit ax+ by = c .c) Gib alle maximalen und minimalen Ideale von Z an.d) Gib alle maximalen und minimalen Ideale des Ringes Z=12Z an.e) Bestimme Ideale A und B von R := Z=12Z mitR = A+B ; A \ B = 0 ; A 6= R ; B 6= R :f) Zeige für n 2 IN : Der Ring Z=nZ ist genau dann ein Körper, wenn n eine Primzahl ist.



136 Staatsexamensaufgaben zur ZahlentheorieZ1.29 [Herbst 1975] Für jede Primzahl p berechne man die Anzahl a(p) der p -ten Potenzen in demRestklassenring Z=375Z.Z1.30 [Frühjahr 1979] R sei ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal I von R mit I 6= R heiÿt primär ,wenn in R=I jeder Nullteiler nilpotent ist. Welches sind die Primärideale 6= (0) des Rings Z derganzen Zahlen? (mit Beweis!)Z1.31 [Herbst 1981] Zu einem Ideal A in einem kommutativen Ring R de�niert man das Radikal r(A)durch r(A) = fr ; r 2 R ; rn 2 A für ein geeignetes n 2 INg :Für welche Ideale in Z gilt r(A) = A ?Z1.32 [Frühjahr 1998]a) Zeigen Sie, daÿ in dem Ring Z=81Z jeder Nullteiler nilpotent und jeder Nichtnullteiler invertierbarist.b) Gelten diese Aussagen auch in dem Ring Z=100Z?Z1.33 [Frühjahr 1983] Für den Ring R := Z=(420) bestimme man die Anzahla) aller Ideale, aller Primideale und aller maximalen Ideale,b) aller idempotenten und aller nilpotenten Elemente,c) aller Einheiten und aller Nullteiler.Die Antworten sind zu begründen.Z1.34 [Herbst 1993] Sei R := Z=100 000Z der Ring der ganzen Zahlen modulo 100 000 .a) Bestimmen Sie alle nilpotenten und alle idempotenten Elemente von R sowie die Anzahl derNullteiler von R .b) Geben Sie alle Primideale und alle maximalen Ideale von R an.c) Bestimmen Sie die Struktur der Einheitengruppe von R durch Angabe ihrer invarianten Faktoren.Z1.35 [Frühjahr 1997]a) Beweisen Sie, daÿ die Abbildung� : � Z=9Z� Z=5Z �! Z=45Z(a mod 9 ; b mod 5) 7�! 10a� 9b mod 45wohlde�niert und ein Ringisomorphismus ist.b) Bestimmen Sie den zu � inversen Isomorphismus.c) Bestimmen Sie alle nilpotenten Elemente von Z=45Z.Z1.36 [Frühjahr 2000] Bestimmen Sie die Anzahl der Ideale, der Primideale, der Einheiten, der Nullteilerund der nilpotenten Elemente im Ring Z=2000Z.Struktur von (Z=nZ)�Z1.37 [Herbst 1981] Es ist ein kommutativer Ring R gesucht, in dem das Polynom X2 + 1 mehr als vierverschiedene Nullstellen hat.



1. Elementare Zahlentheorie in Z 137Z1.38 [Frühjahr 1985]a) Bestimme x 2 IN; 1 � x � 30 , so daÿ die Restklasse 	x im Ring Z=(30) eine Einheit der Ordnung4 ist.b) Ist die Einheitengruppe von Z=(30) zyklisch?Z1.39 [Frühjahr 1996] Es sei a eine zu 10 teilerfremde natürliche Zahl. Man zeige, daÿ unendlich viele derDezimalzahlen 1, 11, 111, 1111, : : : durch a teilbar sind.Z1.40 [Frühjahr 1998]a) Sei p ein Primteiler der natürlichen Zahl n . Zeigen Sie, daÿ die Einheitengruppe des RingesZ=nZ ein Element der Ordnung p� 1 enthält.b) Beweisen Sie, daÿ in der Einheitengruppe von Z=nZ genau dann e2 = 1 für jede Einheit e gilt,wenn n ein Teiler von 24 ist.Z1.41 [Herbst 1999]a) Sei p eine ungerade Primzahl und � 2 Z; � > 0 . Zeigen Sie, dass die Gleichung X2 = 1 im RingZ=(p�) genau zwei Lösungen besitzt.b) Sei n = p�11 � : : : �p�ss mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen pi und positiven ganzenZahlen �i (i = 1; : : : ; s) . Ferner sei a eine Einheit des Rings Z=(n) . Zeigen Sie, dass dieGleichung X2 = a in Z=(n) entweder keine oder genau 2s verschiedene Lösungen besitzt.Z1.42 [Frühjahr 2000] Bestimmen Sie den Isomorphietyp der primen Restklassengruppe modulo 360, undgeben Sie hierin explizit ein Element n+ 360Z maximaler Ordnung an.Z1.43 [Herbst 2000] Wie viele Elemente x mit der Eigenschaft x2 = x hat der Ring Z=15015Z? GebenSie vier solche Elemente explizit an.Zahlentheoretische FunktionenZ1.44 [Frühjahr 1977] Es sei � die bekannte Eulersche Funktion. Für natürliche Zahlen a und b sei mitggT(a; b) der gröÿte gemeinsame Teiler bezeichnet. Für n 2 IN de�niereh(n) :=Xdjn �� ggT�d; nd�� :a) Man zeige, daÿ h multiplikativ ist, d.h. es ist h(mn) = h(m)h(n) für teilerfremde m und n .b) Man berechne h(pn) für Primzahlen p und natürliche Zahlen n .c) Man berechne h(432) .Z1.45 [Frühjahr 1989] Für welche natürlichen Zahlen n ist �(n) ungerade?Hinweis: Die Eulersche � -Funktion ist de�niert als �(n) = Zahl der invertierbaren Elemente im RingZ=nZ.Z1.46 [Frühjahr 1985] Es sei p eine Primzahl und 1 < n 2 IN . Man zeige:a) Es gibt genau dann ein 0 < m 2 IN , so daÿ n j pm � 1 , wenn p - n .(p j a : p teilt a ; p - n : p teilt n nicht)b) Ist p - n , dann gibt es sogar ein 0 < m 2 IN mit m j �(n) und n j pm � 1 .(� = Eulersche � -Funktion)



138 Staatsexamensaufgaben zur ZahlentheorieZ1.47 [Frühjahr 1981]a) Zeige: 30 teilt n5 � n für alle n 2 Z .b) Es bezeichne � die Eulersche Phi-Funktion.Man �nde alle m 2 IN , für die �(m) ein Teiler von m ist.BruchrechnungZ1.48 [Herbst 1976] Sei n 6= 1 eine zu 10 teilerfremde natürliche Zahl. Zeige: Die Periode in der Dezi-malbruchentwicklung von 1n ist gleich der Ordnung des Elementes 10 + nZ in der Einheitengruppe(Z=nZ)� .Z1.49 [Frühjahr 1989] Sei N = 1 + 10n . Welche Länge hat die Periode des Dezimalbruchs für 1N ?Z1.50 [Frühjahr 1982] Sei p eine Primzahl. Man zeige:a) Z(p) := n rs 2 Q ; s 6� 0 mod po ist Integritätsring.b) p � Z(p) := np � rs 2 Q ; s 6� 0 mod po ist das einzige maximale Ideal in Z(p) .c) Z(p)=p � Z(p) ' Z=(p) .Z1.51 [Frühjahr 1991] Sei Q die Menge der rationalen Zahlen. Sei M eine Teilmenge der natürlichenZahlen, die die 1 enthält. SeiQM := nab 2 Q ; a 2 Z ; b 2M ; a und b teilerfremdo :Zeigen Sie:a) QM ist genau dann eine Gruppe unter der Addition, eine sogenannte rationale Gruppe, wennM alle Teiler und alle kleinsten gemeinsamen Vielfachen seiner Elemente enthält.b) Eine solche rationale Gruppe QM ist genau dann ein Teilring von Q , wenn M multiplikativabgeschlossen ist.Z1.52 [Herbst 1992] Es sei R der folgende Teilring des Körpers der rationalen ZahlenR = nab ; a; b 2 Z ; ggT(b; 10) = 1o :a) Man bestimme die Einheitengruppe von R .b) Man bestimme alle Ideale von R und zeige, daÿ R ein Hauptidealring ist.c) Man bestimme alle irreduziblen Elemente von R bis auf Assoziierte.Z1.53 [Frühjahr 1994] Sei p eine Primzahl. Dazu werde die MengeZ(p) := nab ; b 2 IN ; a 2 Z ; ggT(a; b) = 1; ggT(b; p) = 1obetrachtet. Zeigen Sie:a) Z(p) ist ein Unterring mit Eins von Q .b) mp := fab ; p teilt a und nicht bg ist das einzige maximale Ideal in Z(p) .c) Z(p)=mp ist isomorph zu IFp , dem Körper mit p Elementen. Geben Sie den Isomorphismus an.



2. Ganze algebraische Zahlen 1392. Ganze algebraische Zahlen GrundlagenZ2.1 [Frühjahr 1981] Q sei der algebraische Abschluÿ von Q im Körper C der komplexen Zahlen.x 2 Q heiÿt ganze algebraische Zahl, wenn ein Polynom f = Xn + a1Xn�1 + : : : + an 2 Z[X]existiert mit n > 0 und f(x) = 0 . Zeigen Sie:a) Das Minimalpolynom von x über Q ist in Z[X] enthalten.b) Für jede ganze algebraische Zahl x sind auch die zu x über Q konjugierten Zahlen ganz alge-braisch.Z2.2 [Frühjahr 1992] Eine Zahl a 2 C heiÿt ganz-algebraisch, wenn a Nullstelle eines Polynoms aus Z[X]ist mit höchstem Koe�zienten 1, d.h. f(a) = 0 mitf = Xn + fn�1Xn�1 + : : :+ f1X + f0 ; fi 2 Z :Es sei A := fa 2 C ; a ist ganz-algebraischg :Zeigen Sie:a) Ist z 2 C algebraisch über Q , dann gibt es ein q 2 Z mit q 6= 0 und qz 2 A .b) Es gilt A \ Q = Z .c) a 2 A () Z[a] liegt in einer endlich erzeugten additiven Untergruppe von C .(Man kann für die Implikation von rechts nach links beispielsweise verwenden, daÿ Untergruppenendlich erzeugter abelscher Gruppen stets endlich erzeugt sind.)d) A ist ein Unterring von C .Der Ring der vierten EinheitswurzelnZ2.3 [Frühjahr 1993] Zeigen Sie, daÿ der Ring der Gauÿschen ZahlenZ[i] = fa+ bi ; a; b 2 Zg ; i = p�1 ;aus genau denjenigen Elementen des Körpers Q(i) besteht, die einer normierten GleichungX2 + cX + d = 0mit ganzen Koe�zienten c; d 2 Z genügen.Z2.4 [Frühjahr 2003] Sei R := Z+iZ der Ring der ganzen Gauÿschen Zahlen mit i2 = �1 und a := 1+2i .Zeigen Sie, dass der Faktorring R=aR ein Körper mit fünf Elementen ist.Z2.5 [Frühjahr 1978] Bestimmen Sie einen gröÿten gemeinsamen Teiler von a = 31� 2i und b = 6 + 8iim Ring Z[i] der ganzen Gauÿschen Zahlen.Z2.6 [Herbst 1990] Zerlegen Sie 2, 3 und 5 im Ring Z[i] der Gauÿschen ganzen Zahlen in Primfaktoren.



140 Staatsexamensaufgaben zur ZahlentheorieZ2.7 [Herbst 1984] Sei Z[i] der (euklidische) Ring der ganzen Gauÿschen Zahlen. Zeigen Sie in elementarerWeise für die Primzahl p :a) p ist genau dann zerlegbar in Z[i] , wenn p die Summe zweier Quadrate ist (p = a2 + b2 mita; b 2 Z ).b) Ist p 6= 2 zerlegbar, so wird p� 1 von 4 geteilt.Z2.8 [Herbst 1988] Entscheiden Sie, ob es rationale Zahlen a; b gibt, die die Bedingunga2 + b2 = 1988erfüllen, und begründen Sie Ihre Entscheidung.Z2.9 [Frühjahr 2003] Sei p eine Primzahl � 1 mod 4 . Zeigen Sie:a) Es gibt eine natürliche Zahl x mit x2 � �1 mod p .b) p ist kein Primelement im Hauptidealring Z[ i ] der ganzen Gauÿschen Zahlen.c) Es gibt natürliche Zahlen x; y mit p = x2 + y2 .Z2.10 [Herbst 2003] Sei R = Z+ Zi der Hauptidealring der ganzen Gauÿschen Zahlen mit i2 = �1 , seiN : R! Z die komplexe Norm N(a+ bi) = a2 + b2 .a) Zeigen Sie, dass 11 ein Primelement und 13 kein Primelement in R ist.b) Zeigen Sie, dass 11R ein maximales Ideal in R ist, und zerlegen Sie 13R in ein Produkt von zweimaximalen Idealen.c) Welche Ordnung und welche Struktur hat die Gruppe (R=11R)� der teilerfremden Restklassenmodulo 11 in R ?d) Welche Ordnung und welche Struktur hat die Gruppe (R=13R)� der teilerfremden Restklassenmodulo 13 in R ?Hinweis: Der Chinesische Restsatz kann nützlich sein.Der Ring der dritten EinheitswurzelnZ2.11 [Frühjahr 1988] Der Unterring Z[!] = fa + b! ; a; b 2 Zg , ! = �1+p�32 primitive dritte Einheits-wurzel, von Q(p�3) ist abgeschlossen unter komplexer Konjugation a+ b! 7! a+ b! und versehenmit der Normabbildung N(a+ b!) = (a+ b!)(a+ b!) = a2 � ab+ b2ein euklidischer Ring (Dies ist nicht zu beweisen).a) Zeige, daÿ ein Element y in Z[!] genau dann eine Einheit ist, wenn N(y) = 1 gilt. Bestimmealle Einheiten des Ringes Z[!] .b) Zeige: Ist x 2 Z[!] ein Primelement, so gibt es eine Primzahl p aus Q mit N(x) = p oderN(x) = p2 . Falls N(x) = p2 gilt, so ist x assoziiert zu p ; falls N(x) = p gilt, so ist x zu keinerPrimzahl q assoziiert.c) Zeige: Gilt N(z) = p für ein Element z aus Z[!] , wobei p eine Primzahl ist, so ist z einPrimelement in Z[!] .d) Zeige: Ist p eine Primzahl, die kongruent zu 2 modulo 3 ist, so ist p als Element in Z[!] einPrimelement.



2. Ganze algebraische Zahlen 141Der Ring des goldenen SchnittsZ2.12 [Herbst 1977] Man betrachte den Unterring R = Z[!] von IR mit! = 12�1 +p5� :Man zeige:a) Jedes z 2 R läÿt sich auf genau eine Weise in der Formz = a+ b!mit ganzen Zahlen a und b darstellen.b) Sei 	! := 12�1 � p5� . Dann ist für z = a + b! 2 R n f0g mit a; b 2 Z die Norm N(z) :=j(a+ b!)(a+ b	!)j von z eine von 0 verschiedene natürliche Zahl.c) Es gilt N(z1z2) = N(z1) � N(z2) für z1; z2 2 R :Genau dann ist z 2 R Einheit, wenn N(z) = 1 ist.d) Man zeige: R bildet mit der Funktion N : R n f0g ! IN einen euklidischen Ring, d.h. zu zweiElementen z; w 2 R n f0g gibt es u; v 2 R mitz = uw + v ;wobei v = 0 oder N(v) < N(w) ist.Hinweis: Das Element zw aus dem Quotientenkörper von R schreibe man in der Formzw = u+ (x+ y!)mit einem u 2 R und rationalen Zahlen x; y , deren Betrag kleiner oder gleich 12 ist.e) Euklidische Ringe sind bekanntlich Hauptidealringe; insbesondere gilt der Satz von der eindeutigenPrimfaktorzerlegung. Man zeige durch Normbetrachtungen:i) Eine Primzahl p 2 IN betrachtet als Element von R , ist � bis auf Einheiten � Produkt vonhöchstens zwei Primelementen aus R .ii) 2 ist auch in R Primelement.iii) Auÿer p = 5 enthält keine Primzahl p einen quadratischen Primfaktor in R .Hinweis: Sei z = a + b! quadratischer Primfaktor von p ; dann teilt p sowohl z2 als auch N(z) =14 j(2a + b)2 � 5b2j .iv) Genau dann ist eine Primzahl p 6= 2; 5 Produkt zweier nichtassoziierter Primelemente von R ,wenn 5 Quadratrest modulo p ist.f) Die Primfaktorzerlegungen von 11 und 19 in R gebe man explizit an.g) Man zeige: Der Unterring S := Z[p5] von R ist kein Hauptidealring.



142 Staatsexamensaufgaben zur ZahlentheorieSonstige faktorielle quadratische ZahlringeZ2.13 [Frühjahr 1986] Es sei R der Unterring von Q (p�2) aller Zahlen der Form a+ bp�2 mit a; b 2 Z .Für x 2 Q(p�2) sei N(x) := x � 	x gesetzt, wobei 	x die zu x konjugiert-komplexe Zahl bezeichnet.a) Man beweise, daÿ die Funktion N folgende Eigenschaften hat:N(x) 2 IN für alle x 2 R ; x 6= 0 :N(0) = 0 ; N(1) = 1 ; N(xy) = N(x)N(y) :b) Man beweise, daÿ ein Element x 2 R genau dann eine Einheit in R ist, wenn N(x) = 1 ist. Manbestimme alle Einheiten von R .c) Man beweise, daÿ zu jedem x 2 Q(p�2) ein y 2 R existiert mit N(x� y) � 34 .d) Man beweise, daÿ R bezüglich der Funktion N ein euklidischer Ring ist.e) Man beweise, daÿ 19 in R zerlegbar ist.Z2.14 [Herbst 1998] Betrachten Sie das GitterR = �n+m1 +p�72 ; n;m 2 Z�in der komplexen Ebene C .a) Zeigen Sie, dass R ein Ring ist.b) Sei d(z;R) = minfjz � rj ; r 2 Rgder Abstand einer komplexen Zahl z vom Gitter R . Bestimmen Sie das Maximum dieser Ab-stände, also d = maxz2C d(z;R) ;und zeigen Sie d < 1 .c) Folgern Sie aus b), dass R ein euklidischer Ring ist, wobei die euklidische Wertfunktion auf Rder Absolutbetrag komplexer Zahlen sei.Nichtfaktorielle quadratische ZahlringeZ2.15 [Frühjahr 1982] Sei R := Z[p�3] = �a+ bp�3 ; a 2 Z ; b 2 Z	 .a) Man bestimme die Einheiten von Z .b) Durch Zerlegung von 4 zeige man, daÿ R kein faktorieller Ring (ZPE-Ring) ist.c) Ist jedes in R unzerlegbare Element prim in R ?Z2.16 [Frühjahr 1983] Zeigen Sie: Z[p10] = fa+ bp10 2 C ; a; b 2 Zg ist kein ZPE-Ring.Hinweis: Verwenden Sie die Multiplikativität der Norm N(a+ bp10) = a2 � 10b2und 32 = (p10 + 1)(p10 � 1) ohne Beweis.



2. Ganze algebraische Zahlen 143Z2.17 [Herbst 1988] Es sei der IntegritätsbereichR := Z[p�5] = �m+ np�5 2 C ; m;n 2 Z	gegeben. Zeige:a) Sind x := x1 + x2p�5 und y := y1 + y2p�5 in R , wobei x1; x2; y1; y2 aus Z gewählt sind undxy 6= 0 ist, so gilt: Genau dann ist x ein Teiler von y in R , wenn x21 + 5x21 ein gemeinsamerTeiler von x1y1 + 5x2y2 und y1x1 � y1x2 in Z ist.b) Die Einheitengruppe R� von R ist f � 1;+1g .c) Jede Nichteinheit 6= 0 aus R ist Produkt von irreduziblen Elemente aus R .d) R ist nicht faktoriell.Z2.18 [Frühjahr 1995] Sei R der IntegritätsbereichR := Z[p�5] :Man zeige:a) Für Elemente x := x1 + x2p�5 6= 0 und y := y1 + y2p�5 von R gilt:x j y () x21 + 5x22 ist gemeinsamer Teiler von x1y1 + 5x2y2 und y2x1 � y1x2 in Z .b) Die Einheitengruppe von R ist R� = f � 1g .c) Jede Nichteinheit 6= 0 aus R ist Produkt von irreduziblen Elementen.d) R ist nicht faktoriell.Z2.19 [Frühjahr 1996] Im Ring R := Z[p�3] sei die Norm eines Elementes x = a+ bp�3 de�niert durch:N(a+ bp�3) := (a+ bp�3)(a� bp�3) = a2 + 3b2 :Zeigen Sie:a) x 2 R ist eine Einheit in R genau dann, wenn N(x) = 1 gilt, und dies gilt genau dann, wennx = �1 .b) 2 ist ein irreduzibles Element in R , das heiÿt, es gibt keine Zerlegung 2 = xy , wobei x; y 2 Rbeide keine Einheiten in R sind.c) Das von 2 und 1 +p�3 in R erzeugte Ideal ist kein Hauptideal.d) 2 ist kein Primelement in R .Z2.20 [Herbst 1996] Zeigen Sie, daÿ der Ring Z[p�31] = fa+ bp�31 ; a; b 2 Zg nicht faktoriell ist, d.h.keine Primfaktorzerlegung hat.Hinweis: Verwenden Sie etwa, daÿ 32 = (1 +p�31)(1�p�31) gilt.Einheiten quadratischer ZahlringeZ2.21 [Herbst 1989] Im Ring R := Z[p2] = fa + bp2 ; a; b 2 Zg ist die Normabbildung N : R ! Zde�niert durch N(x) := a2 � 2b2 . Bekanntlich ist N(x) multiplikativ. Zeigen Sie:a) Die Einheiten von R sind genau die Elemente mit Norm �1 .b) Elemente x von R mit 1 < x < ! := 1 +p2 sind keine Einheiten.c) Die Einheitengruppe von R enthält genau die Elemente �!n; n 2 Z , und ist isomorph zu Z2�Z .



144 Staatsexamensaufgaben zur ZahlentheorieZ2.22 [Herbst 1994] Gegeben sei der Teilring R = Z+ Zp2 von C . Mit R� sei seine Einheitengruppebezeichnet. Man zeige:a) Für alle " = x+ yp2 2 R� gilt x2 � 2y2 = �1 .b) Für alle " = x+ yp2 2 R� gilt: (" > 1 =) x; y > 0) ,c) Minf" 2 R� ; " > 1g = 1 +p2 ,d) R� = f � (1�p2)n ; n 2 INg .Z2.23 [Frühjahr 1999] Gegeben sei der Teilring R = Z+Zp5 von C .a) Man zeige, dass in R jedes von (0) verschiedene Primideal maximal ist.b) R� bezeichne die Einheitengruppe des Ringes R . Man zeige:Für alle " = x+ yp5 2 R� gilt x2 � 5y2 = �1 .Höhere EinheitswurzelnZ2.24 [Herbst 1995] Sei K ein Körper, n � 2 eine natürliche Zahl und � eine n -te Einheitswurzel überK . Man beweise:a) n�1Xk=0 �k = nn falls � = 10 sonstb) � ist genau dann primitive n -te Einheitswurzel über K , wenn gilt:n�1Xk=0 �ik = 0 für 1 � i < n :c) Ist n = 2r mit einer natürlichen Zahl r , so gilt für alle a 2 K :n�1Xk=0 ak = r�1Yk=0(1 + a2k ) :d) Sei nun p eine Fermatsche Primzahl und K = IFp . Seien r; s natürliche Zahlen mit 22r+s�1 =p� 1 . Sei n = 2r und � = 22s 2 K . Dann ist � eine primitive n -te Einheitswurzel.e) Man bestimme eine primitive 16-te Einheitswurzel in Z65537 .Z2.25 [Herbst 2002] Zeigen Sie:a) Ist � = e�i=1001 eine primitive 2002 -te Einheitswurzel in C , so ist " = 1 + � + �2 eine Einheitin Z[�] .Anleitung: Stellen Sie 1" = � � 1�3 � 1 als Summe von Potenzen von � dar.b) Es gibt keinen Integritätsring der Charakteristik Null, der genau 2002 Einheiten besitzt.c) Ist R ein Integritätsring mit genau 2002 Einheiten, so hat R die Charakteristik 2003 (istPrimzahl!).d) Geben Sie zwei nichtisomorphe Integritätsringe mit genau 2002 Einheiten an.



3. Quadratisches Reziprozitätsgesetz 1453. Quadratisches ReziprozitätsgesetzZ3.1 [Herbst 1973] Man untersuche, ob die Gleichungx2 + 391y � 7 = 0eine ganzzahlige Lösung besitzt.Z3.2 [Frühjahr 1976] Über welchen endlichen Körpern IFq ( q = Elementezahl des Körpers) ist der goldeneSchnitt realisierbar, d.h. wann gibt es zu a 2 IF�q stets ein b 2 IFq mit a : b = b : (a� b) ?Z3.3 [Herbst 1998] Sei q eine ungerade Primpotenz. Man zeige: Genau dann kann man den goldenenSchnitt über dem endlichen Körper IFq realisieren, d.h. genau dann gibt es drei verschiedene Elemente�; �; 
 2 IFq mit 
 � �
 � � = 
 � �� � � ;wenn 5 ein Quadrat in IFq ist.Z3.4 [Frühjahr 1992] Für Primzahlen p bezeichne IFp den Körper aus p Elementen. KennzeichnenSie durch Kongruenzbedingungen diejenigen ungeraden Primzahlen p , für die das Polynom X2 � 5irreduzibel in IFp[X ] ist.Z3.5 [Frühjahr 1993] Für Primzahlen p sei IFp der Körper aus p Elementen. Welche der folgendenAussagen ist für alle Primzahlen p gültig? (Beweis oder Gegenbeispiel!)a) Das Polynom X2� 17 ist genau dann irreduzibel in IFp[X ] , wenn X2� p irreduzibel in IF17[X ]ist.b) Das Polynom X2 � 3 ist genau dann irreduzibel in IFp[X ] , wenn X2 � p irreduzibel in IF3[X ]ist.Z3.6 [Herbst 1997] Sei p = 4k + 3 eine Primzahl, so daÿ auch q = 2p+ 1 eine Primzahl ist. Zeigen Sie,daÿ q ein Teiler von 2p � 1 ist.
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MengenlehreM.1 [Herbst 1975] Sei M Menge. Für i = 1; 2 sei Ri Äquivalenzrelation auf M mit kanonischerProjektion pi : M !M=Ri . Man zeige:Gibt es eine bijektive Abbildung f : M=R1 !M=R2 und gilt f � p1 = p2 , so ist R1 = R2 undf die identische Abbildung. Gruppen und RingeM.2 [Herbst 1983]a) Man zeige, daÿ es bis auf Isomorphie genau eine Gruppe der Ordnung 1295 gibt.b) Es sei R ein Ring mit 1, der aus 1295 Elementen besteht. Man beweise, daÿ R isomorph zueinem direkten Produkt von drei Körpern ist und man bestimme diese Körper.c) Was ist die Ordnung der Einheitengruppe von R ?d) Wieviele Nullteiler enthält R ?M.3 [Herbst 1995]a) Zeigen Sie, daÿ jede abelsche Gruppe der Ordnung 1995 zyklisch ist.b) Geben Sie eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 1995 an.c) Wieviele maximale Ideale hat der Restklassenring Z=1995Z?Gruppen, Ringe, KörperM.4 [Herbst 1972] Alle Ringe seien kommutativ mit Eins-Element und für alle Ringhomomorphismenf : R! S gelte: f(1R) = 1S .Ist f : A ! B ein Homomorphismus zwischen Gruppen (bzw. Ringen, bzw. Körpern) A undB , dann heiÿe f rechtskürzbar , wenn für alle Gruppen (bzw. Ringe, bzw. Körper) C und für alleHomomorphismen h; k : B ! C gilt: Aus hf = kf folgt h = k .a) Seien f; g Homomorphismen und sei gf de�niert; man zeige:i. Ist gf rechtskürzbar, dann auch g .ii. Sind g und f rechtskürzbar, dann auch gf .b) Man zeige: Ein Homomorphismus zwischen abelschen Gruppen ist genau dann rechtskürzbar,wenn er surjektiv ist.c) Seien Z die additive Gruppe der ganzen Zahlen, n 2 Z; n 6= 0 und g : Z! Z=nZ der kanonischeHomomorphismus.Man suche eine Untergruppe A � Z , so daÿ für die Inklusion i : A ! Z gilt: gi ist surjektiv,aber i ist nicht rechtskürzbar.



Gemischte Staatsexamensaufgaben 147d) Seien p prim, m;n 2 Z , 0 6= m � n und g : Z=pnZ ! Z=pmZ der Homomorphismus mitg(z+ pnZ) = z+ pmZ für alle z+ pnZ2 Z=pnZ . Sei f : A! Z=pnZ ein Homomorphismus voneiner beliebigen abelschen Gruppe A in Z=pnZ . Man berechne die Untergruppen von Z=pnZund zeige:Ist gf surjektiv, dann auch f .e) Sei R ein Integritätsring und K sein Quotientenkörper. Man zeige: Die Inklusion i : R ! Kist rechtskürzbarer Ringhomomorphismus.g) Man zeige: Die Inklusion K ! K(X) ist kein rechtskürzbarer Homomorphismus (wobei K(X)den Körper der rationalen Funktionen über einem Körper K bezeichnet).h) Seien K � � eine Körpererweiterung, � algebraisch abgeschlossen, � 2 � ein separables Elementmit einem Minimalpolynom vom Grad n .Man zeige: Die Anzahl der Homomorphismen von K(�) nach � , die K elementweise fest lassen,ist n .i) Sei K � L eine endlichdimensionale Körpererweiterung, charK = 0 oder K endlich.Man zeige: Falls die Inklusion i : K ! L rechtskürzbar ist, gilt K = L .j) Sei K � L eine rein inseparable Körpererweiterung mit charK = p 6= 0 (d.h. für alle � 2 L gibtes eine natürliche Zahl e , so daÿ xpe 2 K ).Man zeige: Die Inklusion i : K ! L ist rechtskürzbar.k) Sei K � L eine endlichdimensionale Körpererweiterung, charK = p 6= 0 .Man zeige: Die Inklusion i : K ! L ist genau dann ein rechtskürzbarer Körperhomomorphismus,wenn L eine rein inseparable Körpererweiterung von K ist.M.5 [Frühjahr 1981] Man gebe für die folgenden Fälle jeweils ein Beispiel an oder begründe kurz, warumes ein derartiges Beispiel nicht gibt:a) eine au�ösbare nicht-abelsche Gruppe,b) eine einfache nicht-abelsche Gruppe,c) eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 7,d) ein kommutativer Körper mit genau 6 Elementen,e) ein maximales Ideal in Q [X;Y ] , das nicht Hauptideal ist,f) ein irreduzibles separables Polynom 2. Grades in GF(2)[X ] ,g) ein irreduzibles Polynom 3. Grades in IR[X ] .M.6 [Herbst 1992] De�nieren Sie folgende Begri�e, und geben Sie in allen Fällen noch mindestens einezur De�nition äquivalente Charakterisierung an:a) au�ösbare Gruppeb) noetherscher kommutativer Ringc) durch Radikale au�ösbares Polynom (Charakterisierung im Falle der Charakteristik 0).



148 Gemischte StaatsexamensaufgabenZahlentheorie und AlgebraM.7 [Herbst 1991]a) Es sei die natürliche Zahl n in ihrer Dezimaldarstellungn =Xk�0 ak10k ; 0 � ak � 9gegeben. Man beweise die Kongruenzn �Xk�0(�1)kak ( mod 11)und leite daraus ein Kriterium für die Teilbarkeit durch 11 her.b) Man zerlege 1991 in Primfaktoren.c) Man bestimme alle Gruppen (bis auf Isomorphie) der Ordnung 1991.d) Es sei R der Restklassenring Z=1991Z und R� seine Einheitengruppe. Man stelle R� alsdirektes Produkt von zyklischen Gruppen von Primzahlpotenz-Ordnung dar.M.8 [Frühjahr 1997]a) Zeigen Sie: Für jede Primzahl p ist die Menge der primitiven p -ten Einheitswurzeln aus C linearunabhängig über Q .b) Ist 19971997 � 4 durch 7 teilbar? Begründen Sie Ihre Antwort.M.9 [Frühjahr 1997] Beantworten Sie die folgenden Fragen. Es werden keine Begründungen verlangt.a) Zu welchem direkten Produkt zyklischer Gruppen ist die Einheitengruppe des Ringes Z=255Zisomorph?b) De�nieren Sie das Legendre-Symbol �ap� für Primzahlen p 6= 2 . Wie lautet das quadratischeReziprozitätsgesetz von Gauÿ?c) Welche Teilkörper besitzt der Körper mit 128 Elementen?d) Nennen Sie eine De�nition für die Quaternionengruppe Q der Ordnung 8. Wie viele Elementeder Ordnung 2 gibt es in Q ?M.10 [Herbst 1997]a) Wieviele Primitivwurzeln modulo 1997 gibt es? Gehen Sie davon aus, daÿ 1997 eine Primzahl ist.b) Berechnen Sie die Summe der Koe�zienten des Polynoms (X2 �X + 1)1997 .c) Untersuchen Sie, ob die Kongruenz X2 � 593 mod 1997 eine Lösung in Z=1997Z besitzt.M.11 [Herbst 2001]a) Zeigen Sie: Es gibt keine ganzen Zahlen x und y mit x2 + 3y2 = 2001 .b) Bestimmen Sie die Isomorphieklassen der Gruppen der Ordnung 2001.M.12 [Frühjahr 2002] Beantworten Sie die folgenden Fragen und geben Sie jeweils eine kurze Begründungfür Ihre Antwort:a) Kann man ein regelmäÿiges 19-Eck mit Zirkel und Lineal konstruieren?b) Ist x2 + x+ 11 � 0 ( mod 370368) lösbar?c) Ist Z[x] ein Hauptidealring?d) Sei f(x) = x19 + 19x+ 57 2 Q[x] . Ist die Restklasse von x18 + 2 in Q [x]=(f) invertierbar?


