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2 Staatsexamensaufgaben zur Gruppentheorie

1. Elementare Gruppentheorie

Verkniipfungen
G1.1 [Friihjahr 1972] Sei M eine Halbgruppe, d.h. in M ist eine Multiplikation so erklirt, daf fiir beliebige
r,y,2 € M gilt: (zy)z = 2(yz). Auf M sei eine Aquivalenzrelation ~ definiert, und es gelte:
Aus z ~ 2’ und y ~y' folgt xy ~ 2y’ (x,2',y,y' € M).

Ferner sei M die Menge der Aquivalenzklassen [z] := {2’ € M ; ' ~z} und p: M — M die durch
x +— [z] definierte Abbildung. Man zeige:

a) Erklart man die Multiplikation beliebiger Teilmengen A und B von M vermoge
AB:={zy; x€ A, y€ B} ,

so gilt: Zu [z] und [y] aus M gibt es genau ein [2] aus M mit [z][y] C [2].
b) Es gibt genau eine Multiplikation in M so, dafs M eine Halbgruppe und p Homomorphismus
unter dieser Multiplikation ist.

G1.2 [Friihjahr 1995]  Auf der reellen Zahlengeraden IR definiere man die Verkniipfung

o: RxR—=TR , zoy:=z+y+azy

Man zeige:
a) Es gibt genau ein Einselement e € IR beziiglich o.
b) Zu jedem z € IR gibt es genau ein Rechtsinverses (d.h. es gibt ein y € IR mit zoy =e).
c) Fiir welche z € IR gibt es ein Linksinverses?
G1.3 [Herbst 1992] Es sei G eine endliche Gruppe mit |G| = k, und es sei P die Menge aller Produkte
g192 - - - g aller Elemente von G . Zeigen Sie:
a) P ist eine Vereinigung von Konjugiertenklassen von G.
b) Ist G kommutativ und k ungerade, so ist P = {1}.

c) Ist G die symmetrische Gruppe Ss, so ist P die Menge der Transpositionen.

Untergruppen und Normalteiler

G1.4 [Herbst 1974] Man beweise:
a) Ist (G, -) eine Gruppe und sind H,I,J Untergruppen von (G, -) mit H C I U .J, dann ist
HCI oder HCJ.

b) Es gibt eine Gruppe (G, -) mit Untergruppen H,I,J, K, so daff H C I UJ U K, aber weder
H C 1T noch HCJ noch HCK gilt.

HiNnwErs: Man betrachte G = Z /27 x Z/27Z.

G1.5 [Herbst 1981] Die Gruppe G besitze eine Untergruppe vom Index 2. Zeigen Sie: Die Elemente
ungerader Ordnung von G erzeugen eine echte Untergruppe von G.
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G1.6

Gl1.7

G138

G1.9

G1.10

Gl.11

[Friihjahr 1973] G sei eine Gruppe, Q(G) das Erzeugnis der Quadrate:
Q@) = (9"; g€ @)

a) Man bestimme die Elemente von Q(&,), wobei &4 die symmetrische Gruppe vierten Grades ist.
b) Man beweise, daf Q(G) bei jedem Automorphismus von G im ganzen festbleibt.

c) Man bestétige, daf Q(2,) = 2, ist, wobei 2,, die alternierende Gruppe n-ten Grades ist.

)
)
)
d) Man zeige: Hat G eine Untergruppe vom Index 2, so ist Q(G) # G.

[Frithjahr 1980] Es seien U und V' Untergruppen der endlichen Gruppe G, und UV := {uv; u €

U, veV}.
a) Man beweise die Formel |[UV| = LY X| bezeichnet die Kardinalzahl der Menge X).
[UAV]
HinwErs: Man betrachte etwa ein Reprasentantensystem R der Linksnebenklassen von U NV in U
und weise nach:

huv=U v,
rER
ii) ri,re €R |, riF£re = rV#£nrV
b) V sei Normalteiler von G, und die Zahlen |U| und [G : V] seien teilerfremd. Man zeige:
i) UV ist Untergruppe von G,
ii) [UV :V] ist Teiler von |U| und [G: V],
und folgere U C V.

c) V sei Normalteiler von G, und |V|, [G : V] seien teilerfremd. Man zeige: Wenn G Normalteiler
einer Gruppe H ist, ist auch V' Normalteiler von H .

[Herbst 1994]  Seien S und T Untergruppen einer endlichen Gruppe G. Man zeige:
a) [S|-|T|<[SNT[-[(SUT).
b) In a) gilt Gleichheit, wenn S Normalteiler in G ist.

[Friihjahr 1999]  Seien U und V Untergruppen einer endlichen Gruppe G mit UNV = {1}. Es
bezeichne (U UV) die von U UV erzeugte Untergruppe von G. Man zeige:

a) |U|- VI <UUV)|
b) In a) gilt Gleichheit, wenn U Normalteiler in G ist.

c) Man gebe eine Gruppe G mit zwei Untergruppen U und V mit U NV = {1} an, so dass in a)
nicht Gleichheit besteht.

[Friihjahr 1996] Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Zeigen Sie, dafs folgende Aussagen
dquivalent sind:

i) Fiir alle g € G gilt: gU =Ug.
ii) Die Menge der Rechtsnebenklassen und die Menge der Linksnebenklassen von G nach U stimmen
tiberein: G/U =U\G.
iii) Die,Definition gUohU := ghU definiert eine Verkniipfung auf den Linksnebenklassen, das heifst,
eine Abbildung G/U x G/U — G/U .

[Herbst 1978] Man beweise, daf eine Gruppe genau dann endlich ist, wenn sie nur endlich viele

Untergruppen hat.
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Homomorphismen

G1.12 [Friihjahr 1977]  Sei G eine Gruppe. Zeigen Sie:

a) Fir G = (Z/2Z,+) zeige man, dafk AutG = {id}. (AutG sei die Gruppe aller Gruppen-
automorphismen von G'.)

b) G ist genau dann abelsch, wenn die Abbildung ¢ : G — G mit ¢(z) := 2! ein Gruppenauto-
morphismus ist.

c) Fiir a € G ist ¢ : G — G mit ¢(z) = axa™! ein Gruppenautomorphismus.

d) Ist AutG = {id}, so ist G abelsch.

e) Ist AutG = {id}, so gilt 2> = e fiir alle € G. (e ist das neutrale Element von G'.)

f) Ist AutG = {id}, so ist G ein Vektorraum iiber dem Korper Z/27.

g) Ist AutG = {id},soist G =0 oder G ~ (Z/2Z,+).

G1.13 [Frithjahr 1989] G sei eine Gruppe und S' die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom
Betrag 1. Ferner bezeichne Hom(G, S') die Menge aller Gruppenhomomorphismen G — S*.
Bestimmen Sie die Elementezahl von Hom(G, S'), wenn
a) G =S,, die symmetrische Gruppe n-ten Grades,

b) G zyklisch von der Ordnung n,
c¢) G = D,,, die Diedergruppe n-ten Grades
ist.

G1.14 [Frithjahr 1991] Sei a: G — H ein Gruppenhomomorphismus, wobei H abelsch sei. Man zeige: «
ist genau dann surjektiv, wenn fiir je zwei Gruppenhomomorphismen 3,7 : H — K mit foa = yoa
gilt: g =17.

G1.15 [Frithjahr 1994]  Es sei p eine ungerade Primzahl, IF, der Kérper mit p Elementen und lF‘; seine
multiplikative Gruppe. Es sei ¢ der Endomorphismus

o: FX>FS , zw—a”
Man bestimme die Ordnungen von Kern ¢ und Bild ¢.
Man beweise mittels dieser Ergebnisse, daf es in IF, genau % Quadrate gibt.
G1.16 [Herbst 1996] Seien G eine Gruppe, N ein Normalteiler in G und v : G — G/N der natiirliche

Epimorphismus auf die Faktorgruppe G/N . Man zeige:

a) v induziert eine Bijektion von der Menge aller Normalteiler H von G mit N C H auf die Menge
aller Normalteiler von G/N .

b) Gibt es einen Normalteiler vom Index 4 in G, dann auch einen vom Index 2.
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G1.17

G1.18

G1.19

G1.20

Gl.21

G1.22

[Herbst 1974] G sei eine endliche Gruppe und ¢ ein Automorphismus von G, fiir den p(z) = =
nur fiir x = e (e neutrales Element von G) gilt. Man zeige:

a) Die Abbildung y — y~'p(y) von G in sich ist injektiv.

b) Zu jedem z € G gibt es ein y € G mit z =y Lp(y).

¢) Wenn zusiitzlich p? = id (id ist die Bezeichnung fiir die identische Abbildung) gilt, dann folgt
i. p(x) =27! firalle z € G,
ii. G ist abelsch.

[Friihjahr 1975]  In einer Gruppe G sei die Abbildung x + 2® ein Automorphismus. Man beweise:
G ist abelsch.

Kommutatorgruppen und Zentrum

[Herbst 1976] Es sei G eine Gruppe, ferner G’ die Kommutatorgruppe von G, erzeugt von der
Menge {[a,b] = aba='b"'; a,b € G} der Kommutatoren. Ferner sei

U:={cg’; c€G', g€ G}

Man zeige:

a) ghe G —= g*h’cU.

b) U ist Untergruppe von G.

)
)

c) U ist Normalteiler von G'.

d) Fiir alle g € G/U gilt g°> —é (e neutrales Element).
)

e) Ist die Ordnung |G| ungerade, dann gilt G = U .
[Frithjahr 1992]  Ist G eine Gruppe, so bezeichnet
[G,G] = (aba™'b™"; a,b € G)

die Kommutatoruntergruppe von G ; diese ist offenbar normal in G. Es bezeichne (a) die von einem
Element a € G erzeugte zyklische Untergruppe.

a) Zeigen Sie: Die Faktorgruppe G/H einer Gruppe G nach einer normalen Untergruppe H von
G ist genau dann abelsch, wenn H D [G, G] gilt.

b) Sei G eine endliche Gruppe, die eine zyklische normale Untergruppe A = (a) der Ordnung m
enthalte, so dak G/A = (bA) zyklisch der Ordnung s ist. Es gelte b='ab = a” fiir irgendein r.
Zeigen Sie:

Die Kommutatoruntergruppe von G ist die Untergruppe (a" ') und hat die Ordnung (T_LLm),
wobei (r —1,m) der grofte gemeinsame Teiler von r — 1 und m ist.

[Herbst 1981] G sei eine Gruppe und Z ihr Zentrum. Man zeige: G ist abelsch, falls G/Z zyklisch
ist.

[Herbst 1982] Beweisen Sie, daf die Gruppe der inneren Automorphismen einer nichtabelschen Grup-
pe nicht zyklisch ist.
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G1.23 [Friihjahr 1994]  Sei G eine endliche Gruppe. Sei Z ihr Zentrum, K ihre Kommutatorgruppe.
Beweisen oder widerlegen Sie:

a) G/K zyklisch = G abelsch.
b) G/Z zyklisch = G abelsch.

Gruppen kleiner Ordnung

G1.24 [Frithjahr 1972] Die Gruppe G mit neutralem Element e sei gegeben durch das Erzeugendensystem
{a,b} (e # a # b # e) und die Relationen a®> =b*> =e, ab=ba.

a) Welche Ordnung hat G?

b) Es gibt eine symmetrische Gruppe &,, kleinster Ordnung so, daff G isomorph zu einer Unter-
gruppe H von &,, ist. Man gebe die natiirliche Zahl n, einen Isomorphismus f: G — H und
die Zyklenzerlegung der Elemente von H an.

c) Wieviele innere Automorphismen gestattet G ?

d) Man bestimme die Automorphismengruppe von G .

G1.25 [Friihjahr 1982] Man beweise, daf es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen der Ordnung 6 gibt,
ndmlich die zyklische Gruppe Z/6Z und die symmetrische Gruppe Ss.

G1.26 [Herbst 1991] Man beweise, daf es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen der Ordnung 6 gibt. (Die
Sylowsétze diirfen fiir die Losung benutzt werden, nicht aber allgemeine Sitze fiir Gruppen von der
Ordnung pq, wobei p und ¢ Primzahlen sind.)

G1.27 [Herbst 1993] Es bezeichne M(2 x 2,5) den Ring aller 2-reihigen Matrizen mit Koeffizienten aus
einem Ring S. Sei
012):={4AeM2x2,R): A4 =1}
die Gruppe der reellen orthogonalen 2-reihigen Matrizen.
a) Man zeige:
G:=0(2)NM(2x 2,Z)
ist eine Gruppe der Ordnung 8.
b) G besitzt genau eine zyklische Untergruppe G der Ordnung 4.

c) Fir alle d € Gy und s € G\Gy gilt
sd=d s

G1.28 [Herbst 1993]

a) Man zeige, dafs die Gruppe GL(2,IF3) der invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Koeffizienten aus
dem Korper IFy isomorph zur symmetrischen Gruppe Ss3 ist.

HinwEels: Man betrachte die Wirkung auf den von 0 verschiedenen Vektoren des TF3.
b) Sei G die Gruppe der Ordnung 8 aus der vorigen Aufgabe und
p: G = GL(2,TF,)

die natiirliche Abbildung. Man zeige: Der Kern von ¢ ist eine Untergruppe der Ordnung 4, die
nicht zu Gy isomorph ist.
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G1.29 [Herbst 1997] Sei G = S4 die Gruppe der Permutationen von {1,2,3,4}.

a) Geben Sie eine nicht zyklische Untergruppe H der Ordnung 4 von G an, die auf {1,2,3,4}
transitiv ist.

b) Zeigen Sie, daff H normal ist.
c¢) Zeigen Sie, daR durch f(g)(h) := ghg~! fiir ¢ € G und h € H ein Homomorphismus f: G —
Aut(H) definiert wird, der surjektiv ist und der den Kern H hat.

G1.30 [Friihjahr 1999]

a) Sei Cg die zyklische Gruppe der Ordnung 8. Man zeige, dak die Automorphismengruppe Aut(Csg)
isomorph zur Kleinschen Vierergruppe V ist.

b) Man zeige, dall die Automorphismengruppe Aut(V) der Kleinschen Vierergruppe V' isomorph

zur symmetrischen Gruppe Ss3 ist.

G1.31 [Friihjahr 2000] Man entscheide, fiir welche n = 2, 3,4 die symmetrische Gruppe S,, eine nichttriviale
normale Sylowuntergruppe besitzt.

G1.32 [Herbst 1991] Man gebe eine nichtabelsche Gruppe G der Ordnung 24 an, die nicht zur symmetri-
schen Gruppe S isomorph ist.

G1.33 [Herbst 1986] Geben Sie eine Gruppe der Ordnung 36 an, deren Zentrum die Ordnung 6 besitzt.

G1.34 [Herbst 2001] Fiir 3 < n sei D, die Diedergruppe der Ordnung 2n, es sei H die Quaternionen-
gruppe der Ordnung 8, es sei Z» die zyklische Gruppe der Ordnung 2 und S3 sei die symmetrische
Gruppe auf 3 Elementen.

a) Zeigen Sie: Die drei Gruppen Dg, Dy X Zs und H X Zs sind paarweise nicht isomorph.

b) Bestimmen Sie fiir jede der drei Gruppen aus a) die Anzahl der zyklischen Untergruppen der
Ordnung 4 und geben Sie jeweils die Menge dieser Untergruppen an.

c) Zeigen Sie: Die Gruppen Dg und S3 x Z sind isomorph.

Zyklische Gruppen

G1.35 [Herbst 1976] Sei p > 2 eine Primzahl. Zeige: Die Einheitengruppe von Z/pZ ist zyklisch.

Hinwers: Sei p—1=¢7! ... ¢ die kanonische Primzahlpotenzzerlegung von p — 1. Man beweise,
daf es Elemente a; € (Z/pZ)* mit der Ordnung ¢;* gibt, indem man (Z/pZ)* in den Kérper Z/pZ
einbettet und dann die Elemente von (Z/pZ)* als Einheitswurzeln auffaft.

G1.36 [Herbst 1977] Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n, sei € G ein erzeugendes Element von
G, seien r,s € IN mit rs = n. Man zeige:

a) (z°y ={y € G; y" = e}, wobei (z°) die von z° erzeugte Untergruppe von G bezeichnet.
b) Die Ordnung von (z%) ist r.

G1.37 [Herbst 1977] Die Anzahl der Elemente der Ordnung r einer zyklischen Gruppe der Ordnung r wird
mit ¢(r) bezeichnet (¢ : IN - IN heilst die Fulersche Funktion). Man zeige:

n=">¢(r)

rEIN
rln

Fiir n € IN gilt
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G1.38 [Herbst 1977] Sei G eine Gruppe der Ordnung n mit neutralem Element e, fiir r € IN sei G, die
Menge der Elemente der Ordnung r von G.

a) Man zeige, dafs G disjunkte Vereinigung der Teilmengen G, mit r € IN und r | n ist.

b) Fiir alle r € IN, r | n, besitze die Menge {y € G; y" — e} hochstens r Elemente. Man zeige,
daft G zyklisch ist.

ANLEITUNG: Man zeige zuerst, dak G, = {g € G; ord(g) = r} fiir alle »r € IN, r | n, hochstens ¢(r)
Elemente besitzt, indem man im Fall G, # & die von einem Element z € G, erzeugte Untergruppe
betrachtet. Dann zeige man mit den vorstehenden Aufgaben, daff G, fiir alle r € IN, r | n, genau ¢(r)
Elemente besitzt und beachte den Spezialfall r = n.

G1.39 [Herbst 1977] Sei K ein Korper, G eine Untergruppe der Ordnung n der multiplikativen Gruppe
K\ {0}. Man zeige mit der vorigen Aufgabe, dal G zyklisch ist.

G1.40 [Herbst 1983]  Fiir eine endliche Gruppe G mit mindestens zwei Elementen sind die folgenden drei
Eigenschaften dquivalent:
a) Fiir beliebige Untergruppen U,V von G gilt entweder U CV oder V CU.
b) G hat genau eine maximale Untergruppe.

¢) G ist zyklisch von Primzahlpotenz.

G1.41 [Friihjahr 1990] Sei G eine Gruppe der Ordnung n. Zeigen Sie:

a) Gibt es in G fiir jeden Teiler d von n hochstens eine Untergruppe der Ordnung d, so ist G
zyklisch.

b) Ist das System der Untergruppen von G linear geordnet, so ist G eine zyklische p-Gruppe.

Direkte Produkte
G1.42 [Herbst 1982] Die Gruppe G besitze zwei Normalteiler M und N, so dafs

G/M~Ss , G/IN~S; und MNN={1}

)

wobei S, die symmetrische Gruppe n-ten Grades bezeichnet. Geben Sie (bis auf Isomorphie) alle
Gruppen G an, in denen diese Bedingungen erfiillt sind.

G1.43 [Frithjahr 1984] Sei G eine Gruppe mit der Einsuntergruppe 1 und P = G x G das direkte Produkt
von G mit sich selbst. Es sei Gy =G x 1 und Gy =1 x G. Zeigen Sie:

a) Die Diagonale D = {(g,9); g € G} ist eine Untergruppe von P.

b) Fiir jede Untergruppe U zwischen D und P gilt:
UNG; ist normal in G; fir ¢ =1,2.

c) Genau dann ist D eine maximale Untergruppe von P, wenn G einfach ist.
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Semidirekte Produkte

G1.44 [Herbst 1980] Es sei K ein kommutativer Korper. Die Menge aller Matrizen der Form

G1.45

G1.46

G1.47

mit a,be K, a#0

>N o R
O = O
- o O

werde mit M bezeichnet. Zeigen Sie:
a) Mit der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung ist M eine Gruppe.

b) Sei T die Menge der Matrizen aus M mit a = 1. Je zwei von der Einheitsmatrix verschiedene
Elemente aus T sind konjugiert (in M ).

c) Folgern Sie, daff T minimaler Normalteiler von M ist.

[Frithjahr 1983] Sei Q der Ko6rper der rationalen Zahlen. Sei A die Automorphismengruppe des
Polynomrings @|[z]. Zeigen Sie die Existenz von Untergruppen H und K der Gruppe A, so daf
folgende Aussagen gelten:

a) H ist isomorph zu additiven Gruppe von @ .

b) K ist isomorph zur multiplikativen Gruppe von Q@ .

C

)
)
) A= HK (Komplexprodukt)
)

d) H ist ein Normalteiler von A.

[Friihjahr 1986]

a) Es seien IF, ein endlicher Korper mit g > 3 Elementen und U eine Untergruppe der Ordnung
r > 2 der multiplikativen Gruppe ]FqX . Man verifiziere, dal

G:—{(A 0>;ae]F,/\eU}
a 1 q

eine nicht-kommutative Untergruppe von GL(2,TF, ) ist.

b) Es gebe — bis auf Isomorphie — nur eine Gruppe der Ordnung n € IN. Man weise nach, dal n
quadratfrei ist und daf fiir je zwei Primteiler p,q von n stets ptqg—1 gilt.
(quadratfrei bedeutet, daf eine Darstellung in der Form n = d?k mit d,k € IN, d > 2 nicht
moglich ist.)

[Herbst 1986]  Sei IF, der Korper mit ¢ Elementen und quX seine multiplikative Gruppe. Auf
G :=T; xTF, ist durch

(a,b) - (a’,b") = (aa’,ab’ +b)
eine Verkniipfung erklért. Zeigen Sie:
a) G ist mit dieser Verkniipfung eine Gruppe.
b) Fiir ¢ > 2 ist G nicht abelsch.

C

)
)
) H:=1xTF, ist ein Normalteiler in G mit G/H ~TF .
)

d) H ist die einzige Untergruppe der Ordnung ¢ in G.
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G1.48

G1.49

G1.50

G1.51

[Herbst 1993]  Es sei IF, der endliche Korper mit ¢ Elementen, ]qu seine multiplikative Gruppe.
Auf der Menge G = IF x IF, ist durch (s,u)- (t,v) := (st,sv + u) eine assoziative Verkniipfung
erklart. Man zeige:

a) Falls ¢ > 2, so bildet G versehen mit dieser Verkniipfung eine nicht abelsche Gruppe.

b) Die Menge U = {(1,u); u € IF, } ist eine normale Untergruppe von G, und es gilt

G/U~TF [

c) Die einzige Untergruppe der Ordnung ¢ in G ist U.

[Frithjahr 1995]  Seien F,G Gruppen und 7 : E — G ein Epimorphismus. 7 heifit zerfallend, falls
ein Homomorphismus p: G — E mit 7mp = idg existiert.

Zeigen Sie: Ist 7 ein zerfallender Epimorphismus mit Kern K, so ist
KxG—E, (k,g) = kp(g) firalle k€ K und g€ G

ein Isomorphismus, falls K x G mit der Gruppenstruktur des semidirekten Produkts beziiglich einer
passenden Operation von G auf K versehen wird.

[Friihjahr 1997]

a) Es sei p eine Primzahl. Beweisen Sie, daf es genau zwei Isomorphieklassen von Gruppen der
Ordnung 2p gibt. Beachten Sie dabei die Fallunterscheidung p = 2 und p # 2.

b) Sei p # 2 und G die nichtzyklische Gruppe der Ordnung 2p. Bestimmen Sie in G die Anzahl
der Elemente der Ordnung 2 und die der Ordnung p.

[Herbst 1997]  Gegeben seien eine Primzahl p, eine natiirliche Zahl n mit ¢ = p™ > 2 und ein

Primteiler » von ¢ — 1. Wie iiblich bezeichne IF, den Koérper mit ¢ Elementen.

a) Zeigen Sie, daf die multiplikative Gruppe ]F;< =1IF,\ {0} ein Element v der Ordnung r enthélt
und daf die Menge

G{(é g) €EGL(2,TF,); a €TF,, ,86(7)}

eine Untergruppe der Ordnung ¢r von GL(2,IF,) ist. Dabei ist (y) die von ~ erzeugte Unter-
gruppe von IF .

b) Bestimmen Sie die Ordnungen der Elemente von G .

c) Geben Sie die Anzahl der p- und der r-Sylowgruppen von G an.
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2. Abelsche Gruppen

Elemente der Ordnung 2

G2.1 [Frithjahr 1986] Sei G eine endliche abelsche Gruppe und Gs := {g € G; g = —g}. Zeigen Sie:

a) G» ist eine Untergruppe von G, isomorph zu (Z/27)", r > 0.

b) Zx:Zy und 2-Zx:0.

z€G yEG2 z€G

¢) Genau dann ist Z x#£0, wenn Go ~7Z/27.
el

G2.2 [Herbst 1993]  Sei (G,+) eine endliche abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 und
Gy :={zeG; 2z =0}

Man setzt

o(G) = Z x

zeG

Zeigen Sie:

a) G ist eine Untergruppe von G, und es ist o(G) = o(G2).

HiNnwEIs: Betrachten Sie auf G die Aquivalenzrelation
T~y < r=y oder z = —y (z,y € G)
b) Ist #G5 # 2, soist o(G) = 0; ist #G2 = 2, so ist ¢(G) das von 0 verschiedene Element aus
G- .
¢) Genau dann ist #G» =2, wenn die 2-Sylowgruppe von G zyklisch und # 0 ist.
d) Sei p € IN eine Primzahl. Folgern Sie durch Anwendung von a), b) und c¢) auf die multiplikative
Gruppe G := (Z /pZ)* die Aussage

(p—1)!=-1mod p

G2.3 [Herbst 2001]

a) G sei eine endliche abelsche Gruppe, p das Produkt aller Elemente von G. Zeigen Sie:

B { 1 falls G kein oder mehr als ein Element der Ordnung 2 hat
p= a sonst, wobei a dann das einzige Element der Ordnung 2 von G ist.

b) Zeigen Sie: Jede natiirliche Zahl n # 4 teilt die Zahl ((n — 1)!)2 + (n — 1)!.
G2.4 [Friihjahr 1993] Es seien N eine natiirliche Zahl, G' eine abelsche Gruppe der Ordnung 2V und A
die Anzahl der Elemente der Ordnung 2 in G.

a) Ist die Anzahl s der Faktoren in der Zerlegung von G in ein direktes Produkt von zyklischen
Gruppen eindeutig durch A bestimmt? (Beweis oder Gegenbeispiel!)

b) Ist der Isomorphietyp von G eindeutig durch A bestimmt? (Beweis oder Gegenbeispiel!)
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G255

G2.6

G2.7

Exponent einer abelschen Gruppe

[Friihjahr 1976] G sei eine Gruppe mit Einselement e. Die Exponenten k € 7 mit 2% = e fiir
alle z € G bilden ein Ideal (m) im Ring Z der ganzen Zahlen; die durch m > 0 eindeutig fixierte
Erzeugende m heiftt der Ezponent der Gruppe G. Man zeige:

a) Der Exponent m von G ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Elementordnungen in G;
bei endlichem G ist m {iiberdies ein Teiler der Gruppenordnung, der durch jeden Primteiler der
Gruppenordnung teilbar ist.

b) Bei abelschem G und m > 0 tritt jeder Teiler des Exponenten als Elementordnung auf.

c) In einer abelschen Gruppe G mit Primzahlexponent p (elementar-abelsche p-Gruppe) ist jede
Untergruppe U Bestandteil einer direkten Zerlegung G =U x V.

HinwEels: Man verschaffe sich eine maximale zu U fremde Untergruppe.

[Frithjahr 1973]  Sei G eine multiplikative, endliche, abelsche Gruppe mit dem neutralen Element e.
Fiir g € G sei ord(g) definiert als die Ordnung der durch g erzeugten Untergruppe von G.

Es bezeichne ggT(m,n) den groften gemeinsamen Teiler und kgV(m,n) das kleinste gemeinsame
Vielfache der natiirlichen Zahlen m und n. Zeige:

a) ord(g) ist die kleinste natiirliche Zahl m mit ¢™ — e und aus g™ — e folgt, daf ord(g) Teiler
von m ist.

b) Sind g,h € G mit ggT(ord(g),ord(h)) =1, dann gilt ord(gh) = ord(g) ord(h).

c) Seien ¢g,h € G und s := ord(g), t := ord(h) und sei d := ggT(s,t). Zerlege d in einer Form
d = didsy, so dafs

gilt und gib ein Element k € G mit ord(k) = % (= kgV(s,t)) an.

d) Ist g ein Element maximaler Ordnung in G, dann gilt fiir jedes Element h € G, dak ord(h)
Teiler von ord(g) ist.

e) Sei jetzt K ein Korper und sei K* die multiplikative Gruppe der Elemente # 0 aus K.
Zeige: Jede endliche Untergruppe G von K* ist zyklisch.

HiNnwEIs: Man verwende ein geeignetes Polynom aus K[X]

[Frithjahr 1978]  Sei G eine multiplikative, endliche, abelsche Gruppe mit dem neutralen Element e.
Fiir g € G bezeichne ord(g) die Ordnung der durch ¢ erzeugten Untergruppe von G.

Es bezeichne ggT(m,n) den groften gemeinsamen Teiler und kgV(m,n) das kleinste gemeinsame
Vielfache der natiirlichen Zahlen m und n. Zeige:

a) ord(g) ist die kleinste natiirliche Zahl m mit ¢™ = e, und aus g"™ = e folgt, dak ord(g) Teiler
von m ist.

b) Sind g,h € G mit ggT(ord(g),ord(h)) =1, dann gilt: ord(gh) = ord(g) ord(h).

c) Seien g,h € G und s := ord(g),t := ord(h) und sei d := ggT(s,t). Zerlege d in der Form
d = dids , so dafs gilt

ggT (dild%) =1,

und gib ein Element k € G mit ord(k) = £ = kgV(s,t) an.
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d) Ist g ein Element maximaler Ordnung in G, dann gilt fiir jedes Element h € G, daf ord(h)
Teiler von ord(g) ist.

e) Sei jetzt K ein Korper und sei K* die multiplikative Gruppe der Elemente # 0 aus K .
Zeige: Jede endliche Untergruppe G von K* ist zyklisch.

HiNwErs: Man verwende ein geeignetes Polynom aus K[X].

G2.8 [Friihjahr 1999]  Unter dem Exponenten einer endlichen Gruppe G versteht man die kleinste natiir-
liche Zahl m > 1, fiir die ¢™ =1 fiir alle g € G gilt.

a) Man bestimme den Exponenten der symmetrischen Gruppe S .

b) Sei G eine endliche abelsche Gruppe mit dem Exponenten m . Man zeige, dass eine Untergruppe
G1 < G existiert, so dass G isomorph zu Z/mZ x G ist.

Direkte Zerlegung

G2.9 [Herbst 1992] Es seien my,ma,...,m, durch 3 teilbare natiirliche Zahlen, und sei G die abelsche
Gruppe
G=Z[mZXZ]msZx ...xZLJm,ZL
a) Man bestimme die Anzahl der Elemente von G der Ordnung 3.

b) Man bestimme die Anzahl der Untergruppen von G der Ordnung 3.

G2.10 [Herbst 1998]  Sei p eine Primzahl und G die additive Gruppe Z/pZ X Z [pZ.
a) Wieviele Untergruppen der Ordnung p besitzt G?

b) Seien z,y € G mit z # y gegeben. Man zeige, dass es genau eine Untergruppe H < G der
Ordnung p gibt, fir die z + H =y + H gilt.

c) Zu einer sechstigigen Konferenz treffen sich 25 Teilnehmer. Die sechs gemeinsamen Mittagessen
nehmen sie an 5 Tischen mit je 5 Plitzen ein. Ist es moglich, téglich wechselnde Sitzordungen
derart festzulegen, dass jeder Teilnehmer mit jedem anderen genau einmal am gleichen Tisch sitzt?

G2.11 [Friihjahr 1975]  Zeige: Ist Q@ = Q" Untergruppe einer abelschen Gruppe A, dann gibt es eine
Untergruppe B von A mit
A=Q+B , QNnB=0
HINWEIS: Sei B ein maximales Element (Existenz?!) in
{X; X Untergruppe von A mit @N X =0}

Ist dann a € A, so gibt es eine kleinste natiirliche Zahl m mit am € @ + B. Folgere am = gm + u,
q € Q, ue€ B und daraus a —q € B.

G2.12 [Herbst 1982] G sei eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe und T'(G) die Menge aller Elemente
endlicher Ordnung von G. Die Gruppe G heift torsionsfrei, wenn T(G) = {0} gilt.

a) Zeigen Sie, daf T'(G) eine Untergruppe von G ist und daf G/T(G) torsionsfrei ist.
b) Was wissen Sie iiber die Struktur einer endlich erzeugten torsionsfreien abelschen Gruppe?

¢) IR und Z werden als Gruppen bzgl. der Addition betrachtet. Zeigen Sie, dall T'(IR/Z) ein direkter
Summand von R/Z ist.
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G2.13

G2.14

G2.15

G2.16

G2.17

G2.18

G2.19

[Frithjahr 1980] G sei eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe der Ordnung pi'p5? , wobei py, po
Primzahlen sind (p1 # p2) und ny,ne natiirliche Zahlen > 0. Sei G(p;) die Menge aller Elemente
von G, deren Ordnung eine Potenz von p; ist (i = 1,2). Man zeige:

a) G(pi)
b) G(pi1) NG(p2) = {0}.
c) G=G()®G(p2) (direkte Summe).

G ist eine Untergruppe von G (i = 1,2).
G

[Frithjahr 1987]  Eine Gruppe heifle zerlegbar, wenn sie das direkte Produkt zweier echter Untergrup-
pen ist; andernfalls heifse sie unzerlegbar.

a) Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle endlichen zyklischen Gruppen, die unzerlegbhar sind.
Zeigen Sie:

b) Die additive Gruppe Z der ganzen Zahlen ist unzerlegbar.

c) Die additive Gruppe Q der rationalen Zahlen ist unzerlegbar.

d) Q/Z ist zerlegbar

Hinwers:  Fiir eine Primzahl p betrachte man die Untergruppe A C @ aller rationalen Zahlen, deren
Nenner eine Potenz von p ist, und die Untergruppe A/Z C Q/Z.

[Herbst 1987]  Zerlegen Sie die abelsche Gruppe Z/360Z in eine direkte Summe zyklischer Unter-
gruppen von Primzahlpotenzordnung.

Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen

[Herbst 2001] Sei G eine freie abelsche Gruppe mit der Basis (X1,...,X,).
a) Zeigen Sie, dass jede Basis von G aus genau n Elementen besteht.

b) Seien Y; = ZZ:1 zip Xy (mit z;, € Z fiir i,k = 1,...,n) Elemente aus G und A = (2ir)ik=1,...n
die zugehorige Koeffizientenmatrix. Ferner sei H die von Yi,...,Y, erzeugte Untergruppe von
G . Zeigen Sie: Ist det A # 0, so besitzt G/H die Ordnung |det A].

[Herbst 1985] Sei U < 7Z3 die von den Elementen wu; = (4,3,1), us = (8,3,—-1), us = (2,2,2)
erzeugte Untergruppe (= Z-Modul). Man finde eine Basis e, es,e3 des Z-Moduls Z2 und a; € IN,
ai | az | a3 so, dak ajer, aszes, azes eine Basis von U ist und schreibe Z3?/U als Produkt von
zyklischen Gruppen.

[Friihjahr 1979]  Die abelsche Gruppe (A, +) werde von den Elementen a,b und ¢ erzeugt, fir welche
die Relationen 2a = 3b und 4c = 0 gelten. Zerlegen Sie A in eine direkte Summe von zyklischen
Untergruppen.

[Friihjahr 1985]  Die abelsche Gruppe A werde von den Elementen a,b, ¢ erzeugt, A = (a,b,c). Die
Erzeugenden erfiillen die Relationen

a+b+3c=0, 2a+3b+c=0
56 +b—4¢c=0 wund 5b+2¢=0

aber keine weiteren von diesen Relationen unabhingige Relationen. Man bestimme die Struktur von

A.
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G2.20 [Friihjahr 1985]  Sei p eine Primzahl. Die abelsche Gruppe G habe die Ordnung p® und sei direkte
Summe von m zyklischen Gruppen. H sei die Untergruppe von G, die aus 0 und den Elementen
der Ordnung p besteht. Zeigen Sie |H| = p™. Wie sieht fiir H eine Zerlegung als direkte Summe
von zyklischen Gruppen aus?

G2.21 [Friihjahr 1987]  Seien p und ¢ verschiedene Primzahlen. Zeigen Sie:

a) Jede abelsche Gruppe der Ordnung p? - ¢> wird von 2 Elementen erzeugt.

b) Jede nicht abelsche Gruppe der Ordnung p® wird von 2 Elementen erzeugt.

G2.22 [Friihjahr 1988]

a) Beweise: Besitzt eine endliche abelsche Gruppe G genau zwei maximale Untergruppen, so ist G
zyklisch von der Ordnung p%q®, wobei p und ¢ zwei verschiedene Primzahlen sowie a und b
zwei natiirliche Zahlen sind.

b) Gib ein Beispiel fiir eine nichtzyklische endliche Gruppe, die genau vier maximale Untergruppen

besitzt.

G2.23 [Herbst 1983] Sei GG eine abelsche Gruppe, in der jede absteigende und jede aufsteigende Kette von
Untergruppen endlich ist. Man zeige, dafs G endlich sein muf.

Homomorphismen

G2.24 [Friihjahr 1998]  Sei G eine multiplikativ geschriebene endliche abelsche Gruppe der Ordnung m mit
Einselement e. Fiir eine natiirliche Zahl s bezeichne ¢s; den Gruppen-Homomorphismus

ps: GG , zv ds(x):—2®

a) Man zeige: Genau dann ist ¢s ein Automorphismus von G, falls m und s teilerfremd sind. In
diesem Fall hat die Umkehrabbildung von ¢s ebenfalls die Gestalt ¢, mit einer natiirlichen Zahl
r.

Seien k, ¢ teilerfremde natiirliche Zahlen mit m = kf¢. Man beweise:
b)  Im(¢y) = Ker(¢e) , Im(¢e) = Ker(ey)
¢)  Tm(gy) NIm(er) = fe}
d) Jedes Element = € G besitzt eine eindeutige Darstellung

T =1z mit z € Im(Pr), x2 € Im(¢py)

e) Man bestimme die Anzahl der Elemente von Im(¢;) und Im(¢y).

G2.25 [Herbst 1976] Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so nennt man einen Homomorphismus von G
in die multiplikative Gruppe C* := €\ {0} der komplexen Zahlen einen Charakter von G. Das
Produkt zweier Charaktere y,x': G — C* erklirt man durch

(x - xX") (@) == x(z)x' (2) (z € G).

Die Menge der Charaktere von G ist zusammen mit der so definierten Verkniipfung eine Gruppe, die
Charaktergruppe von G. Man beweise:

a) Hat z € G die Ordnung m und ist x ein Charakter von G, soist x(z) eine m-te Einheitswurzel.
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G2.26

G2.27

G2.28

G2.29

G2.30

G2.31

G2.32

b) Ist G zyklisch, so ist auch die Charaktergruppe von G zyklisch.

c¢) Die Ordnung der Charaktergruppe von G ist gleich der Ordnung von G.
(Dabei kann ohne Beweis verwendet werden, daf G das direkte Produkt von endlich vielen zy-
klischen Untergruppen von G ist.)

d) Ist H eine Untergruppe von G und m ihr Index in G, so kann jeder Charakter von H auf
genau m verschiedene Weisen zu einem Charakter von G fortgesetzt werden.

e) Ist z € G vom neutralen Element verschieden, so gibt es einen Charakter x von G mit x(z) # 1.

[Herbst 1984]

a) Es sei p eine Primzahl, G eine zyklische Gruppe der Ordnung p und H eine zyklische Gruppe
der Ordnung p?. Man bestimme die Anzahl der Endomorphismen und die Anzahl der Automor-
phismen von G x H .

b) Es seien ny,na,...,ns natirliche Zahlen mit n; | n;1, fir 1 <i <t—1. Essei H; eine zyklische

Gruppe der Ordnung n; . Man bestimme die Anzahl der Endomorphismen von Hy X Hy X ... X H;.
[Friihjahr 1987] G sei eine endliche abelsche Gruppe vom Ezponenten m (d.h. m ist die kleinste
positive ganze Zahl mit ¢™ — 1 fiir alle g € G). Zeigen Sie:

a) Es gibt eine Zerlegung G — G; x G2 in Untergruppen G; von G (i = 1,2), wobei G5 zyklisch
von der Ordnung m ist.
b) Ist ¢ ein Endomorphismus von G mit ¢(U) C U fiir jede Untergruppe U von G, so gibt es

eine modulo m eindeutig bestimmte ganze Zahl n mit ¢(g) = g™ fiir alle g € G.

[Herbst 1994]  Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie: Der Endomorphismenring End G
ist genau dann ein Korper, wenn G eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung ist.

[Herbst 1974]

a) Zeigen Sie, daf die multiplikative Gruppe M der positiven reellen Zahlen isomorph zur additiven
Gruppe IR der reellen Zahlen ist.

b) Beweisen Sie, daf die multiplikative Gruppe G der positiven rationalen Zahlen nicht isomorph
zur additiven Gruppe der rationalen Zahlen sein kann.

Abelsche Gruppen gegebener Ordnung

[Frihjahr 1974]  Es sei G eine Gruppe der Ordnung 25. Man beweise:
a) G ist abelsch.
b) G ist zyklisch oder direktes Produkt zweier zyklischer Gruppen von Primzahlordnung.

[Herbst 1980] Bestimmen Sie, wie viele nichtisomorphe abelsche Gruppen der Ordnung 1980 existie-
ren, und geben Sie aus jeder Isomorphieklasse ein Beispiel.

Herbst 1983 n > 1 sei eine natiirliche Zahl und p*' ...p% ihre Primzerlegung. Zeigen Sie:
1 r gung g

a) Fiir die Anzahl a(n) der Isomorphietypen der abelschen Gruppen der Ordnung n gilt

a(n) > H a;

b) In a) herrscht Gleichheit genau dann, wenn «; < 3 fiir jedes i = 1,...,r gilt.
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G2.33 [Herbst 1988]
a) Bestimme die Anzahl der nichtisomorphen abelschen Gruppen der Ordnung 1988.

b) Beweise: Die Einheiten von 7Z /457 bilden eine nichtzyklische Gruppe der Ordnung 24.
Man stelle diese (bis auf Isomorphie) als direkte Summe von priméren zyklischen Gruppen dar.

G2.34 [Frithjahr 1993]  Geben Sie alle Isomorphieklassen von abelschen Gruppen der Ordnung 240 an.

G2.35 [Friihjahr 1996]
a) Wie viele Isomorphieklassen von abelschen Gruppen der Ordnung 64 gibt es?
b) Bestimmen Sie die kleinste natiirliche Zahl n, so daf es genau sechs Isomorphieklassen von abel-

schen Gruppen der Ordnung n gibt.

G2.36 [Herbst 1979] Bestimme die kleinste Zahl n, so daf die abelschen Gruppen der Ordnung n in genau
6 Isomorphieklassen zerfallen.

Lokalzyklische und dividierbare Gruppen

G2.37 [Friihjahr 1975]  Im folgenden ist @ — @ © als abelsche Gruppe zu betrachten.
a) Zeige: Ist A eine zyklische abelsche Gruppe, dann existiert ein m € {0,1,2,...} mit A~ Z/mZ.
b) Zeige: Fiir jedes n € IN gilt:
Qn—=0Q

c) Zeige: Q besitzt keine zyklische Faktorgruppe # 0.

HINwWEISs: Benutze a) und b).

d) Zeige: Lakt man aus einer beliebigen Erzeugendenmenge von ® endlich viele beliebige Elemente
weg, dann ist auch die Restmenge eine Erzeugendenmenge.

e) Zeige: Jede endlich erzeugte Untergruppe von @ ist zyklisch.

HINwEIS: Zeige zuerst, daft jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe zyklisch ist und benutze dieses
Resultat.

G2.38 [Herbst 1978] Man beweise, dafl jede endlich erzeugte Untergruppe der additiven Gruppe der ratio-
nalen Zahlen zyklisch ist.

G2.39 [Herbst 1990] Beweisen Sie: Alle endlich erzeugten von {0} verschiedenen Untergruppen der addi-
tiven Gruppe der rationalen Zahlen sind isomorph.

G2.40 [Herbst 1995] Eine Gruppe G heifst lokal-zyklisch, falls jede endlich erzeugte Untergruppe von G
zyklisch ist. Man zeige:
a) Jede lokal-zyklische Gruppe ist abelsch.
b) Unter- und Faktorgruppen einer lokal-zyklischen Gruppe sind lokal-zyklisch.

c) Die additiven Gruppen Q und Q/Z sind lokal-zyklisch.
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G2.41

G2.42

G2.43

G2.44

G2.45

[Friihjahr 1981] Essei Q" die additive Gruppe der rationalen Zahlen. Beweisen Sie:

a) Fiir jede echte Untergruppe U von Q' (d.h. U ; Q") ist die Faktorgruppe Q /U nicht
endlich.

b) Fiir je zwei von {0} verschiedene Untergruppen U,V von Q7 gilt UNV # {0}.
c¢) Ist U < Q" eine Untergruppe, so daf Q" /U zyklisch ist, dann gilt U = Q *.

d) Q7" hat keine maximale Untergruppe. (D.h. es gibt keine Untergruppe U mit folgenden Eigen-
schaften:
i. U£AQ"
ii. Fiir jede Untergruppe V mit UCV C Q" folgt U =V oder V= Q7))

[Herbst 1989] @ bezeichne die additive Gruppe des Kérpers @ der rationalen Zahlen. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen:

a) Endlich erzeugte Untergruppen von Q * sind zyklisch (man sagt Q" ist lokalzyklisch).
b) Untergruppen und homomorphe Bilder lokalzyklischer Gruppen sind wieder lokalzyklisch.

¢) Jeder Homomorphismus zwischen zwei Untergruppen von Q © wird durch Multiplikation mit
einer rationalen Zahl vermittelt.

d) Zwei Untergruppen U,V C Q" sind genau dann isomorph, wenn U NV sowohl in U als auch
in V endlichen Index hat.

[Herbst 1974]  Eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe G heifst torsionsfrei, wenn jedes Element
0 # x € G unendliche Ordnung hat, d.h. nz # 0 fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt. Eine (additiv
geschriebene) abelsche Gruppe G heifit teilbar, wenn fiir alle natiirlichen Zahlen n und alle g € G
die Gleichung nz = g stets losbar ist; G heifst eindeutig teilbar, wenn dariiber hinaus die Lésung =
der Gleichung nz = g eindeutig ist.

a) Beweisen Sie, daf jede torsionsfreie teilbare abelsche Gruppe eindeutig teilbar ist.

b) Zeigen Sie, daf jede torsionsfreie teilbare abelsche Gruppe G ein Vektorraum iiber dem Koérper
der rationalen Zahlen @ ist.

[Herbst 1974] Eine Gruppe G heifst lokal zyklisch, wenn jede endlich (d.h. von endlich vielen Ele-
menten) erzeugte Untergruppe von G zyklisch ist.

a) Sei K ein (kommutativer) Korper der Charakteristik # 2. Zeigen Sie, daf dann die additive
Gruppe KT von K nie isomorph zur multiplikativen Gruppe K* sein kann.

b) Sei K ein (kommutativer) Korper der Charakteristik 2. Beweisen Sie, daf die additive Gruppe
K™ von K nie isomorph zur multiplikativen Gruppe K* von K sein kann.

c) Beweisen Sie, daf jede torsionsfreie, teilbare [Definition in voriger Aufgabe] und lokal zyklische
abelsche Gruppe isomorph zur additiven Gruppe Q" der rationalen Zahlen sein muf.

[Frithjahr 2001]  Eine Gruppe heifst torsionsfrei, wenn nur das neutrale Element endliche Ordnung
besitzt. Eine torsionsfreie abelsche Gruppe # 0 heifst vom Rang 1, wenn es fiir je zwei Elemente
z,y dieser Gruppe ganze Zahlen a,b, nicht beide gleich 0, gibt derart, dass az + by = 0 ist; z.B. ist
die additive Gruppe Q der rationalen Zahlen torsionsfrei vom Rang 1. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen:

a) Torsionsfreie abelsche Gruppen vom Rang 1 lassen sich in @ einbetten.
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b) Torsionsfreie lokal zyklische Gruppen, d.h. alle endlich erzeugten Untergruppen sind zyklisch,
lassen sich in @ einbetten.

c) Jede Untergruppe von @ ist lokal zyklisch.
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3. Operation von Gruppen

Rechnen in S,

G3.1 [Frithjahr 2003]  Sei S7 die symmetrische Gruppe aller Permutationen von {1,...,7}.
a) Gibt es einem injektiven Homomorphismus 7 /10Z — S;?

b) Gibt es einen injektiven Homomorphismus Z/8Z — S ?

G3.2 [Herbst 1980] In Sig, der symmetrischen Gruppe auf 10 Elementen, werde die Permutation

(1 2 3456 78 9 10
T \3 107 8 4516 9 2

betrachtet.
a) Zerlegen Sie 7 in disjunkte Zykel und bestimmen Sie das Vorzeichen von 7.

b) Wieviele zu 7 konjugierte Elemente gibt es in Sig ?

G3.3 [Friihjahr 1989] In der symmetrischen Gruppe S,, (n > 3) betrachte man die Elemente

(1 2 3 .. k ... n—=1 n
““\2 34 ... k+1 ... n 1

b— 1 2 3 k ... n—=1 n
\1 n n-1 ... n—-k+2 ... 3 2

a) Man zeige, da® ord(a) = n, ord(b) = 2 und a’b — ba~" ist fiir alle i € Z .

und

b) Sei G die von den Elementen a und b erzeugte Untergruppe der S, . Man zeige, daf G =
{e,a,a?,...,a" L b,ba,ba’,...,ba" '} ist und daf die angegebenen Elemente paarweise verschie-
den sind.

c) Sei N = (a) die von a erzeugte Untergruppe von G. Man zeige, daf jede Untergruppe von N
ein Normalteiler in G ist und folgere daraus, daf (a?) die Kommutatoruntergruppe von G ist.

d) Sei p eine Primzahl > 3 und n = p*m mit k >0, m > 1, p{m. Man zeige, dak P = (a™)
die einzige p-Sylow-Untergruppe von G ist.

G3.4 [Herbst 1986]  Sei p eine Primzahl und N der Normalisator einer p-Sylowgruppe der symmetrischen
Gruppe S, . Zeigen Sie: |N|=p(p—1).

Hinwers: Zihlen Sie die Elemente der Ordnung p von S).

G3.5 [Herbst 1975]  Sei p eine Primzahl und G = &,, die symmetrische Gruppe in p Ziffern.
a) Man bestimme die Anzahl der Elemente der Ordnung p in G.

b) Man bestimme die Anzahl der p-Sylowgruppen von G und zeige ohne Verwendung der Sylowschen
Sitze, dak sie alle zueinander konjugiert sind.

Sei S eine p-Sylowgruppe von GG und C der Zentralisator von S in G'. Man zeige: C = S.

)

d) Sei N der Normalisator von S in G'. Man bestimme die Ordnung von N .
) Man zeige, daff kein vom Einselement verschiedenes Element von N mehr als einen Fixpunkt hat.
)

Man zeige, daf N/S zyklisch ist.
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G3.6 [Frithjahr 2002]  Sei p eine Primzahl und sei S, die Gruppe der Permutationen von {1,2,...,p}.
a) Man gebe die Anzahl der Elemente der Ordnung p in S, an.
b) Sei P eine p-Sylowuntergruppe von S,. Man gebe die Anzahl der Elemente des Normalisators
N(P) von P in S, an.
G3.7 [Friihjahr 2003]  Zeigen Sie (z.B. mit Hilfe der Zykeldarstellung von Permutationen):
a) Die alternierende Gruppe A, hat keine Untergruppe der Ordnung 6.

b) Die symmetrische Gruppe S hat ein triviales Zentrum.

G3.8 [Herbst 1998]

a) Geben Sie eine Untergruppe der Ordnung 20 in der symmetrischen Gruppe S5 an.
b) Gibt es Untergruppen der Ordnung 20 in As ? Die Antwort ist zu begriinden.

G3.9 [Friihjahr 1998]  Zeigen Sie, daf die zwei Gruppen S; und As x (Z/2Z) der Ordnung 120 nicht
isomorph sind; dabei ist S5 die symmetrische und Ay die alternierende Gruppe vom Grad 5.

G3.10 [Herbst 2003]

a) Definieren Sie die alternierende Gruppe A, .
b) Warum ist A,, fiir n > 2 eine Untergruppe vom Index 2 in S, ?

c) Zeigen Sie, dass die Gruppe Sy auflosbar ist.

G3.11 [Friihjahr 1994]

a) Es sei £ € S, ein Zykel der Linge n. Bestimmen Sie alle Permutationen 7 € S,,, die mit ¢
vertauschbar sind.

b) Essei n ungerade und n > 1. Zeigen Sie: Die Menge der Zyklen der Linge n in der alternierenden

Gruppe A, zerfillt in genau zwei Konjugiertenklassen, von denen jede 1(n—1)! Elemente enthilt.

G3.12 [Friihjahr 1985] Bestimmen Sie in der alternierenden Gruppe As die Anzahl der Konjugiertenklassen
von Elementen der Ordnung 5.

G3.13 [Friihjahr 1980]

a) Sei S, die symmetrische Gruppe auf n Elementen und G eine Untergruppe von S, , die nicht
in der alternierenden Gruppe A, enthalten ist. Zeigen Sie: Genau die Halfte der Elemente von
G liegtin GN A, .

b) Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n = 2- (2m +1).
Zeigen Sie, dafs G nicht einfach ist.
G3.14 [Friihjahr 1979]  Es bezeichne S,, die symmetrische Gruppe aller Permutationen einer n-elementigen
Menge M, und es sei j € M.

a) Man beweise: Ist G eine transitive Untergruppe von S, und H = {g € G; ¢g(j) = j}, so gilt
[G:H|=n.

b) Man zeige: Es gibt nur eine Untergruppe der Ordnung 12 in Sy , ndmlich die alternierende Gruppe.

¢) Man bestimme bis auf Isomorphie alle transitiven Untergruppen von Sy .
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G3.15 [Herbst 1985] Die Automorphismengruppe Aut A4 der alternierenden Gruppe Ay ist isomorph zur
symmetrischen Gruppe Ss. Beweisen Sie dieses Resultat auf folgendem Weg:

a) Sy ist isomorph zu einer Untergruppe von Aut A4 . Beachten Sie, daf A, Normalteiler von Sy
ist!

b) A4 hat vier 3-Sylowuntergruppen.
c) Aut A4 ist isomorph zu einer Untergruppe der Sy, wobei Aut A4 als Permutationsgruppe auf
der Menge der 3-Sylowuntergruppen betrachtet wird.
G3.16 [Herbst 1986]  Zeigen Sie:
a) Die symmetrische Gruppe S,, wird von {(1,2), (1,2,...,n)} erzeugt.

b) Ist n eine Primzahl und 7 eine ganze Zahl mit 1 <4 < n, so wird S,, von (1,7) und (1,2,...,n)
erzeugt.

c) Sy wird nicht von {(1,3), (1,2,3,4)} erzeugt.

Transitive Gruppenoperationen

G3.17 [Frithjahr 1979]  Eine Gruppe G operiere auf einer Menge M .

a) Erlautern Sie, was das heiflt, und geben Sie ferner an, was man unter einer Bahn (auch Orbit

genannt) von G in M und unter der Fizgruppe (auch Standgruppe, Isotropiegruppe) eines € M
versteht.

b) Zeigen Sie: Die Fixgruppen zweier Elemente aus derselben Bahn sind konjugierte Untergruppen
von G .

c) Beweisen Sie die Formel
Ord(G) = Ord(Gy) - by

wobei G eine endliche Gruppe der Méchtigkeit Ord(G) ist, G, die Fixgruppe eines z € M und
b, die Elementezahl der Bahn, zu der = gehort.

)

G3.18 [Friihjahr 1977] Es sei G eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe von G vom Index m und
M = {g1H,g2H,...,gnH} die Menge aller Linksnebenklassen von H in G. Weiter sei Sy die
Gruppe aller Permutationen von M . Zeigen Sie:

a) Die Abbildung ¢ : G — Sy, die jedem g € G die Permutation

{M—)M

wlg) : g9:H — gg;H

zuordnet, ist ein Homomorphismus.

b) Der Kern K von ¢ ist der Durchschnitt aller zu H konjugierten Untergruppen von G.

c) Die Untergruppe ¢(G) von Sy operiert transitiv auf M, d.h. zu je zwei Elementen ¢;H,g;H €
M gibt es ein ¢(g) € ¢(G) mit ¢(g)(g:H) = g;H .

d) m! ist ein Vielfaches der Ordnung von ¢(G).
e) m ist ein Teiler der Ordnung von ¢(QG).

HINWEIS: Zeigen Sie zuerst, daf die Anzahl der Elemente aus ¢(G), die g1H nach g¢;H iiberfiihren,
fiir alle ¢ € {1,2,...,m} gleich ist.

f) Fiir n > 4 besitzt die symmetrische Gruppe S, keine Untergruppe vom Index m mit 2 < m <n.
(Man verwende dabei, daff die alternierende Gruppe A, fiir n > 4 einfach ist.)
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G3.19

G3.20

G3.21

G3.22

G3.23

G3.24

[Herbst 1981] Es sei U eine Untergruppe der Gruppe G. Fiir jedes g € G wird durch
w(g)(hU) :=ghU , heqd

eine Selbstabbildung der Menge 9t = {zU ; = € G} erklirt. Man zeige:

a) 7 ist ein Homomorphismus von G in die Permutationsgruppe von 9.

b) Ist M endlich, dann enthélt U einen Normalteiler N von G, fiir den G/N ebenfalls endlich ist.
[Frithjahr 1996] Ist H < G Untergruppe einer Gruppe G, so definiert die Operation von G auf der

Menge C' = {Hz; z € G} der Rechtsnebenklassen von rechts via Hx — Hzg fiir ¢ € G einen
Homomorphismus p: G — Sym(C) von G in die Permutationsgruppe von C'. Zeigen Sie:

a) Der Kern K von p ist die grofte normale Untergruppe von G, die in H enthalten ist, und es

git K= () » 'Hz.
zeG

b) Ist G einfach und besitzt G eine Untergruppe H vom Index k, wobei k > 2, dann teilt die
Gruppenordnung |G| den Wert %

[Frithjahr 2002] Sei G eine endliche Gruppe und U C G eine Untergruppe vom Index n. Durch
die Wirkung von G auf G/U wird ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — S, definiert (dies muss
nicht gezeigt werden).

a) Zeigen Sie: ker(y) CU.

b) Sei p der kleinste Primteiler von |G| und [G : U] = p. Zeigen Sie: U ist normal in G.

[Friihjahr 1994]  Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X heifst treu, falls zu jedem vom
Einselement verschiedenen Element g aus G ein z in X existiert mit gz # .

Sei G eine Gruppe der Ordnung 15, die auf einer Menge X treu und transitiv operiert. Man beweise,
dak X aus genau 15 Elementen besteht. Gilt die entsprechende Aussage auch, wenn man 15 durch
12 ersetzt?

[Herbst 2003] Sei G eine Gruppe der Ordnung n. Zeigen Sie:

a) G ist isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S, .

b) Ist n = 2u mit ungeradem w, so hat G einen Normalteiler vom Index 2.

[Herbst 1992]  Es sei S,, die Gruppe aller Permutationen der Menge X = {1,2,...,n}aEssei z € S,

ein n-Zykel. Ferner sei G eine transitive Untergruppe von S, und N ein von 1 verschiedener
Normalteiler von G. Zeigen Sie:

a) Der Zentralisator Z := {g € S,; gz — zg} von z in S,, ist die von 2z erzeugte zyklische

Untergruppe.
b) Alle Standuntergruppen von N sind in G konjugiert.
c) Alle Bahnen von N haben die gleiche Anzahl von Elementen.
Ist n = p eine Primzahl, so gilt ferner:
d) N ist transitiv.

e) Ist N abelsch, so ist N zyklisch von der Ordnung p.



24

Staatsexamensaufgaben zur Gruppentheorie

Bahnzerlegung

G3.25 [Herbst 1981] Sei G eine Gruppe der Ordnung 55, M eine Menge von 39 Elementen. Man zeige,

G3.26

G3.27

G3.28

G3.29

daf jede Operation von G auf M mindestens einen Fixpunkt hat.

[Frihjahr 1992]  Eine Gruppe der Ordnung 55 operiere auf einer Menge M mit 18 Elementen. Zeigen
Sie, dafs die Gruppe auf M mindestens 2 Fixpunkte hat.

[Friihjahr 1988]  Eine endliche Gruppe G operiere als Permutationsgruppe auf einer Menge M .
Zeigen Sie:

a) M ist die disjunkte Vereinigung seiner G-Bahnen Gm,m € M .
b) Die Anzahl |Gm| der Elemente von Gm ist ein Teiler von |G|.
G operiere nun mittels Konjugation auf G .

c) Folgern Sie aus a) und b): Das Zentrum einer endlichen p-Gruppe hat mindestens p Elemente.

[Herbst 2002]  Seien p eine Primzahl, 1 < » € IN und b = p". Seien weiter A der Faktorring
A = Z/bZ und A* die Gruppe der Einheiten von A. Die Gruppe A* operiert auf A mittels der
Multiplikation A* x A - A, (a,z) = a-x.

Bestimmen Sie die Bahnen dieser Operation, die Anzahl dieser Bahnen und ihre jeweilige Ordnung.

Operation durch Konjugation, Klassengleichung

[Friihjahr 1974]  Es sei p eine Primzahl, n € IN und G eine Gruppe der Ordnung p™. Man beweise,
dafs das Zentrum

Z={z€q, /\ zg = gz}

g€G

von G nicht nur aus dem neutralen Element besteht.

Hierfiir weise man im einzelnen nach:

a) Durch gRg': < \/ g—ag'a™" ist eine Aquivalenzrelation R iiber G definiert.
a€G

b) Fiir g € G ist N, = {a € G; aga! — g} eine Untergruppe von G.

¢) G = |J C; sei die Zerlegung von G in Klassen beziiglich der Aquivalenzrelation R und g € C;.
i=1
Dann gilt:

i. Ci={g} <= geZ.

ii. [G: Ng] ist die Anzahl |C;| der Elemente von C;.

d) Die Annahme Z = {e} fiihrt wegen |G| =", |C;| zu einem Widerspruch.
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G3.30 [Herbst 1980] Sei G eine Gruppe. Elemente g¢,¢9' € G heiflen zueinander konjugiert, falls es ein

h € G mit ¢’ = hgh™' gibt. G zerfillt in Klassen konjugierter Elemente.

a)

b)

Man beweise: Ist G endlich, so ist die Elementanzahl in einer jeden Klasse konjugierter Elemente
ein Teiler der Ordnung von G.

Sei G eine endliche p-Gruppe, d.h. eine Gruppe der Ordnung p” (p Primzahl, n € IN). Fir
i=0,1,2,... sei a; die Anzahl derjenigen Klassen konjugierter Elemente, die genau p’ Elemente
enthalten. Man zeige:

P = a0 +aip+asp’ + ... +anp"!
Man interpretiere ag und folgere, daf das Zentrum von G nicht nur aus dem neutralen Element
besteht.

G3.31 [Friihjahr 1975] In dieser Aufgabe werden elementare Eigenschaften endlicher Gruppen G behandelt.

G heift p-Gruppe, wenn die Ordnung |G| von G Potenz der Primzahl p ist. Der Index einer

Untergruppe U von G wird mit [G : U] bezeichnet. Eine von G verschiedene Untergruppe M
heifit maximal, wenn fiir Untergruppen U von G aus M C U C G entweder U = M oder U = G
folgt. Normalteiler werden kurz normale Untergruppen genannt.

2)

b)

Es sei U Untergruppe von G und N die Menge aller = € G, fiir die xUx~! = U ist (N heifit
Normalisator von U ). Man begriinde: N ist Untergruppe von G und U ist normal in N .

U und V seien Untergruppen von G . Man beweise: Je zwei verschiedene der (Doppelnebenklassen
genannten) Mengen
UyV . ={uyv e G; ueU,veV}
in G sind disjunkt und UyV hat die Elementezahl [U : yVy~' N U]-|V].
Hinwels: Man zdhle die Nebenklassen zV in UyV .

Es sei N Normalisator der Untergruppe U von G und S sei ein Vertretersystem der zu N
punktfremden Doppelnebenklassen UyU . Man begriinde die Formel

|G| = IN|+ > [U:yUy " nU]-|U]
yeS

und folgere fiir p-Gruppen U, deren Index [G : U] in G teilbar ist durch p, dak auch der Index
[N : U] durch p teilbar ist.
Man begriinde:

i. Jede Untergruppe U # G von G ist in mindestens einer maximalen Untergruppe enthalten.

ii. Die vom Einselement gebildete Untergruppe ist maximal in G nur dann, wenn |G| = p eine
Primzahl ist.

iii. Jede zugleich maximale und normale Untergruppe M von G hat einen Primzahlindex [G :
Es sei G eine p-Gruppe und F der Durchschnitt aller maximalen Untergruppen von G. Man
beweise:
i. Jede maximale Untergruppe M von G ist normal und F' ist ebenfalls normal.
ii. In der Faktorgruppe A := G/F hat jedes vom Einselement verschiedene Element die Ordnung
p. Ferner ist A kommutativ.

HiNnwELs: Fiir alle Paare z,y € G und fiir jede maximale Untergruppe M von G ist zyz~'y™' € M.
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G3.32

G3.33

G3.34

G3.35

G3.36

G3.37

G3.38

G3.39

[Herbst 1996]  Zeigen Sie, daft jeder Normalteiler # 1 einer endlichen p-Gruppe G ein zentrales
Element z # 1 enthélt, d.h. z liegt im Zentrum der Gruppe G .

[Friihjahr 1983]  Sei p eine Primzahl, G eine endliche p-Gruppe, Z(G) das Zentrum von G .

a) Zeigen Sie:
Ist N # {e} ein Normalteiler von G, so gilt [NNZ(G)| # 1.
HINWEIS: Betrachte N* := N\ {e}.

b) Sei G nichtabelsch von der Ordnung |G| = p*. Man bestimme die Ordnung von Z(G).

[Herbst 1999]

a) Sei p € IN eine Primzahl und G eine nichttriviale endliche p-Gruppe. Man beweise, dass das
Zentrum von G nichttrivial ist.

b) Man konstruiere eine nichtabelsche Gruppe G der Ordnung 27, in der jedes Element = € G\ {1}
die Ordnung 3 hat.

[Frithjahr 1990]  Geben Sie eine Gruppe M von 3 x 3-Matrizen {iber einem geeigneten Grundkorper

an, welche die folgenden Eigenschaften hat:

a) M hat die Ordnung 27.

b) M ist nicht abelsch.

c) x% =e fiir alle z € M (e = Einheitsmatrix).

[Herbst 1988] Es sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p™ mit n > 2. Sei C(g)
der Zentralisator eines Elements g € GG'. Zeigen Sie:

[Cg) > p

[Herbst 2002] Es sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p™ mit n > 2. Ferner sei
C(g) der Zentralisator eines Elements g € G'. Zeigen Sie:

[Cg) > p

[Frithjahr 2000]  Zeigen Sie, dass eine endliche Gruppe mit einem Normalteiler, dessen Ordnung gleich
dem kleinsten Primteiler der Gruppenordnung ist, ein nichttriviales Zentrum hat.

Hinwers: Man betrachte die Operation der Gruppe auf dem Normalteiler durch Konjugation.

[Herbst 2003] Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n > 1, sei p der kleinste Primteiler von n
und P eine zyklische, normale p-Sylowgruppe von G .

a) Zeigen Sie: Ist p™ die Ordnung von P, so ist p™ (p — 1) die Ordnung der Automorphismen-
gruppe Aut(P) von P.

b) Die Konjugation von G auf P liefert einen Homomorphismus

a: G— Aut(P) , a(g): v+ grg '

fir ¢ € G und = € P. Zeigen Sie: Der Index |G : Kerna] ist ein Teiler von p™ !(p — 1) und
nicht durch p teilbar.

c) Zeigen Sie, dass P im Zentrum von G enthalten ist.
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G3.40

G3.41

G3.42

G3.43

[Friihjahr 1985]  Seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Bezeichne G/H die Menge
der Restklassen z = zH, z € G, und S(G/H) die Permutationsgruppe von G/H . Beweise:

a) Durch ¢(g)(z) := gz fiir g,z € G ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — S(G/H) definiert.

b) Kern (¢) =: N ist Normalteiler von G mit N < H. Sei [G : H] =: ¢ endlich. Dann ist [G : N]|
endlich, t teilt [G : N] und [G : NJ teilt ¢!

c) Jede Gruppe der Ordnung 392 besitzt eine normale 7-Untergruppe # {1}.

Lineare Darstellungen

[Friihjahr 1976] Es sei GF(p) ein Primkorper der Charakteristik p > 2, & die Gruppe aller Abbil-
dungen z — uz +v von GF(p) auf sich mit u,v € GF(p) und u # 0. Weiter sei r eine primitive
(p — 1) -te Einheitswurzel in GF(p) und a ein Automorphismus von &. Die Abbildungen n und ¢
aus & seien definiert durch

0 {GFép')_)—;ff;(p) S {GF(Z):SUF(”)

Die Elemente aus GF(p) seien durch die Zahlen 0,1,2,...,p — 1 repréisentiert. Zeigen Sie:
a) Fiir die von n erzeugte Untergruppe 91 von & gilt a(9N) = N.

b) {n,t} ist ein Erzeugendensystem von &.

c) Es gibt ein s € {0,1,2,...,p— 1} mit a(n) =t7% -n-t5.
)

d) Ist s wie unter c) bestimmt, B der durch S(g) = v™%-g-t® fliir g € & bestimmte innere
Automorphismus von & und ¢ := 3 ta, sowie ¢(t)(z) := bz + ¢ fiir alle * € GF(p), dann gilt:

i) p(n) = n
ii) n"=p(r)-n-(p(r)""
iii) b=r  (Hinweis: Berechnen Sie x + r!)
e) Es gibt ein t € {0,1,2,...,p— 1} mit ¢(g) =n~t-g-nf firalle g€ &.
f) Alle Automorphismen von & sind innere Automorphismen.
g) Die Automorphismengruppe von & ist isomorph zu &.
[Herbst 1977]  Sei IF4 ein Korper mit 4 Elementen, V' ein 2-dimensionaler Vektorraum iiber IFy, G

die Gruppe der invertierbaren 2 x 2 Matrizen iiber IF, und S die Untergruppe der Matrizen von G
mit Determinante 1.

a) Bestimme die Anzahl der Vektoren von V' und die der 1-dimensionalen Unterrdume von V.
b) Bestimme die Ordnungen der Gruppen G und S (ndmlich zu 180 und 60).
c) Zeige, dak G das direkte Produkt von S mit einer Untergruppe der Ordnung 3 ist.

[Herbst 1977] Sei V = IF7 und S = SLy(IF4). Beziiglich einer festen Basis von V erklirt jedes
g € S eine lineare Abbildung, die ebenfalls mit g bezeichnet sei.
a) Zeige, dak das Eins-Element von S das einzige Element von S ist, das jeden Unterraum von V

in sich tberfiihrt.

b) Zeige, dafs die Gruppe S isomorph zur alternierenden Gruppe As vom Grade 5 ist (beniitze die
vorige Aufgabe).
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G3.44

G3.45

G3.46

[Herbst 1077]  Sei V = TF; und S = SLy(TFy).

a) Zeige, dall IF4 einen Automorphismus « der Ordnung 2 besitzt.

b) Sei v1,vs eine Basis von V und a die Abbildung von V', die jedem Vektor Ajv; + Aavs mit
A; € IF4 den Vektor A{v; + AJws zuordnet. Fasse die Elemente von S als Abbildungen von V'
auf und sei soaq fiir s € S, die aus s und a zusammengesetzte Abbildung. Zeige, daf die Menge
[ ={s,so0a; s€ S} =SU(Soa) beziglich Hintereinanderausfihrung eine Gruppe bildet.

c) Zeige, dak die Gruppe I' isomorph zur symmetrischen Gruppe S5 vom Grade 5 ist. (Beniitze die
vorige Aufgabe)

[Frithjahr 1979]  Es seien p eine Primzahl und d, m > 1 zwei natiirliche Zahlen. Sei V der d-
dimensionale Vektorraum iiber dem Korper K = GF(n), der aus genau n = p™ Elementen besteht.

a) Zeigen Sie: Die Ordnung der Gruppe aller Automorphismen von V ist (n¢ —1)(n¢ —n)...(n?% —

nd=1).

Hinwers: Wieviele geordnete Basen von V' gibt es?

b) Bestimmen Sie die Ordnung der Gruppe der semilinearen Bijektionen von V' auf sich.

Hinwers: Die Automorphismengruppe von K ist zyklisch.

c) Essei d > 3. Bestimmen Sie die Ordnung der Gruppe aller Kollineationen des (d—1)-dimensiona-
len projektiven Koordinatenraumes iiber K .

[Herbst 1979] Seien K ein Korper der Charakteristik 0 und G eine endliche Gruppe der Ordnung
n. Ein endlichdimensionaler K -Vektorraum V' heilt G -Raum, wenn es eine Abbildung G x V —
V, (g,v) = g - v, mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) Fir alle g € G ist die Abbildung V -V, v — g-v, K -linear.
(i) Fiir alle g1,9o € G und v € V gilt g1 - (g2 -v) = (g192) - v, fiir das Einselement e von G gilt
e-v=u.

Ein Unterraum U von V heitt G -Unterraum, wenn fiir alle ¢ € G, u € U gilt g-u € U.
Ein G-Raum V heift einfach, wenn er von Null verschieden ist und aufser 0 und V' keine G-
Unterrdume besitzt. Sind V,V' G-Riume, so heiflt eine K -lineare Abbildung f : V — V' ein
G -Homomorphismus, wenn fiir alle g € G, v € V gilt f(g-v) =g- f(v); V heillt G -isomorph zu
V', wenn es einen bijektiven G-Homomorphismus f: V — V' gibt.

Man zeige:

a) Ist f: V = V' ein G-Homomorphismus zwischen G-R&umen, so sind Kern und Bild von f
G-Unterrdume. Sind V und V' einfach und f # 0, dann ist f bijektiv.

b) Seien V ein G-Raum, U ein G-Unterraum von V', sei V' ein K -Unterraum von V mit
V=U®V"und p: V — U die Projektion auf U. Dann ist die Abbildung

1 -1
qg: V-V | v Zg -p(g-v)
geG

ein G'-Homomorphismus (man betrachte h=! - g(h-v) fiir h € G und v € V'), es gilt q(u) = u
firalle wue U, ¢q(V)=U und V=U® (1—-¢q)(V).

c) Jeder G-Raum ist direkte Summe endlich vieler einfacher G-Unterrdume.

d) Die K -Dimension jedes einfachen G-Raumes ist héchstens n .

(Fiir ein 0 # vg € V' betrachte man den von allen g-vg, g € G, erzeugten Untervektorraum von
V)
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G3.47

G3.48

G3.49

e) Zu jedem eindimensionalen G-Raum V gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus yy : G —
K* =K —{0} mit g-v=yxy(g)v firalle g€ G, veV.
Fiir alle g € G ist xv(g) eine n-te Einheitswurzel von K . Ferner sind zwei eindimensionale
G-Raume V,V’ genau dann G -isomorph, wenn yy = xy- ist.

Von nun ab sei GG eine zyklische Gruppe mit erzeugendem Element ¢, wie bisher sei n ihre Ordnung.
Man zeige weiter:

f) Gibt es n paarweise nicht G-isomorphe eindimensionale G-Riume Vi,...,V,, so enthilt K
eine primitive n-te Einheitswurzel.

(Man betrachte die Elemente xv;,(t), 1 <i < n, und beachte e).)

g) Wenn K eine primitive n-te Einheitswurzel enthilt, dann gibt es n paarweise nicht G -isomorphe,
eindimensionale G -Raume.

h) Enthilt K eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist jeder einfache G-Raum V eindimensional.

(Die Abbildung f: V =V mit v+ t-v ist ein G-Homomorphismus mit f™ = idy , wobei idy
die identische Abbildung von V ist. Man zeige durch Zerlegung von f™ —idy in Faktoren der
Form f — aidy, a € K, und mit Hilfe von a), dak es eine n-te Einheitswurzel € € K gibt mit
f—eidy =0.)

[Friihjahr 2003]  Sei (), eine zyklische Gruppe der Primzahlordnung p. Bestimmen Sie die Anzahl
der Automorphismen der Gruppe C, x C, x C), .

[Frithjahr 1988] Es sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen. Bestimmen Sie die Ordnungen der
folgenden Gruppen:

a) der Gruppe GL(2, K) aller invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Koeffizienten aus K ;
b) der Gruppe SL(2, K) aller A € GL(2,K) mit det A =1;
c) des Zentrums Z von SL(2,K).

Symmetriegruppen

[Friihjahr 1074]  Die komplexe Ebene € wird in iiblicher Weise auch als reelle euklidische Ebene IR?

angesehen. Sei p = e™/? eine sechste Einheitswurzel in C , sei W = {m + np; m,n € Z} das von 1

und p aufgespannte Gitter in C .
a) Zeige: p?> —p+1=0. Folgere daraus: p-W = W .
b) Zeige: 0,1,p bilden ein gleichseitiges Dreieck.

c) Bestimme alle Gitterpunkte (= Zahlen aus W) mit minimalem positiven Abstand von 0. Was ist
die zweitkleinste Entfernung eines Gitterpunktes von 07

d) Sei G die Symmetriegruppe des Gitters W , bestehend aus allen eigentlichen und uneigentlichen
Bewegungen der Ebene, die W in sich abbilden. Zeige:

G enthilt eine zu W isomorphe Translationsgruppe 7. Die 0 festlassenden Symmetrien
bilden eine Diedergruppe Gy, esist G =Gy - T .

e) Beschreibe die Elemente in G geometrisch: Wo sind die Fixpunkte der Drehungen, wo die Achsen
der Spiegelungen bzw. Gleitspiegelungen?
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G3.50 [Herbst 1982]  Zeigen Sie: Die Gruppe aller Drehungen, die ein regulires Tetraeder in sich iiberfiihren,
ist zur alternierenden Gruppe A4 isomorph.

G3.51 [Friihjahr 1989] Wie viele Isometrien hat ein n-dimensionaler Wiirfel in IR™?

G3.52 [Friihjahr 1997]
a) Zeigen Sie, daf die Symmetriegruppe (= Gruppe der Isometrien) eines reguliren Oktaeders im
euklidischen IR?® isomorph zur Symmetriegruppe eines Wiirfels ist.

b) Welche Ordnung hat diese Gruppe?

c) Wie viele Elemente der Ordnung 3 besitzt sie?
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4. Sylowsatze

Gruppen mit lauter normalen Sylowgruppen
G4.1 [Friihjahr 2003]  Zeigen Sie, dafs jede Gruppe der Ordnung 255 zyklisch ist.
G4.2 [Friihjahr 1976]  Zeige, dafs jede Gruppe der Ordnung 1001 zyklisch ist.

G4.3 [Herbst 2000] Sei G eine Gruppe mit 2001 Elementen. Zeigen Sie:
a) Die p-Sylowgruppen von G sind fiir p = 23 und p = 29 normal.

b) Auch die 3-Sylowgruppe von G ist normal.

c) Die Gruppe G ist zyklisch.

G4.4 [Frithjahr 1984] G sei eine Gruppe der Ordnung 45.
a) Bestimmen Sie fiir jede Primteiler p von 45 die Anzahl der p-Sylowuntergruppen von G'.

b) Folgern Sie, daf G isomorph zum direkten Produkt seiner Sylowuntergruppen ist!

c) Folgern Sie, daf G abelsch ist!

)
)
)
d) Wieviele Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 45 gibt es?

G4.5 [Herbst 1987]  Zeigen Sie, dak jede Gruppe der Ordnung 45 hichstens 12 verschiedene Untergruppen
besitzt.

G4.6 [Herbst 1992] Man bestimme die Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 1225.

G4.7 [Friihjahr 1993]  Gruppen der Ordnung p?q? mit pfq¢® — 1:
a) Es sei p eine Primzahl. Bekanntlich ist jede Gruppe der Ordnung p? abelsch. Man gebe die
Isomorphietypen aller Gruppen der Ordnung p? an.

b) Fiir jede Gruppe der Ordnung p? bestimme man die Automorphismengruppe und ihre Ordnung.

c¢) Es seien p und ¢ Primzahlen mit 2 < p < q und pt¢?> — 1. Es sei G eine Gruppe der Ordnung
p?q® . Man beweise, da G genau eine p-Sylowgruppe besitzt.

d) Man beweise, dal die Gruppe G in Teil (¢) der Aufgabe abelsch ist.

G4.8 [Herbst 2002] Es sei p € IN eine Primzahl > 5 derart, dass auch ¢ := p 4+ 2 eine Primzahl ist, wie
z.B. p=17 und ¢ =19.

2

a) Es sei G eine Gruppe der Ordnung p? - ¢>. Bestimmen Sie die Anzahlen und Ordnungen der

Sylow-Untergruppen von G'.

b) Bestimmen Sie alle Isomorphietypen von Gruppen der Ordnung 104329 — 3232,

G4.9 [Friihjahr 1990] G sei eine endliche Gruppe, in der Elemente teilerfremder Ordnung stets miteinander
vertauschbar sind. Zeigen Sie: G ist das direkte Produkt von Sylow-Gruppen.
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G4.10 [Herbst 1988]  Fiir alle Paare z,y von Elementen der endlichen Gruppe G soll die Gleichung

2’y’ = (ay)®

gelten. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Fiir alle Paare z,y von Elementen aus G gilt
2y = 20

HinwErs: Betrachten Sie (zy)3y~!.
b) Elemente teilerfremder Ordnung von G sind miteinander vertauschbar.
c) Alle p-Sylowgruppen von G sind Normalteiler.

d) Die sechste Potenz eines jeden Elements aus G liegt in Z(G), dem Zentrum von G'.

Gruppen mit einer normalen Sylowgruppe

G4.11 [Frithjahr 1992] Es seien p und ¢ Primzahlen mit p < q.
a) Folgern Sie aus den Sylowschen Sitzen, daf im Falle ¢ Z 1 mod p jede Gruppe der Ordnung pq
zyklisch ist.

b) Geben Sie im Falle ¢ =1 mod p eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung pg an, indem Sie fiir
einen geeigneten Kérper K und eine geeignete Untergruppe U von K* die Matrizen

(5 1)

G4.12 [Friihjahr 2000]  Untersuchen Sie, fiir welche Primzahlen ¢ mit ¢ =2 mod 3 jede Gruppe der Ord-
nung 3¢ zyklisch ist.

mit a € U und b € K betrachten.

G4.13 [Frithjahr 1987]  Seien p und ¢ verschiedene Primzahlen. Beweisen Sie, daf jede Gruppe der Ordnung
p? - ¢ eine normale Sylowuntergruppe besitzt.

G4.14 [Friihjahr 2001]  Sei G eine Gruppe der Ordnung 63.
a) Man zeige, dass G einen nichttrivialen Normalteiler hat.
b) Man konstruiere zwei nicht isomorphe nicht abelsche Gruppen der Ordnung 63 (als semidirektes
Produkt).

G4.15 [Herbst 1989] Beweisen Sie:
a) Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung 333.

b) Es gibt eine kommutative, nicht zyklische Gruppe der Ordnung 333.
c) Es gibt eine nicht kommutative Gruppe der Ordnung 333.

G4.16 [Friihjahr 1983]  Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
a) Die alternierende Gruppe A hat keine Untergruppe der Ordnung 6.
b) Eine Gruppe G der Ordnung 12 ohne Untergruppe der Ordnung 6 hat vier 3-Sylowuntergruppen.

¢) Der Homomorphismus der Gruppe G aus b) in die symmetrische Gruppe S, der einem Element
g € G die durch Konjugation mit g bewirkte Permutation der vier 3-Sylowuntergruppen zuordnet,
ist eine Einbettung.

d) Alle Gruppen der Ordnung 12 ohne Untergruppen der Ordnung 6 sind isomorph.
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GA4.17 [Friihjahr 1986]
a) Zeigen Sie: Ist G eine Gruppe mit 1 < |G| < 24, so besitzt G eine normale Sylowgruppe.
b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Gruppe der Ordnung 24 an, die keine normale Sylowgruppe besitzt
(mit Begriindung).

G4.18 [Herbst 1987] Wieviele Untergruppen der Ordnung 8 besitzt die symmetrische Gruppe S4? Sind
diese Untergruppen paarweise isomorph?

G4.19 [Friihjahr 1995]  Zeigen Sie:

(a) Der kanonische Epimorphismus 7 : Z /97 — Z /37 ist nicht zerfallend, d.h. es gibt keinen Homo-
morphismus ¢ : Z/3Z — Z/9Z mit mop =id.

(b) Sei G eine Gruppe der Ordnung 196. Dann besitzt G eine normale 7-Sylowuntergruppe P, und
der kanonische Epimorphismus G — G/P ist zerfallend.

G4.20 [Friihjahr 1978] G sei eine Gruppe der Ordnung p"q, wobei p und ¢ verschiedene Primzahlen sind.
Von G wird vorausgesetzt, dafs der Durchschnitt von je zwei verschiedenen p-Sylow-Untergruppen
nur das Einselement von G enthélt. Beweisen Sie: G ist nicht einfach.

G4.21 [Herbst 1984]  Zeigen Sie: Jede Gruppe der Ordnung 200 enthélt einen nichttrivialen abelschen
Normalteiler. (Man zitiere die verwendeten Sétze!)

G4.22 [Frithjahr 1995]  Sei G eine Gruppe der Ordnung 300. Zeigen Sie, daf G nicht einfach ist.

Hinwers:  Lassen Sie die Gruppe G auf der Menge ihrer 5-Sylowgruppen operieren.

G4.23 [Friihjahr 1978]  Zeigen Sie: Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung 700.

G4.24 [Friihjahr 1998]  Sei G eine Gruppe der Ordnung 750. Zeigen Sie, dafl G einen echten Normalteiler
besitzt.

HmwweErs: Lassen Sie G durch Konjugation auf der Menge Syl 5(G) aller 5-Sylowgruppen von G ope-
rieren.

G4.25 [Herbst 1978] Es sei G eine Gruppe der Ordnung 1722 = 41 - 42; mit S sei eine 41-Sylowgruppe
von G bezeichnet, eine 7-Sylowgruppe von G sei T .

a) Zeigen Sie: S ist entweder Normalteiler oder normalisatorgleich.
b) Zeigen Sie: T ist entweder Normalteiler oder normalisatorgleich.

c) Beweisen Sie (etwa durch Abzédhlen der Elemente), dafl hochstens eine der beiden Gruppen S
und T normalisatorgleich sein kénnen.

d) Begriinden Sie, warum der Komplex ST eine kommutative Gruppe ist.
e) Zeigen Sie: Sowohl S als auch T ist Normalteiler von G.
f) Geben Sie ein Beispiel einer Gruppe der Ordnung 1722 an, deren maximaler abelscher Normalteiler

die Ordnung 287 =41 -7 hat (es gibt mehrere paarweise nichtisomorphe).

G4.26 [Herbst 2002]
a) Zeigen Sie: Gruppen der Ordnung 2002 haben einen Normalteiler vom Index 2.
b) Zeigen Sie: Eine Gruppe der Ordnung 1001 ist zyklisch.
c) Zeigen Sie: Es gibt genau 8 Isomorphietypen von Gruppen der Ordnung 2002.
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G4.27 [Herbst 1984] Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen G, die genau vier verschiedene Un-
tergruppen besitzen!

G4.28 [Frithjahr 1994] Es sei n eine ungerade natiirliche Zahl. Zeigen Sie: Wenn es bis auf Isomorphie
nur eine einzige Gruppe der Ordnung n gibt, dann gilt (¢(n),n) = 1. (Dabei ist ¢ die Eulersche
Phi-Funktion.)

Allgemeine Sylowtheorie

G4.29 [Frithjahr 1979] Es sei G eine endliche Gruppe, N ein Normalteiler von G und K eine p-Sylow-
Untergruppe von G . Zeigen Sie: K N N ist eine p-Sylow-Untergruppe von N .

Hinweis: Untersuchen Sie KN .

G4.30 [Herbst 1998] Sei G eine endliche Gruppe, seien P eine p-Sylowuntergruppe und U eine weitere
Untergruppe von G . Zeigen Sie:

a) Ist U oder P normal, so ist PNU eine p-Sylowuntergruppe von U .
b) Ist P nicht normal, so gibt es eine Untergruppe U, so dass PN U keine p-Sylowuntergruppe
von U ist.
G4.31 [Herbst 1976] G sei eine einfache Gruppe der Ordnung 60. Zeigen Sie:
a) G besitzt genau sechs 5-Sylowgruppen.
b) G besitzt genau zehn 3-Sylowgruppen.

HmNwEIS: Verwenden Sie a).

c) G besitzt keine Elemente der (genauen) Ordnung 6 und keine Elemente der (genauen) Ordnung
10.

HiNnweEIs: Wieviele solche Elemente miifite G sonst mindestens haben?

d) Der Durchschnitt je zweier verschiedener 2-Sylowgruppen von G ist trivial.

HINWETS: Verwenden sie c).

e) G besitzt genau fiinf 2-Sylowgruppen.

G4.32 [Friihjahr 1995]

a) Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung 60. Man zeige, daf G genau sechs 5-Sylowuntergruppen
und 24 Elemente der Ordnung 5 hat.

b) Man zeige, daf es in jeder Gruppe der Ordnung 56 nichttriviale Normalteiler gibt.

G4.33 [Herbst 1990] Untersuchung der symmetrischen Gruppe Ss :
a) Man bestimme die Struktur und die Anzahl der 2-Sylowgruppen der symmetrischen Gruppe Ss .

b) Man bestimme die Anzahl der 5-Sylowgruppen von Sy .

)
c) Besitzt S5 eine Untergruppe der Ordnung 157
)

d) Besitzt S zwei zueinander nicht isomorphe Untergruppen der Ordnung 67
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G4.34 [Friihjahr 1984] Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G vom Index n. Zeigen
Sie:
a) K:= () gHg ! ist einin H enthaltener Normalteiler von G, dessen Index in G' ein Vielfaches

9€G
von n und ein Teiler von n! ist.

HinwEers:  Definieren Sie einen Homomorphismus von G in die Permutationsgruppe der Menge aller
Linksnebenklassen gH, g € G, von G nach H, dessen Kern K ist!

b) Jeder in H enthaltene Normalteiler von G liegt in K .

c) Ist p der kleinste Primteiler der Ordnung von G, so ist jede Untergruppe von G vom Index p
ein Normalteiler.

d) Sei p eine Primzahl. Der Durchschnitt aller p-Sylowuntergruppen von G ist ein Normalteiler.
Er enthilt jede p-Untergruppe von G, die Normalteiler in G ist.
G4.35 [Herbst 1996]  Sei IF,, der Korper mit p Elementen (p eine Primzahl) und GL(n,IF,) die allgemeine
lineare Gruppe n-ten Grades iiber TF,, .

a) Gestiitzt auf die Formel

Ord(GL(n,IF,)) = (" = 1)(p" —p)...(p" —p" ")

fiir die Ordnung der GL(n,IF,) beweise man, daf die Untergruppe U(n,TF,) < GL(n,IF,) aller
Matrizen der Form

1 *
0 1
eine p-Sylow-Untergruppe der GL(n,IF, ) bildet.
b) Als Anwendung zeige man: Ist G eine p-Gruppe von Automorphismen des endlich dimensionalen

IF, -Vektorraums V', so sind alle g € G’ simultan auf Dreiecksgestalt transformierbar.

G4.36 [Herbst 1999]  Sei p eine Primzahl. Wie viele p-Sylow-Untergruppen besitzt die symmetrische Grup-
pe Sp?

G4.37 [Friihjahr 2001]  Zeigen Sie Ng(Ng(P)) = Ng(P) fiir eine p-Sylowuntergruppe P der endlichen
Gruppe G. (Ng(U) ist der Normalisator der Untergruppe U von G'.)
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5. Auflésbare Gruppen

G5.1 [Herbst 1994]

a) Sei N eine normale Untergruppe einer Gruppe G. Zeigen Sie: Sind die Faktorgruppen G/N
und N auflésbar, so ist auch G auflsbar.

b) Sei G eine nicht-triviale endliche p-Gruppe. Zeigen Sie: G besitzt ein nichttriviales Zentrum,
und G ist auflésbar.

G5.2 [Herbst 1999]  Seien p und ¢ verschiedene Primzahlen. Man beweise, dass jede Gruppe der Ordnung
pq? auflosbar ist.

G5.3 [Herbst 1994] Beweisen Sie: Jede Gruppe der Ordnung 297 ist auflésbar.

G5.4 [Herbst 1989] Es sei Sy die Gruppe aller Permutationen von {1,2,3,4}.

a) Man zeige, dafs

U:={o€Ss; o(l) =1}

eine Untergruppe, aber kein Normalteiler in Sy ist.
b) Gibt es in Sy eine Untergruppe der Ordnung 87
¢) Man gebe eine 3-Sylow-Untergruppe von S; an.

d) Man zeige, daf Sy auflosbar ist (man gebe eine Auflésung ohne Begriindung an).

G5.5 [Herbst 2000]
a) Geben Sie die Definitionen der Begriffe Normalteiler und auflosbare Gruppe an.
b) Sei G eine Gruppe der Ordnung 100. Zeigen Sie:
(i) G ist auflosbar.
(ii) Hat G einen Normalteiler der Ordnung 4, so ist G abelsch.

HinweErs: Es darf verwendet werden, dass Gruppen der Ordnung p> abelsch sind, wenn p eine Primzahl
ist.)

G5.6 [Herbst 1973]

a) K sei ein Korper. Eine Abbildung ¢ : K — K heife linear, wenn es Elemente a,b € K gibt,
a # 0, so daR £(x) = ax + b fir alle © € K gilt. Zeige, daf die Menge L(K) aller linearen
Abbildungen ¢: K — K bzgl. der Komposition von Abbildungen eine Gruppe ist.

b) Im folgenden sei K ein endlicher Korper. Sei ¢ € L(K) durch ¢(z) = ax + b gegeben. Zeige:
Ist a # 1, dann ist die Ordnung von ¢ gleich der Ordnung von a in der multiplikativen Gruppe
K* von K. Ist a =1, dann ist die Ordnung von £ gleich der Ordnung von b in der additiven
Gruppe K von K.

c) K sei ein Korper mit ¢ Elementen. Zeige, daf es in L(K) genau eine Untergruppe U der
Ordnung ¢ gibt.

d) Unter welchen Voraussetzungen iiber ¢ ist U zyklisch?
e) Zeige, dak U ein Normalteiler von L(K) ist und L(K)/U eine zyklische Gruppe.

f) Diskutiere, unter welchen Voraussetzungen iiber die Elementezahl von K die Gruppe L(K) zy-
klisch, abelsch, auflésbar ist.
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G5.7 [Frithjahr 1997] ~ Sei p eine Primzahl und T, der Kérper mit p Elementen. Eine Permutation o von
I, heift affin, falls es Elemente a,b € I, mit a # 0 gibt, so dak o(z) = azx + b fir z € T, gilt.
Es bezeichne G die Menge aller affinen Permutationen von IF, .
a) Zeigen Sie, daff G eine Gruppe und isomorph zur Gruppe aller Matrizen (8 l{) mit a,b € IF,
und a # 0 ist.

b) Geben Sie einen surjektiven Homomorphismus ¢ von G auf die multiplikative Gruppe ]F; an,
dessen Kern N zyklisch von der Ordnung p ist.

c) Begriinden Sie, warum G auflosbar ist.

G5.8 [Friihjahr 2002]  Sei a ein Element der Ordnung d > 1 in der multiplikativen Gruppe des Korpers
Z[pZ und G die von den Abbildungen

w: Z/pl— Z[pZ (x+ ax) und a: Z/pL—Z[pZ (x—x+1)

erzeugte Untergruppe der Permutationsgruppe von Z/pZ. Zeigen Sie:
a) @G ist nicht abelsch.

b) Jedes g € G besitzt eine eindeutige Darstellung
g=p"a’® (0<r<d, 0<s<p)

c) G ist auflosbar.

d) Es gibt eine nicht abelsche Gruppe der Ordnung 555.

G5.9 [Herbst 1985]

a) Man berechne fiir die Dreierzyklen ¢ = (1,2,4), ¥ = (3,5,1) das Produkt i 19! (Berech-
nung von rechts nach links).

b) Man folgere hieraus, daf die alternierende Gruppe As; vom Grad 5 nicht auflésbar ist.
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1. Elementare Ringtheorie

Rechnen in kommutativen Ringen

R1.1 [Herbst 1981] Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring (nicht notwendig mit 1). Man beweise:
Gibt es a,c € R mit a # 0 und ac = a, dann hat R ein Einselement, ndmlich ¢.

R1.2 [Herbst 1999] Seien a und b Elemente eines assoziativen kommutativen Integritétsrings R. Es
bezeichne « die Restklasse von a in R/(b) und S die von b in R/(a). Zeigen Sie: Ist a kein
Nullteiler von R/(b), so ist 3 keiner von R/(a).

R1.3 [Herbst 1987] R sei ein kommutativer Ring mit Eins und d eine Derivation von R, d.h. eine
Abbildung d: R — R mit

dz +y) =dx+dy , dlz-y)=z-dy+y-de fiir alle =,y € R.

a) Zeigen Sie, daf Kern d:={z € R; dz = 0} ein Unterring von R ist, der die Eins enthilt.
b) Beweisen Sie die Formel d(z") =n-z" 'dx fir z€ R, n€Z, n>0.
c) Zeigen Sie, daf jede Derivation eines endlichen Korpers die Nullabbildung ist.

)

d) Zeigen Sie, daR der Ring Z[X]/(X?) eine nichttriviale Derivation besitzt.

Beispiele kommutativer Ringe

R1.4 [Herbst 1978] Sei M eine Menge und P(M) die Menge aller Teilmengen von M . Fiir a,b € P(M)
definiere man eine Summe und ein Produkt durch

a+b={meM: meaUb, m¢anb}
ab=anb

a) Man zeige, dafs P(M) ein kommutativer, assoziativer Ring mit 1 ist.

b) Sei T eine Teilmenge von M . Man zeige, daft
PM)—-P(T): a—anT

ein Epimorphismus ist. Welches ist sein Kern?

c) Sei M nicht leer. Fiir m € M sei I, = {a € P(M) : m ¢ a}. Man zeige, dal I, ein maximales
Ideal von P(M) ist. Welches ist der Kérper P(M)/I, ? Fiir endliches M ist jedes maximale
Ideal von P(M) ein I, .

d) Sei K der Korper mit zwei Elementen. Man zeige, daf die Menge aller Abbildungen f: M — K
(beziiglich welcher Operationen?) einen zu P(M) isomorphen Ring bildet.
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R1.5

R1.6

[Frihjahr 1973]  Sei M die Menge aller Polynome in der Variablen z mit Koeffizienten aus dem
Korper der reellen Zahlen. Wir definieren folgende Verkniipfungen fiir zwei beliebige Polynome P, Q:

P + @ als die (iibliche) Addition, und die Multiplikation * als

T

(P+Q)(x) - / P'()Q'(t) dt + P(0)Q(0)

0

a) Zeigen Sie, daf M unter den Verkniipfungen + und x ein Ring ist. Im folgenden kiirzen wir
(M, +,%) durch M ab.

Untersuchen Sie, ob M eine Eins besitzt.

Zeigen Sie, dafs die Menge der Konstanten ein Ideal I in M ist.

)
)
d) Zeigen Sie, dafs die Menge der Polynome R(z) mit R(0) =0 ein Ideal I in M ist.
) Geben Sie die idempotenten Elemente von M an.
) Zeigen Sie, daf M Nullteiler besitzt.

)

Geben Sie alle Ideale von I an.

HiNwETS: Betrachten Sie die Abbildung P~ P’ von (M, +,x) in (M,+,")

h) Geben Sie alle Ideale von M = I + I, an. Welche Ideale von M sind keine Hauptideale?

[Herbst 1977] Sei M die Menge aller reellwertigen auf den nichtnegativen reellen Zahlen definierten
und dort stetig differenzierbaren Funktionen. Mit der iiblichen Addition und der neuen Multiplikation
x definiert durch

(f * 9)(@) = F(0)g(0) + / F(t)g' (1) dt

(so dak also insbesondere (f xg)' () = f'(x)g'(x) gilt) ist M (+,*) ein kommutativer Ring (dies ist
nicht zu zeigen).

a) Bestimmen Sie alle idempotenten Elemente von M (+, ).

b) Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, daf zu einer Funktion f das
multiplikative Inverse in M (+, x) existiert.

c) Zu reellem nichtnegativen a definiert man eine Funktion t, € M durch die Vorschrift
b (2) 0 firx<a
al®) = (r—a)? firz>a.
Zeigen Sie, dafs fiir jede Funktion g aus dem von ¢, erzeugten Hauptideal der Grenzwert

g(x) —g(a)

lim 5

r—a+0 (;L' — a)
existiert und beschreiben Sie den Werteverlauf von ¢ fiir z < a.

d) Manche Ideale von M lassen sich dadurch beschreiben, daff man Bedingungen iiber den Werte-
verlauf der darin enthaltenen Funktionen angibt, die notwendig und hinreichend sind.

Geben Sie solche Bedingungen an
i. fiir jedes von einem idempotenten Element erzeugte Hauptideal von M ,

ii. fir das Ideal .J, das erzeugt ist von allen Funktionen f mit f(z) =0 fir 1 <z < 2.

HiNwEIs: Betrachten Sie zunédchst (¢f) * f mit f aus J und ¢ aus R.
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R1.7 [Herbst 2001] Auf der Menge D aller Polynome in z mit rationalen Koeffizienten seien die Operation

R1.8

R1.9

»Addition“ @ und ,Multiplikation® ©® wie folgt definiert:
flx) @ g(@) = fz) + g(z) ,

f(2) © gx) = / P (Bt - 1(0)9(0)
0

a) Zeigen Sie: Auch mit diesen Operationen ist D ein assoziativer Ring mit Einselement.
b) Bestimmen Sie die idempotenten Elemente von D, d.h. die Elemente mit f©® f = f.

c) Geben Sie D als direkte Summe von Teilringen an und beschreiben Sie einen der beiden Sum-

manden.

Endliche Ringe

[Herbst 1975] In allen Teilaufgaben dieser Aufgabe ist R ein kommutativer endlicher Ring (nicht
notwendig mit 1). Zur Losung sollen keine Struktursétze aus der Theorie der Ringe mit Minimalbe-
dingung als bekannt vorausgesetzt werden.

a) R besitze ein (von 0 und 1 verschiedenes) idempotentes Element. Beweisen Sie, dafy R dann die
direkte Summe von zwei nichttrivialen Ringen ist.

b) Beweisen Sie, dak jedes Element z aus R eine der drei folgenden Aussagen erfiillt:
i. z ist 0 oder nilpotent,
ii. z ist eine Einheit in R,
iii. eine Potenz von z ist idempotent.

c) Zeigen Sie, dak R genau dann die direkte Summe von Korpern ist, wenn R keine (von 0 ver-
schiedene) nilpotenten Elemente besitzt.
d) Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden zwei Aussagen:
i. R ist direkte Summe eines Rings mit trivialer Multiplikation und eines Rings ohne (von 0
verschiedene) nilpotente Elemente,

ii. Jedes nilpotente Element von R liegt im Annullator von R.

e) Fiir jedes Element z aus R gelte die Gleichung
P —r=0 . (%)

Sei R als direkte Summe moglichst vieler nichttrivialer Summanden geschrieben. Bestimmen Sie
die Isomorphieklassen dieser Summanden.

Hinwers: Untersuchen Sie zunéchst die nilpotenten Elemente von R.

f) Geben Sie einen unendlichen kommutativen Ring ohne 1 an, dessen Elemente die Gleichung (x)
erfiillen.

[Herbst 1983]  Ist R ein Ring, so bezeichne R[z] den Polynomring iiber R in der Unbestimmten z .
Ist f ein Polynom aus R[z], so sei R[z]/(f) der Restklassenring von R[z] nach dem von f erzeugten
Ideal. Fiir natiirliche Zahlen n sei ferner Z, = Z/nZ der Restklassenring der ganzen Zahlen modulo
n.

Man zeige, dafs es genau vier nicht-isomorphe Ringe mit Eins mit vier Elementen gibt, n&mlich
Zay Lo ® Lo, Zo|z]/(2? +  + 1) und Zs[z|/(2*). Welche davon sind Kérper?
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R1.10

R1.11

R1.12

R1.13

R1.14

R1.15

R1.16

R1.17

[Herbst 1990] Es sei p eine Primzahl und R ein kommutativer Ring mit Einselement und p? Ele-
menten.

a) Man beweise, daf genau einer der folgenden vier Fille vorliegt:
Fall 1: R ~Z/p*Z
Fall 2: R ist ein Korper
Fall 3: R~7Z/pZ x Z|pZ
Fall 4: R ~ (Z/pZ)[X]/(X?) .
b) In jedem dieser vier Fille bestimme man die Ordnung und die Struktur der Einheitengruppe von

R.

[Frithjahr 1993]  Es seien p und ¢ zwei verschiedene Primzahlen und R ein Ring mit Einselement
mit pg Elementen. Man beweise, dafs

R~7/pZXx7/qZ
ist.

[Frithjahr 1979]  Beweisen Sie: Wenn in einem Integritéitsbereich R jeder echte Unterring nur endlich
viele Elemente enthélt, dann ist R ein Ko6rper.

(Aussagen iiber endliche nullteilerfreie Ringe kénnen ohne Beweis verwendet werden.)

[Frithjahr 1991]  Sei R ein Integrititsring. Man beweise:

R ist ein Korper, wenn jeder von einem Element erzeugte Unterring von R nur endlich viele Elemente
enthilt.

[Friihjahr 1986]  Zeigen Sie, daf der Ring Z[X]/(X®+ 2, X* + X? + X2 + X + 1) ein Korper ist.
[Herbst 1986] Im Polynomring Z[X] sei I das von
X*—2X*4+X? und X% -2X'4X?-2
erzeugte Ideal, und es sei R :=Z[X]/I.
a) Zeigen Sie, dall R endlich ist, und bestimmen Sie die Anzahl der Elemente von R.
b) Zeigen Sie, dafs R genau zwei Primideale besitzt.
c) Bestimmen Sie die Struktur der Einheitengruppe von R.
)

d) Bestimmen Sie die nilpotenten Elemente von R.

[Frithjahr 2002] ~ Sei I C Z[X] das von den Polynomen X*+3X?%+ X und X°—-9X3+ X2 -3X +3
erzeugte Ideal.

a) Zeigen Sie, dass 3 € I ist.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente von R := Z[X]/I.

c) Zeigen Sie, dass R eine zu (Z/27)* x (Z/37Z)? isomorphe Einheitengruppe hat.

[Herbst 1980] Sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen. Gegeben seien paarweise verschiedene

normierte irreduzible Polynome py,...,p, € K[X]| (Grad p; =: n;). Man berechne die Ordnung der
Einheitengruppe des Restklassenrings

K[X]/(f) mit f=pip2...pr
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R1.18

R1.19

R1.20

R1.21

R1.22

R1.23

R1.24

Ringhomomorphismen

[Frihjahr 1979] In dem Ring R sei U ein Unterring und V ein Ideal. Beweisen Sie:
U+V)/V=U/UNV)
(Der Homomorphiesatz fiir Ringe kann ohne Beweise verwendet werden.)

[Herbst 1979]  Bestimme alle Homomorphismen des Ringes Z[X]/(X*—1) in die Ringe Z/16, Fys,
7./60, sowie in den Ring Ms(IR) der zweireihigen Matrizen iiber R.

[Herbst 1995]  Man bestimme alle unitiren Ringhomomorphismen des Ringes Z[X]/(X*— 1) in die
Ringe Z/16Z, 7Z/60Z sowie in den Korper IFgq mit 64 Elementen.

[Friihjahr 1980]

a) Es seien R,S,T Ringe und ¢ : R — S, 7: R — T Ringhomomorphismen. Man beweise:
Wenn 71 surjektiv ist und der Kern K, von 7 im Kern K, von o enthalten ist, gibt es einen
Homomorphismus ¢ : T'— S mit ¢ = po7; und 7(K,) ist der Kern von ¢.

b) Bleibt die Aussage a) giiltig, wenn in der Voraussetzung auf die Surjektivitit von 7 verzichtet
wird?

[Herbst 1983]  Seien R und S kommutative Ringe mit 1 # 0. Sei ¢ : R — S ein surjektiver
Ringhomomorphismus. X sei eine Unbestimmte. Man zeige:

a) Fiir jedes Primideal p von S ist ¢~!'(p) ein Primideal von R. Zu jedem Primideal ¢ von R,
welches den Kern von ¢ umfaft, gibt es genau ein Primideal p von S mit ¢~!(p) = B. (Man
verwende den Homomorphiesatz).

b) In R[X] gibt es unendlich viele Primideale. (Beweisen Sie dies zunéchst fiir den Fall, dal R ein
Korper ist, und fiihren Sie den allgemeinen Fall darauf zuriick).

[Friihjahr 1990] Sei IP = {2,3,5,7,...} die Menge aller Primzahlen. Fiir eine natiirliche Zahl n > 2
sei
P,—{peP:p<n}

Man betrachte die Ringe
Ry,= [[ F, wd R:=]]F,

pEP, pelP

Dabei ist IF, = Z /pZ der Primkorper der Charakteristik p. Die kanonische Abbildung Z — Z/pZ

induziert Abbildungen
on:Z— Ry, z~ (xrmod pepr, ,

¢:Z—R, zw~ (zmod p)per

Man zeige: ¢, ist surjektiv, aber nicht injektiv; und ¢ ist injektiv, aber nicht surjektiv.

[Frihjahr 1990]  Mit den Bezeichnungen der vorigen Aufgabe sei I C R die Menge aller Folgen
(ap)perr € R mit folgender Eigenschaft:

Es gibt ein n € IN, so dakl a, =0 fiir alle p > n.
a) Man zeige, daft I ein Ideal von R ist.

b) Sei R = R/I der Restklassenring und ¢ : Z — R die Komposition der Abbildung ¢ : Z — R
und der kanonischen Abbildung R — R. Man zeige, daf ¢ injektiv, aber nicht surjektiv ist.
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R1.25 [Friihjahr 2001] Sei K|Q eine quadratische Erweiterung. Sei End g (K) der Ring der @ -linearen
Abbildungen von K nach K. Man definiere T': K — Endq (K) durch T'(a)(b) = ab, a,b € K .

a) Man zeige, dass T ein injektiver Ringhomomorphismus ist.

b) Sei Z(T(K)) der Zentralisator von T(K) in End g (K). Man zeige, dass Z(T(K)) = T(K) gilt.

Faktorringe

R1.26 [Frithjahr 1980] Sei K ein Korper und sei R die Menge derjenigen (2,2)-Matrizen mit Koeffizienten

in K, die mit der Matrix (0 —2

1 1 ) kommutieren.

a) Bestimmen Sie R und zeigen Sie, daf R bzgl. der Matrizenaddition und -multiplikation ein
kommutativer Ring ist.

b) Geben Sie ein f € K[X] an, so daf R isomorph zum Restklassenring K[X]/(f) ist, wobei (f)
das von f in K[X] erzeugte Hauptideal ist.

¢) Zeigen Sie: Fiir K = @ und fiir K = 1F3 ist R ein Kérper, fir K = IFy; jedoch nicht. (TF, ist
ein Korper mit p Elementen).

R1.27 [Herbst 1995] Essei K ein Korper und R die Menge aller 2x2-Matrizen iiber K , die mit <(1) _$>
vertauschbar sind. Zeigen Sie:
a) R ist ein Unterring von M>(K) und R ist kommutativ.
b) Es existiert ein f € K[X] mit R~ K[X]/(f).
c) Fir K = Q und K =7Z/3Z ist R ein Korper. Fiir K =7 /117 ist R kein Korper.

R1.28 [Frithjahr 1981] Sei K ein Korper, X eine Unbestimmte iiber K und f € K[X]| vom Grad n > 0.
Sei K[X]/(f)=L.
Zeige: L besitzt genau dann nilpotente Elemente # 0, wenn in K[X] eine Zerlegung f = g*> - h gilt
mit Grad (g) > 0.

R1.29 [Friihjahr 1984]  p sei eine Primzahl, I, der Korper mit p Elementen. Zeigen Sie:
a) Es gibt einen Ringisomorphismus Z[X|/pZ[X|~ TF, [X].
b) Jedes Ideal von Z[X], welches p enthélt, wird von zwei (oder weniger) Elementen erzeugt.
R1.30 [Friihjahr 2000] Sei k ein Korper, X eine Unbestimmte iiber k& und f € k[X] vom Grad n > 0.
Sei u:=X 4+ (f) in K[X]/(f).
a) Man zeige: Jedes Element von kf[u] = k[X]/(f) ldsst sich eindeutig in der Form

ap+aru+ ...+ ap_ju” "

mit a; € k schreiben.

b) Man zeige: k[u| besitzt genau dann nilpotente Elemente # 0, wenn f = ¢g?h in k[X] mit
degg > 0 gilt.

c) Sei speziell k = Q und f = X3+ 3X — 2. Man zeige, dass k[u] ein Kérper ist und stelle das
Element
(u2 + 1)—1

als Polynom vom Grad < 2 in u iiber @ dar.
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R1.31

R1.32

R1.33

R1.34

R1.35

R1.36

R1.37

[Herbst 2001] Im Polynomring K[X,Y] in den Unbestimmten X,Y {iiber einem Korper K sei [
dasvon X* V* X3V, XY? erzeugte Ideal und R := K[X,Y]/I. Fernerseien ¢ := X +1,n:=Y +1
die Restklassen von X bzw. Y in R.

a) Welche Dimension besitzt R als K -Vektorraum? Begriinden Sie Thre Aussage.

b) Welche Dimension besitzt der Sockel S := {f € R; (f = nf = 0} von R als K -Vektorraum?
Begriinden Sie Thre Aussage.

c) Bestimmen Sie alle Primideale von R.

[Friihjahr 1991]  Sei R = R[z,y|/(z2 +y> —1).

a) Zeigen Sie, daf jedes Element von R durch genau ein f € R|z,y] der Form
f=a+by, abeR[z] ,

repréisentiert wird.
b) Zeigen Sie, dafs R ein Integrititsbereich ist.

¢) Bestimmen Sie die Einheiten von R.

Bruchrechnung

[Friihjahr 1985] Seien R ein kommutativer Integritatsring und a,b € R mit b # 0. Beweise die
Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Esgibt ¢,d € R mit d # 0, § = ¢ (im Quotientenkorper von R) und Rc+ Rd — R.

(i) Ra+ Rb ist Hauptideal.

Primelemente

[Frithjahr 1981]  Definieren Sie die Begriffe ,jirreduzibles Element‘ und ,Primelement‘ in einem kom-
mutativen Integrititsring mit 1. Zeigen Sie, dak jedes Primelement irreduzibel ist und geben Sie (ohne
Beweis) einen Integrititsring an, in dem es irreduzible Elemente gibt, welche keine Primelemente sind.

[Herbst 1996] Man definiere fiir einen kommutativen Ring die Begriffe ,irreduzibles Element", ,,Prim-
element‘ und ,,Primideal‘ und zeige, dafs in einem Integritéitsring A mit 1 fiir ein Element p € A
gilt:

a) p Primelement == p irreduzibel

b) p Primelement <= (p) Primideal # 0

c) p irreduzibel <= Esgilt 0# (p) G A, und es existiert kein a € A mit (p) G (a) G A.

[Frithjahr 1979]  Euklid hat gezeigt, dafs die Menge der Primzahlen unendlich ist.
a) Verwenden Sie seine SchluRweise, um zu beweisen, daf es fiir jeden Korper K im Polynomring

K[X] unendlich viele, paarweise nichtassoziierte irreduzible Polynome gibt.
b) Folgern Sie, daf jeder algebraisch abgeschlossene Korper unendlich viele Elemente besitzt.
[Frithjahr 1982]  Modifizieren Sie den Euklidischen Beweis fiir die Existenz unendlich vieler Primzahlen

zu einem Beweis fiir die folgende Aussage: Fiir jeden Korper K enthéilt der Polynomring K[X]
unendlich viele normierte irreduzible Polynome.
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R1.38

R1.39

R1.40

R1.41

[Friihjahr 1988]  Zeigen Sie:

a) Im Polynomring K[X] iiber einem beliebigen Kérper K gibt es unendlich viele paarweise nicht
assoziierte irreduzible Polynome.

b) Endliche Korper sind nicht algebraisch abgeschlossen.

Ringe mit Polynomidentitit

2

[Friihjahr 1978] R sei ein kommutativer Ring mit 1, in dem z° = z fiir alle  aus R gilt. Beweisen

Sie: Jedes Primideal von R ist ein maximales Ideal.

[Frithjahr 1980]  Sei R ein kommutativer Ring mit 1, der folgende Eigenschaft besitzt: Fiir alle a € R
gibt es eine natiirliche Zahl n > 2 mit a”™ = a. Zeigen Sie:
Jedes Primideal (# R) in R ist maximales Ideal.

[Frithjahr 1977] Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Seien p,q positive Primzahlen in
Z . Fir alle » € R gelte r? = r. Zeigen Sie:

a) Sei I C R ein Ideal. Dann gilt s? = s fiir alle s € R/I.

b) R hat keine nilpotenten Elemente (r € R heifit nilpotent, wenn r # 0 und wenn ein n € IN mit
r™ =0 existiert.)

o

Ist R nullteilerfrei, so ist jedes r» € R\ {0} invertierbar.

Jedes Primideal von R ist ein maximales Ideal.

€]

joN
—_ =

Fiir jedes m € Z und jedes r € R gilt (m? —m)-r =0.

-

Sei n, das positive Erzeugende des Hauptideals (m? —m; m € Z).

i) Es gilt n,-r =0 fir alle r € R.

ii) Fir alle r € Z/(np) gilt 77 =7r.

g) Fiir alle r € Z/(p)\ {0} gilt #P~ 1 = 1.

h) Esist r? =r fiir alle r € Z/(¢q) dann und nur dann, wenn ¢ —1|p—1.

HinwErs: Die multiplikative Gruppe der invertierbaren Elemente von Z/(q) ist zyklisch.

i) Esist r? =r fir alle r € Z/(g) dann und nur dann, wenn ¢ | n, gilt.

HiNnwEIs: Man benutze Teil a) und f).

j) mp ist quadratfrei. (n € Z heilt quadratfrei, wenn gilt: Aus n | c¢® folgt n|c.)

HiNnwEIs: Man verwende b) und f).

k) Ist J = Menge der positiven Primzahlen ¢ aus Z mit ¢ —1|p—1, so gilt

np:Hq

qeJ
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Nichtkommutative Ringe

R1.42 [Herbst 1974] Es sei R = (R,+, ) ein Ring mit mehr als einem Element und mit der Eigenschaft,
dak es zu jedem von 0 verschiedenen Element z € R ein eindeutig bestimmtes ¢ € R mit z-a-x =z

gibt. Man beweise:

a) R besitzt keine von 0 verschiedenen Nullteiler.
b) Ist z-a-2z =2 mit x #0,s0ist a-z-a=a.
c) M hat ein Einselement.

d)

R ist ein Schiefkorper.

R1.43 [Herbst 1976]  Alle vorkommenden Ringe seien assoziativ. Ein Ring R heifst reguldr, wenn es zu
jedem a € R ein b= b(a) € R gibt mit a = a®b. Man zeige:
a) Ist f: R — S ein Ringepimorphismus und ist R regulir, so ist auch S regulér.
b) Sind Ri, R, ..., R, regulire Ringe, dann ist auch das direkte Produkt R = Ry X R2 X ... X R,
ein regulédrer Ring.
c) Ist R ein regulirer Ring und ist & € R nilpotent (d.h. es gibt ein n € IN mit z" = 0), dann
folgt x =0.

d) Fiir eine ganze Zahl m > 1 ist der Ring Z/mZ genau dann reguldr, wenn m quadratfrei ist.
(m heikt quadratfrei, wenn m sich schreiben laft in der Form m = pips...p, mit paarweise
verschiedenen Primzahlen p;(1 <i<r).)

HmwwEIs: Verwende b) und c).

R1.44 [Herbst 1993]
a) Zeigen Sie: Jeder Ring R mit Einselement ist vermoge der Zuordnung
R — EndR"
a— (L, : z+ ax)
isomorph zu einem Unterring des Endomorphismenrings seiner additiven Gruppe R™ .
(b) Zu einem beliebigen (d.h. nicht notwendig ein Einselement enthaltenden) Ring ) seien auf der
Menge Sg = {(m,a); m € Z, a € Q} die Verkniipfungen
(m,a) + (n,b) := (m +n,a+b) , (m,a):(n,b):= (mn,ab+ mb+ na)
definiert.

Zeigen Sie: Dadurch erhélt Sg die Struktur eines Ringes mit Einselement. Der Ring Sg ist kein
Integritétsbereich, falls @ ein Einselement besitzt.

(c) Kann ein beliebiger Ring @ als Unterring eines Endomorphismenringes aufgefafst werden? (Ant-
wort mit Begriindung)

R1.45 [Frithjahr 1999]  Seien Ms(IR) der Ring aller reellen 2 x 2-Matrizen, A € Ms(IR) eine Matrix und
IR[A] der von A und IR -1 in My(IR) erzeugte Teilring. Man zeige, dass dann (in Abhéngigkeit
von A) genau einer der folgenden IR -linearen Ringisomorphismen existiert:

) R4 — R,

) R[4 — R xR,

i) R[A] —— R[X]/(X?),
) R[4] — C
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R1.46 [Frithjahr 1990] Sei K ein Koérper und m € K. Man betrachte die folgende Teilmenge des Matri-

zenringes My (K):
Lm:—{<a b):a,bEK}
mb a

a) Man zeige: L, ist beziiglich der Matrizen-Addition und -Multiplikation ein kommutativer Ring.
b) Man beweise: Genau dann ist L,, ein Korper, wenn m kein Quadrat in K ist.

c) Sei speziell K = IF, mit einer ungeraden Primzahl p. Man zeige, daf es stets ein m € IF, gibt,
das der Bedingung in b) geniigt. Welcher Korper entsteht dabei?

R1.47 [Frithjahr 2000] Es sei V' ein Vektorraum mit der Basis {e;,es} iiber einem Korper K und R die
Menge der K -linearen Abbildungen f : V — V mit f(e;) — ae; und f(es) = Be; + yes mit
a, 3,7 € K. Man zeige:
a) R ist ein Teilring des Endomorphismenringes Endg V', und V' besitzt als R-Modul einen von 0

und V' verschiedenen Untermodul.

b) Die Menge Endg(V) der R-linearen Abbildungen des R-Moduls V in sich ist ein Korper.

R1.48 [Herbst 1999] Es bezeichne M4(Q) den Ring aller rationalen 4 x 4-Matrizen und R die Menge aller
A e My(Q) der Form

a d c¢c b
b a d c
4= c b a d
d ¢ b a
Es sei E € My(Q) die Einheitsmatrix und
0 0 0 1
1 0 0 O
P= 01 0 O
0 0 1 0

a) Zeigen Sie, dass P* = E ist und dass jedes A € R in der Form
A :a0E+a1P+a2P2 +a3P3

mit rationalen a;, dargestellt werden kann (kK =0,...,3).
b) Zeigen Sie, dass R ein kommutativer Teilring von M4( Q) ist.
c) Zeigen Sie, dass R isomorph ist zu einem Produkt von drei Kérpern und bestimmen Sie diese
Korper.
R1.49 [Frithjahr 2001]  Fiir ein Element r eines assoziativen Ringes R mit 1, das ein Rechtsinverses s in
R Dbesitzt, sind dquivalent:
(i) = hat mindestens zwei verschiedene Rechtsinverse in R;
(ii) r ist ein Linksnullteiler in R;

(iii) r hat kein Linksinverses in R.
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2. Polynome

R2.1

R2.2

R2.3

R2.4

R2.5

R2.6

R2.7

Werte von Polynomen

[Friihjahr 1972]  Sei P(z) € Z|x] ein Polynom mit der Eigenschaft, dal es ganze Zahlen a,b gibt mit
P(a) — P(b) = q, wobei ¢ eine Primzahl ist. Zeigen Sie, daff a — b nur einen der Werte —¢q,—1,1,¢
annehmen kann.

[Friihjahr 1972]  Sei R(z) € Z[z] ein Polynom zweiten Grades, so daf vier ganze Zahlen u; = 0 <
us < uz < uy existieren mit (R(u;))? =1 fiir 1 = 1,2,3,4.
a) Geben Sie die Zahlen u; an und bestimmen Sie alle R(u;) fiir den Fall, daff R(z) existiert.
b) Geben Sie R(z) an.
Hinwers: Vgl. vorige Aufgabe.

[Friihjahr 1972]  Sei P(x) € Z[z] ein Polynom beliebigen Grades, fiir das fiinf verschiedene ganze
Zahlen u; existieren, so daf |P(u;)| =1 gilt. Zeigen Sie: Entweder gilt: P(u;) =1 fiir alle u;, oder
es gilt: P(u;) = —1 fiir alle u;.

Hinwers: Vgl. vorige Aufgaben.

[Herbst 1978] K sei ein Korper mit unendlich vielen Elementen, F' ein Element des Polynomrings
K[Xy,...,X,] in den Variablen Xj,...,X, tber K mit n > 1. Man zeige durch Induktion nach
n:

Ist F' # 0, so gibt es unendlich viele verschiedene (z1,...,z,) € K™ mit F(xy,...,2,) #0.

[Frithjahr 1986] K sei ein Korper und f € K[X] ein Polynom. Fiir ein a € K gelte f(n-1) = a”
fir alle ganzen Zahlen n > 1. Welche Werte kann a annehmen?

[Friihjahr 1983] Es sei f € Q[X] das Polynom
f=4z® — 1227 — 52% + 62° — 92 1 822 — 152 1 4
Man zeige: f hat keine Nullstelle in @ .
[Herbst 1972]  C[X] sei der Ring aller Polynome in einer Unbestimmten {iber dem Korper C der

komplexen Zahlen. A bezeichne die Menge der f € C[X], deren Wert an allen ganzen Stellen
ganzzahlig ist, also

A:={f e C[X]; f(Z)CZ}
a) Man begriinde, daf A ein Unterring von C[X] ist.
b) Man zeige, dak fiir jedes m € Z die Menge

pm = {f € A; f(m) =0}

ein Primideal in A, aber kein maximales Ideal ist; und man gebe ein ,iiber p,, liegendes maxi-
males Ideal m von A an (also mit p,, Cm C A).

c) Durch die Einsetzung X — X + 1 in C[X] wird ein Automorphismus T von A definiert, und
die Abbildung
A:=T—idy also  A(H)(X)=f(X+1) - f(X)
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bildet einen Homomorphismus der abelschen Gruppe A in sich.

d) Man beweise fiir alle f,g € A die Identititen

Afg) = Alf)g + T()Alg) = AF)T(g9) + fA(g)

und beschreibe den Kern von A.

()=t (T)=() (n>0)

werden rekursiv Polynome (%) € C[X] definiert. Man beweise die Formel des ,Pascal’schen

Dreiecks*
A( > = < > , n>0
n+1 n

ANLEITUNG: Die Nullstellenzahl der Differenz beider Seiten ist grofer als ihr Grad.

e) Durch

f) Man beweise, daf stets ();) € A ist und folgere, daf jedes f € A eine eindeutige Darstellung der

Form
= X
-2 ()

besitzt, wo alle a,, € Z und fast alle a,, = 0 sind.

R2.8 [Herbst 1988] Es sei M der Teilring aller derjenigen Polynome aus R[z], die ganzzahlige Werte fiir
alle ganzzahligen z haben. Zeigen Sie:

a) Die additive Gruppe M von M wird erzeugt von den Polynomen 1, (7),...,(%),... mit
T 1
= — —1)...(z— 1
(0) = 2@ =1l s )

b) Die Menge der Elemente
k
3a0+2an<x> ao,an €%, k € N
n
n=1
ist ein Primideal von M .

R2.9 [Friihjahr 2003] Die Elemente des Restklassenkorpers IF5 = Z /5Z seien mit 0, 1, 2, 3, 4 bezeichnet.
Bestimmen Sie zu dem Polynom

fX)=X"+2X5 +3X* + X +4 € TF;5[X]
ein Polynom ¢ € IF5[X] vom Grad < 3 mit

g(i) = f(i) fir i=1,2,34

Einheiten, Nullteiler, nilpotente Elemente im Polynomring

R2.10 [Frithjahr 1982]  Begriinden Sie Ihre Antwort: Wieviele Einheiten besitzt der Polynomring R[X],
wenn R = 7/(3) ist, wieviele, wenn R =7Z/(4) ist?
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R2.11

R2.12

R2.13

R2.14

R2.15

R2.16

[Frihjahr 1983]  Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, R* die Einheitengruppe von R, J der
Durchschnitt aller maximalen Ideale von R und R° die Menge aller nilpotenten Elemente von R.
Dabei heifft & € R nilpotent, wenn es eine natiirliche Zahl e > 1 gibt mit ¢ = 0. Zeigen Sie:

a) R? ist ein Ideal von R und eine Teilmenge von .J.
b) u€ R* und z€ R® —= u—=z€R*.

Fiir die weiteren Teile ist A ein kommutativer Ring mit Eins, R = A[z] und

n
F= Yo
i=0
Zeigen Sie:

c) fERY < a;€ A° firalle 0<i<n.

d feR* —= ag€ A*, a, € A°.

HiNwEIS: Sei fg=1 mit g = Zf:o b;x'. Zeigen Sie ai 'br_; = 0.
e) fERY < ap€ A* und a; € A° fiiralle 1 <i<n.
f) RO=J.

HINWEIS: Zeigen Sie fiir f € J zuerst, daf 1+ zf € R* ist.

Kreisteilungspolynome

[Herbst 1997]  Sei R ein Ringund f = X27— X € R[X]. Bestimmen Sie die Anzahl der irreduziblen
Faktoren von f und ihre Grade fir R=C, R=1R, R=7 und R=7/37.

[Herbst 1985] Man berechne ®45(X) € Q[X], das irreduzible 45-te Kreisteilungspolynom, explizit
als Polynom (Hier darf die Faktorisierung von X% — 1 in irreduzible Polynome benutzt werden).

[Friihjahr 1981] Q[X] sei der Polynomring in einer Unbestimmten X {iber dem Koérper @ der
rationalen Zahlen. Wieviele maximale Ideale besitzt der Restklassenring Q[X]/(X'98! —1)? (Mit
Begriindung).

[Frihjahr 1991]  Sei m > 1 eine ungerade natiirliche Zahl. Man zeige:

a) a € C ist genau dann eine primitive m-te Einheitswurzel, wenn —a eine primitive 2m-te
Einheitswurzel ist.

b) Kreisteilungspolynome erfiillen die Identitét:

Do (X) = @, (—X)

[Friihjahr 1985]  Es sei p eine Primzahl und v > 1.
Sei &, (X) =T[(X — (), wobei ( alle primitiven p”-ten Einheitswurzeln durchlduft.

a) Man zeige:
p—1
v—1
O (X) =Y XOP
a=0

b) Man zeige:
i) Die Summe iiber alle primitiven p-ten Einheitswurzeln in € ist —1.
ii) Die Summe iiber alle p”-ten Einheitswurzeln in € fiir 1 < v ist gleich 0.
c) Man zeige, dafl @, (X) tiber Q irreduzibel ist.
HiNwEls: Beachten Sie ®,» (1) = p fiir alle v > 1.
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R2.17

R2.18

R2.19

Automorphismen von Polynomringen

[Frithjahr 1987]  K[X] sei der Polynomring in einer Variablen X {iber einem Korper K . Bestimmen
Sie alle Automorphismen von K[X], die K identisch abbilden.

[Frithjahr 1995]  Sei A ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins, und sei A[X] der Polynomring
in einer Variablen iiber A.

a) Seien a,b € A, und a sei eine Einheit. Zeigen Sie, daf der A-Algebra-Endomorphismus ¢ von
A[X] mit ¢(X) =aX + b ein Automorphismus von A[X] ist.

b) Zeigen Sie, daf jeder A-Algebra-Automorphismus von A[X] von der in a) beschriebenen Form
ist.

Restklassenringe

[Friihjahr 1974] R sei ein kommutativer Ring mit 1 und R[X] der Polynomring in einer Unbestimm-
ten X tiber R. Sei F' € R[X] ein Polynom der Form

F:Xn+T'1Xn_1+...+T'n (rla-'-ar'nER)
mit n > 0 und S := R[X]/(F) sei der Restklassenring von R[X] nach dem von F erzeugten
Hauptideal (F).

a) Zeige: Fiir jedes G € R[X] gibt es Polynome Q,P € R[X], wobei Grad (P) < n ist, so daf
G=Q-F+P gilt.

b) Zeige: Der kanonische Homomorphismus ¢ : R — S (der r € R auf die Restklasse von r in S
abbildet) ist injektiv.

Im folgenden wird R mit seinem Bild bei ¢ in S identifiziert, also als Unterring von S aufgefafst.

c) Zeige: Ist = die Restklasse von X in S, dann besitzt jedes Element s € S eine Darstellung

s$=po +p1x+...+pn,1x”_1

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten pg,...,pn—1 € R.

d) Fiir ein Ideal I aus R sei IS die Menge aller y € S, fiir die es eine natiirliche Zahl k£ > 0,
Elemente i1,...,i; € [ und s1,...,s; € .5 gibt, so daf y = 25:1 iysy gilt.
Zeige, daft IS ein Ideal von S ist.

e) Zeige: Ist 1 € IS, dann hat man in S eine Gleichung
l=ig+iz+...+ip1z™ ' mit dg,...,0in_1 €T

Folgere, daf fiir I # R auch IS # S ist.
f) Zeige: Ist S ein Korper, dann ist auch R ein Korper.
g) Zeige: Ist I ein maximales Ideal von R, dannist ISNR =1.

h) Zeige: Zu jedem maximalem Ideal I von R gibt es mindestens ein und hochstens endlich viele
maximale Ideale J von S mit JANR=1.
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R2.20

R2.21

R2.22

R2.23

R2.24

R2.25

[Herbst 1990] Sei IF4 der Korper mit 4 Elementen und sei
R:=TFX]/(X° - X?)

a) Wie viele Elemente besitzt R?

b

Wie viele Primideale gibt es in R?
c) Wie viele Einheiten besitzt R7?7

d

O - D

Wie viele Nullteiler besitzt R?

[Herbst 1997] Sei f = X2 —9X +3 € Q[X].
a) Zeigen Sie, daf K = Q[X]/(f) ein Korper ist.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der Kérperhomomorphismen K — IR von K in die reellen Zahlen.

[Herbst 1986]  Es soll die Struktur des Rings R := Q[X]/((X?+1)?) untersucht werden. Zeigen Sie:
a) Es gibt ein Polynom g € Q (¢)[X] mit g(i) =4, ¢'(i) =0 und g(—i) = ¢’(—i) =0, wobei ¢’ die
Ableitung von g bezeichnet.

b) Mit einem ¢ wie in a) sei h := g + g, wobei g das Polynom ist, das aus g durch Konjugation
der Koeffizienten entsteht. Dann ist h € Q[X] und h—i wird in Q (i)[X] von (X —i)? geteilt.

c) h?+1 istin Q[X] ein Vielfaches von (X2 + 1)2.

d) Sei ¢ die Restklasse von X in R und k:= Q[h(¢)] C R. Dann ist k ein zu Q (i) isomorpher
Korper.
HiNwEIs: Betrachten Sie den Kern des Homomorphismus ®[Y] — Q[h(£)] mit Y — h(£).

e) {1,624+ 1} ist eine Basis von R als k-Vektorraum.
[Frithjahr 1992]  Sei K ein Korper, und es bezeichne a; fiir b € K den Kern des Homomorphismus
wp: K[X]—> K ,

der durch f(X) — f(b) gegeben ist. Man zeige:
a) Fir by, by € K, by # ba, sind ap,, ap, teilerfremde Ideale in K[X].

b) Zu ay,...,a, € K und paarweise verschiedenen by,...,b, € K gibt es ein g(X) € K[X]| mit
g(b;)) —=a; i=1,...,n.

[Herbst 1997] Sei f = X* + aX + 2 € Z[X]. Beweisen Sie: Der Restklassenring Q[X]/(f) ist,
abhingig von a, entweder ein Kérper oder isomorph zu einem direkten Produkt K; x K> von zwei
Korpern, die die Grade 1 bzw. 3 iiber @ haben. Fiir welche a treten die jeweiligen Félle ein?

[Herbst 1998] Im Ring M3(®) der dreireihigen Matrizen iiber @ sei R der von der Einheitsmatrix
E und von der Matrix

0 0 -1
A=13 -6 18
1 -2 6

erzeugte Unterring.
a) Ist R isomorph zu einem direkten Produkt von Korpern? Die Antwort ist zu begriinden.

Hinwers: Fassen Sie R als Faktorring eines Polynomringes auf.

b) Geben Sie alle X € R mit X? = X und alle Y € R mit Y2 =0 an.
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Euklidischer Algorithmus

R2.26 [Herbst 1978] K sei algebraisch abgeschlossener Korper und F € K[Xj,...,X,] ein Polynom mit

R2.27

R2.28

R2.29

2)

n > 1. Man zeige:

Essei n > 2. Ist F in X,, von positivem Grad und D € K[X},...,X,_1] ein nicht verschwin-
dendes Polynom, so gibt es unendlich viele verschiedene (z1,...,z,) € K™ mit D(z1,...,Tn—1) 7
0, F(z1,...,z,) = 0.

F seiirreduzibel und in X, von positivem Grad, G € K[X},..., X,,] ein weiteres Polynom. Ist F'
kein Teiler von G, dann gibt es Polynome A, B € K[X4,...,X,|und D € K[Xy,...,X,—1], D #
0, so daf

D = AF + BG

(Fiir den Beweis dieser Aussage darf verwendet werden, daf die Polynome F und G als Elemente
von K(Xy,...,Xp-1)[Xy] teilerfremd sind, wobei K(Xi,...,Xp—1) der Quotientenkdrper von
K[Xl, . 7Xn—1] ISt)

F sei irreduzibel, G € K[Xy,...,X,] ein weiteres Polynom. Fiir alle (z1,...,2,) € K™ mit
F(z1,...,2,) =0 gelte auch G(z1,...,2,) = 0. Dann ist F' ein Teiler von G.

(Zum Beweis verwende man b) und a)).

[Herbst 1978] K sei ein beliebiger Korper, F,G € K[X1,X5] seien zwei teilerfremde Polynome.

Man beweise, daf es nur endlich viele (z1,73) € K? geben kann mit

F(l‘l,l‘2) = G(I1,$2) =0

Zum Beweis dieser Aussage zeige man zuerst, daf es geniigt, die Behauptung nachzuweisen, wenn

i) K algebraisch abgeschlossen und
ii) F irreduzibel

ist. Man verwende sodann die Aussage von Teil b) der vorigen Aufgabe.

[Herbst 1989]  Sei K ein Korper der Charakteristik Null. Sei f(X) € K[X] vom Grad > 1. Sei L
eine Erweiterung von K , in der f(X) zerfillt:

f(X) =e(X —a)® .. (X —ap)kn

mit a; € L, k; € N und a; # a; fiir i /5.
Man beweise: (X —ay)...(X —a,) € K[X].

[Herbst 1989]  Seien

f=X3+2X2-X-1
g=X*+X-3

Polynome in Q[X].

a) Man zeige, dafs f, g in keinem Erweiterungskorper von @ eine gemeinsame Nullstelle besitzen.

b) Man zeige, daR es Polynome a,b € Q[X] gibt mit

af +bg=1

man gebe a,b explizit an.
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Polynome in mehreren Variablen

R2.30 [Herbst 1972] Essei Q der Korper der rationalen Zahlen, f(z,y) ein gegebenes iiber Q unzerlegba-

R2.31

R2.32

R2.33

R2.34

R2.35

res Polynom dritten Grades, P(zo, o) ein rationaler, nicht singuldrer Punkt der Kurve f(z,y) =0
der reellen affinen Ebene. Man zeige durch Taylorentwicklung von f(z,y), dak die Tangente der
Kurve in P diese entweder nicht mehr, oder noch in einem weiteren rationalen Punkte trifft!

[Herbst 1972]  Gegeben sei das Polynom
9(@,y) = 2" +2y® - 2y°

a) Man ermittle seine Zerlegung in iiber @ unzerlegbare Faktoren. Mit Hilfe derselben beweise
man, dafs die Kurve f(z,y) := g(z,y) —8 = 0 genau zwei ganzzahlige Punkte besitzt; diese haben
gemeinsame Abszisse xg und einer von ihnen liegt auf der Tangente des anderen.

b) Wie ist die Riemannsche Fliche der durch f(z,y) = 0 iiber der komplexen Zahlenebene definierten
algebraischen Funktion y = y(z) iiber einer Umgebung von o gestaltet? Skizze hierfiir und fiir
den Gesamtverlauf der Kurve f(z,y) =0 im reellen!

[Friihjahr 1975]  Sei k ein Korper und K — k(z;;; 4,5 — 1,...,n) die n?-fache transzendente
Erweiterung von k. Man zeige, daf die Determinante der Matrix (z;;) in K nicht verschwindet.

[Frithjahr 1982]
a) Man gebe den grofiten gemeinsamen Teiler von
f=X34+2X?2-2X-1 und g¢g:=X24+X-2

in Q[X] an. Aufierdem untersuche man, ob dasvon f und g in Q [X] erzeugte Ideal Hauptideal,
prim, maximal ist.

b) Man zeige, daf der Ringhomomorphismus
QX,Y] = Q[X]  (A(X,Y) = h(X,0))
surjektiv ist und gebe ein Primideal # (0) in Q[X,Y] an, das nicht maximal ist. Warum ist

Q[X,Y] kein Hauptidealring?

[Frithjahr 1982]  a,b und c seien die drei komplexen Nullstellen des Polynoms X? +10X?—20X +30.
Ohne Berechnung von a,b, ¢ bestimme man die Zahl a?b%c + ab®c? + a%bc? .

[Frithjahr 1990] Seien p und ¢ aus IN teilerfremd, und U,V und W Unbestimmte. Wir wollen
einsehen, dafs die Ringe

R=Z|U,V]/(U? -1, VI —1) =Z[u,v] und S =Z[W]|/(WP!—1)=7Z[w]

isomorph sind. Hierbei bezeichnen u,v und w die Restklassen von U,V und W . Dazu betrachten
wir den Einsetzungshomomorphismus

¢: ZIU, V| = ZIW] (U= W, V= WP)
Zeigen Sie:
a) ¢ induziert einen Homomorphismus ¢ : R — S mit ¢(u) =w? und ¢(v) = w?.

b) Die additive Gruppe (S,+) von S ist frei vom Rang pg und (R,+) wird von pq Elementen
erzeugt.

c) w € Bildyp.

d) ¢ ist ein Isomorphismus.
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R2.36 [Herbst 1993] Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und p(X,Y) € K[X,Y] ein homogenes,
nicht-konstantes Polynom. Zeigen Sie: Es gibt a1,...,a,,b1,...,b, € K, so daf
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3. Irreduzibilitit von Polynomen

Polynome iiber verschiedenen Koérpern

R3.1 [Frithjahr 1991]  Man formuliere drei wesentlich verschiedene Kriterien fiir die Irreduzibilitdt von
Polynomen.

R3.2 [Friihjahr 1982]  Bestimmen Sie alle iiber IR irreduziblen Polynome in einer Variablen.

R3.3 [Herbst 1989]

a) Man untersuche
fi=X*—-5X%+25X +10
auf Irreduzibilitdt in den Ringen Z[X], Q[X], R[X] und C[X].
b) Man entscheide (mit Begriindung), ob folgende Polynome separabel sind:
1) X9+ X7+8X*+5X%+1e Q[X],
2) X+ X604 X?41elF;]X].

R3.4 [Herbst 1980] Sei K = Q(v/2). Zeigen Sie, dak X? — 3 irreduzibel ist im Polynomring K[X].

R3.5 [Herbst 1982] Beweisen Sie, daf es keine Polynome P(X) und Q(X) in Z[X] gibt, welche der
folgenden Gleichung geniigen:

P(X)? = P(X) +2= (X' =7 Q(X)

R3.6 [Herbst 1980] Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und a ein Element von K , das kein Quadrat
in K ist.
a) Sei ¢ ein Element eines Erweiterungskorpers von K mit ¢? = a. Man zeige: c ist genau dann
Quadrat in K(c), wenn —4a eine vierte Potenz in K ist.
b) Zeige: X* — a ist genau dann irreduzibel {iber K, wenn —4a keine vierte Potenz in K ist.
HINWEIS:  Sei b eine Nullstelle von X* — a in einem Erweiterungskérper von K. Man betrachte

K c K(b?) C K(b) und wende a) mit = = b> an.

c) Sei K ein Korper mit 5 Elementen. Man zeige: Jeder Zerfillungskorper von X* — 3 {iber K hat
625 Elemente.

R3.7 [Herbst 1990] Sei K ein Kérper und a € K kein Quadrat in K. Sei 3 eine Wurzel von X* —q
und « := B2.
Man zeige:
a) Das Polynom X* —a € K[X] ist genau dann irreduzibel, wenn a kein Quadrat in K (a) ist.

b) Esist a genau dann ein Quadrat in K(a), wenn char K # 2 ist und z* + 4a eine Nullstelle in
K hat.
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R3.8

R3.9

R3.10

R3.11

R3.12

R3.13

R3.14

Herbst 1978 S sel das Polynom r) — 2 — 40z + egeben.
Es sei das Pol P 4 — 4022 + 36 gegeb

a) Zeigen Sie: Ist z # 0 eine Nullstelle von P(z), so sind die anderen Nullstellen —z, 627! und
—6z! (unabhiingig von dem Kérper K, iiber dem P(z) betrachtet wird).

b) Zeigen Sie: Ist P(z) iiber einem Korper K reduzibel, so hat P(x) € K[z] einen Teiler der Form
22 —u, 2* + kx +6 oder 2% + rz —6 aus K|z].

c) Bestimmen Sie fiir jede der in b) angegebenen Formen eines Teilers R(x) von P(x) dasjenige
Polynom S(z) aus K][z] fir das R(z)S(z) = P(x) gilt, und geben Sie Bedingungen dafiir an,
daf eine Zerlegung der angegebenen Art moglich ist.

d) Zeigen Sie, daf P(z) iiber jedem endlichen Primkorper zerlegbar ist.

HmwweEers:  Dies ist gleichwertig mit der Aussage, dak wenigstens eine der drei in c) entwickelten
Bedingungen erfiillt wird.

e) Zeigen Sie, dall P(z) irreduzibel iiber @ ist.

[Frithjahr 1992]

a) Sei K ein Korper, a ein Element von K , und seien m und n zwei natiirliche Zahlen # 0, die
relativ prim zueinander sind. Zeigen Sie, daf das Polynom X™" —q genau dann irreduzibel iiber
K ist, wenn die Polynome ¢,,(X) = X™ —a und ¢,(X) = X" — a irreduzibel iiber K sind.

b) Sei p eine Primzahl, und sei a ein Element in K, das in K keine p-te Wurzel besitzt. Zeigen
Sie, daf XP —a = gp(X) irreduzibel iber K ist.

[Herbst 1998]  Sei p eine Primzahl.

a) Zeigen Sie, dass das Polynom f = X? — X — 1 irreduzibel iber dem endlichen Korper IF, ist.

b) Ist f auch irreduzibel {iber Z? Die Antwort ist zu begriinden.

[Frithjahr 1998]  Es sei f(X) € Q[X] irreduzibel und von ungeradem Grad m. Sei w eine primitive
17te Einheitswurzel. Zeigen Sie, daf f(X) iiber @ (w) irreduzibel ist.

Polynome iiber Q

[Friihjahr 1972]  Sei ein Polynom P(z) € Z[z] vom Grad 2k + 1 gegeben mit der Eigenschaft, daf§
es 2k + 1 verschiedene ganze Zahlen wu; gibt mit P(u;) = 1 fiir alle diese u;. Zeigen Sie, dak P(z)
irreduzibel ist.

HinwErs: Benutze Aufgabe R2.1.

[Friihjahr 1972]  Sei P(z) € Z[z] ein Polynom vom Grad 2k mit 2k verschiedenen ganzen Zahlen
u;, so dall P(u;) = 1 fur alle diese wu; gilt. Zeigen Sie:

a) Ist P(z) reduzibel, so ist P(z) ein Quadrat.

b) P(z) ist irreduzibel fiir k& > 3.
Hinwers: Vgl. vorige Aufgabe.

[Friihjahr 1972]  Sei P(zx) € Z[z] ein Polynom vom Grade n > 7, und seien k > # verschiedene
ganze Zahlen u; gegeben, sodal |P(u;)| =1 fiir alle u;. Zeigen Sie, daff P(z) irreduzibel ist.

Hinwers: Vgl. vorige Aufgabe.
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R3.15

R3.16

R3.17

R3.18

R3.19

R3.20

R3.21

R3.22

R3.23

[Friihjahr 1997]  Bestimmen Sie alle ganzen Zahlen a, fiir die das Polynom f,(X) = 4X? +4X + a
in Z[X] bzw. in Q[X] irreduzibel ist.

[Herbst 1998]  Ist das Polynom

3. 3
X 6X2 42X - =
3 6X% 4 X — =

in Q[X] irreduzibel?

[Friihjahr 1976]  Fiir welche ganzen Zahlen n ist das Polynom f = X2 + X2 4 nX + 2 irreduzibel
iber Q 7

[Friihjahr 1972]  Sei n eine natiirliche Zahl > 1 und j: Z — Z/(n) der kanonische Epimorphismus,
sowie Z[X] (bzw. (Z/(n))[X]) der Ring der Polynome mit Koeffizienten aus Z (bzw. Z/(n)) in der
Unbestimmten X . Ferner sei j. : Z[X] = (Z/(n))[X] die durch j.|Z = j eindeutig bestimmte
Fortsetzung von j mit j,X = X (hierbei bezeichnet j.|Z die Beschrinkung von j. auf den zu Z
isomorphen Unterring der Polynome nullten Grades aus Z[X]).

a) Fiir f:= Y, axX"* € Z[X] schreibe man j.(f) als Element von (Z/(n))[X].

b) Eshabe f € Z[X] den hiochsten Koeffizienten 1, und es sei j.(f) irreduzibel in (Z/(n))[X], sowie
Grad j.(f) > 1. Man zeige: f ist irreduzibel in Z[X].

¢) Man belege durch ein Beispiel (etwa eines Polynoms vom Grade 2), dal die Umkehrung der
Aussage unter b) nicht gilt.

[Herbst 1984]
a) Zeigen Sie, daR f:= X% +2X?+3X + 3 in Q[X] irreduzibel ist!
b) Schreiben Sie 1 als Linearkombination von f und g := X%+ X + 1 mit Koeffizienten aus Q|[X].

[Friihjahr 1973]

a) Zeigen Sie: Das Polynom z* — 1022 + 1 hat die Nullstelle v/2 + /3 und ist irreduzibel iiber den
rationalen Zahlen.

b) Zeigen Sie, daR *—1022+1 iiber jedem endlichen Primkérper in zwei (nicht unbedingt irreduzible)
Faktoren des Grades 2 zerfillt.

HiNnwEIs: Man bemerke, dafs das Produkt zweier Nichtquadrate in einem endlichen Korper ein Quadrat
ist.
[Herbst 1990] Beweisen Sie, dafs folgende Polynome iiber @ irreduzibel sind:
f=X*—4X?+2
g=X?+4X +7
h=X?—38X%—-5X +719

[Herbst 1994]  Sind folgende Polynome reduzibel oder irreduzibel in Q[X]?
a) r° — 5% +2r+1
b) z* — 423 + 627 — 4z +4
[Frithjahr 1975]  Ist das Polynom
62" — 252° + 152° + 10z — 2

irreduzibel im Polynomring @ [z] iiber den rationalen Zahlen?
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R3.24 [Herbst 1979]  Fiir welche ganze Zahlen n ist das Polynom f — X* 4+ nX + 1 irreduzibel iiber @ ?

R3.25 [Frithjahr 1998] Man beweise, dafs die Polynome

a)  X*'+1
b) X'+X+1
) X'+ X?4X?41

iiber @ irreduzibel sind.

R3.26 [Herbst 1981]  Zeigen Sie die Irreduzibilitiit des Polynoms g = 2% — 3 iiber dem Koérper @ der

rationalen Zahlen.

R3.27 [Herbst 1981]  Fiir welche n € Z ist das Polynom X* +nX® + X2 + X + 1 iiber Q reduzibel?

R3.28 [Friihjahr 2002] Sei f(X) = a4 X* +a3X? +ay X% + a1 X +ag ein Polynom mit ganzzahligen Koeffi-

zienten. Seien alle a; ungerade. Man zeige, dass f(X) irreduzibel iber @ ist.

R3.20 [Herbst 1980] Es sei P(a,X) = X* +aX?+ X + 1, wobei a ein ganzzahliger Parameter ist.

a) Fiir welche Werte des Parameters a hat P(a,X) lineare Faktoren in Q[X] und welche linearen
Faktoren treten auf?

b) Zeigen Sie: P(a,X) zerféllt in Q[X] niemals in zwei Faktoren des Grades 2.

R3.30 [Friihjahr 1987]  Gegeben sei das Polynom f := X* —aX — 1 € Z[X], wobei a # 0 ist. Sei a € C

eine Nullstelle von f und K := Q(«a).

a) Zeigen Sie, dall f das Minimalpolynom von « iiber @ ist.

b) Sei L ein Korper mit Q C L C K . Bekanntlich ist L von der Form @ (v/d) mit einer quadrat-
freien ganzen Zahl d # 0,1, und fiir den einzigen nichttrivialen Automorphismus o von L gilt
o(Vd) = —Vd. Sei g:= X? +uX +v € L[X] das Minimalpolynom von « iiber L. Beweisen
Sie: Es gilt

f=(X?+uX +0) (X2 +o@)X +o@) , u=rvVd mit re Q
und a? = (r*d® + 4)r’d.

c) Zeigen Sie, daf r eine ganze Zahl ist.

d) Folgern Sie aus b) und c¢): Ist a eine Primzahl, so gibt es keinen Zwischenkdrper L mit Q €
LCK.

R3.31 [Herbst 2001]

a) Zeigen Sie: Es gibt kein Polynom P(z) € Z[z]| so dass P(7) =5 und P(9) =4 gilt.

b) Zeigen Sie fiir a,b >3, a,b€ Z:
z(z — 3)(x —a)(z — b) + 1 ist irreduzibel in Z[z].

R3.32 [Herbst 1973] Man untersuche, ob das Polynom

flz) =2 =5zt — 6z —1

iiber dem Korper @ der rationalen Zahlen irreduzibel ist.

ANLEITUNG: Betrachte f(z) mod p fiir eine geeignete Primzahl p.
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R3.33 [Frithjahr 1984]  Geben Sie je ein irreduzibles Polynom 5. Grades aus Q[X] an, welches

a) genau eine reelle Nullstelle besitzt,
b) genau drei verschiedene reelle Nullstellen besitzt!

(Mit Begriindung!)

R3.34 [Herbst 2003]  Zeigen Sie die Irreduzibilitét der folgenden Polynome f {iber Z:
a) f=XP+pX —1 fiir jede Primzahl p

b) f=X*-42X%+1

Polynome in mehreren Variablen

R3.35 [Herbst 1999]

a) Seien R ein Integritéitsring und a € R. Man zeige: Das Polynom X?2+a ist genau dann reduzibel

in R[X], wenn —a ein Quadrat in R ist.
b) Sei K ein Korper, der nicht die Charakteristik 2 besitzt. Man zeige: Fiir alle n € IN, n > 3, ist
das Polynom X7 + X7 +...+ X2 im Polynomring K|[Xj,...,X,]| irreduzibel.
R3.36 [Friihjahr 1982] Es sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und X,Y, Z seien unabhangige Unbe-
stimmte iiber K . Zeigen Sie mit Hilfe des Eisensteinkriteriums:
a) X2 +Y?2 -1 ist iiber dem Korper K(X) irreduzibel.
b) X2+ Y2+ Z% —1 ist iiber dem Korper K(X,Y) irreduzibel.

Zitieren Sie sorgfiltig die in Thren Beweisen beniitzten Sitze.

R3.37 [Friihjahr 1977]  Gegeben sei das Polynom f(X,Y) = X2 +Y? -3 € Q[X,Y]. Man beweise:
a) f besitzt keine Nullstelle in @ x @ (man nehme das Gegenteil an und rechne modulo 3).
b) f ist ein irreduzibles Element von Q[X,Y].

R3.38 [Herbst 1987]  Gegeben sind das Polynom f(X,Y) := Y3+ X2Y +3Y2 + X2 4+3Y + X +1 € Z|X,Y]
und eine Primzahl p. Zeigen Sie:

a) f(X,Y) ist irreduzibel in Z[X,Y].
b) f(p,Y) ist irreduzibel in Q[Y].

c) Fafst man f(p,Y) als Polynom in IF3[Y] auf, dann ist f(p,Y) reduzibel.

R3.39 [Herbst 1980] Sei f eines der folgenden Polynome aus Q[X,Y]:

a) X-Y,

b) Y*4+X?2+2,

c) X?-Y3,

d) Y4+ (X+1)°Y2+X2-1.

In welchen Fillen ist f irreduzibel in Q[X,Y]? (Eisenstein!).
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R3.40 [Frithjahr 2003] Sei K = Q(X) der Korper der rationalen Funktionen in einer Unbestimmten iiber
Q , und sei f das Polynom

fY) =1+ XY +(XY)2 +(XY)? + (X)) + (XY)? + (XY)S
in K[Y]. Ist f irreduzibel in dem Ring K[Y]?

R3.41 [Friihjahr 1996] Man betrachte das Polynom f — X7 + X —Y im Polynomring Q[X,Y].

a) Zeigen Sie: Der Ring R := Q[X,Y]/(f) ist ein Integrititsring, wobei (f) das von f erzeugte
Ideal ist.

b) Zeigen Sie: Durch ¢(X) = X + (f) ist ein injektiver @ -Homomorphismus ¢ : Q[X] = R
gegeben.
c) Ist der Quotientenkérper Quot(R) von R eine algebraische Erweiterung von @ ? (Begriinden

Sie Thre Antwort).

R3.42 [Frithjahr 1978] Sei K ein Korper.

a) Man zeige, daf fiir jedes Polynom f(X) € K[X] von ungeradem Grad das Polynom Y? + f(X)
in K[X,Y] irreduzibel ist.

b) Seien f und g teilerfremde homogene Polynome aus K[X;, Xo,...,X,] und sei gradg = 1 +
grad f. Man zeige, daf f + g irreduzibel ist.

R3.43 [Friihjahr 1984]  Zeigen Sie, daf das Polynom Z™+ Y3+ X? fiir alle ganzen Zahlen n > 1 irreduzibel
in C[X,Y, Z] ist!

R3.44 [Herbst 2000] Seien a,b, ¢ positive natiirliche Zahlen. Man zeige:

a) Das Polynom X® 4+ Y? ist im Polynomring C[X,Y] durch kein Quadrat eines Primpolynoms
teilbar.

b) Das Polynom X +Y? + Z¢ ist irreduzibel in C[X,Y,Z].
R3.45 [Herbst 2000] Sei P der Polynomring {iber @ in den Unbestimmten X,}Y und Z, und sei
f=X4+vt.z°¢pP

mit, positiven, teilerfremden, ganzen Zahlen a,b,c.
Zeigen Sie:

a) Es gibt ganze Zahlen «, 8 und 7, so dass
200 f(27>- X, 20V, 20 Z) = X2yt Z¢

b) f istin P irreduzibel.
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4. Idealtheorie

Rechnen mit Idealen

R4.1 [Herbst 1974] R sei ein kommutativer Ring. Fiir ein Ideal a von R sei

t(a):={xr € R; Zu z gibtes n € N mit z" € a}

Ferner sei
N(R) = ¢((0)) ={x € R; zu z gibtes n € N mit z" = 0}
Man zeige:
a) t(a) ist ein Ideal von R mit a C t(a).
b) t(t(a)) =t(a).
c) Ist p ein Primideal, so gilt t(p) = p.
)

d) Fiir den Faktorring R/a von R nach einem Ideal a von R gilt
N(R/a) = t(a)/a

e) Nun sei R = Z der Ring der ganzen Zahlen, n = p’flp’;Z ...pF ein Element aus IN in seiner

kanonischen Primfaktorisierung, (n) das von n erzeugte Ideal in Z . Man gebe ein erzeugendes
Element von t((n)) an.

f) Man zeige 9(Z/(96)) ~ 7 /(16) (Isomorphie von Z -Moduln).

R4.2 [Friihjahr 1996] Es sei I die Menge aller Polynome f € Q[X] mit f(0) = f'(0) =0.
a) Zeigen Sie, daf I ein Ideal von Q[X] ist.
b) Geben Sie ein erzeugendes Element fiir das Ideal I an.

c) Ist I ein Primideal?

R4.3 [Friihjahr 1992]  Sei R ein kommutativer Ring.
a) Wie ist das Produkt zweier Ideale in R definiert?
b) Es sei R = Z[v/-5] = {a + bv/=5; a,b € Z}. Es sei P das von 3 und 1+ /=5 erzeugte Ideal
und @ das von 3 und 1 — /=5 erzeugte Ideal in R.

Berechnen Sie P@Q, und bestimmen Sie die Anzahl der Elemente sowie die Anzahl der Einheiten
des Restklassenringes R/PQ.
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Idealtheorie in Z[X]

R4.4 [Herbst 1975] Sei p eine Primzahl. IF, sei der endliche Koérper IF, = Z/(p). Fiir ein Polynom
f € Z[X] bezeichnen (p, f) das von p und f in Z[X] erzeugte Ideal und f das kanonische Bild von
f in TF,[X].

a) 1. Zeige: Die kanonische Abbildung Z[X] — IF,[X] induziert einen Ringisomorphismus
ZIX]/pZIX] ~ TFp[X]

ii. Fiir f € Z[X] sei ¢ : Z[X]— F,[X]/(f) der durch ¢(X) = X + (f) definierte Ringhomo-
morphismus. Zeige: Kern(p) = (p, f) -

iii. Sei f € Z[X]. Zeige: (p,f) ist genau dann maximales Ideal in Z[X], wenn f irreduzibles
Polynom in IF,[X] ist.

b) Sei M ein Ideal in Z[X] mit p € M.
Zeige: Es gibt f € Z[X]| mit M = (p, f).
Hinwers: Es gibt einen Ringhomomorphismus
b1 Fp[X] = Z[X]/M  mit (X)) =X+ M

Verwende a)ii.

c) Zeige: In IF,[X] gibt es unendlich viele irreduzible Polynome.
d) Seien K ein Korper der Charakteristik 0 und o € K.
Zeige: K # Z[a], wobei Z[a] den von « in K erzeugten Unterring bezeichnet.

HiNwEIs: Aus der Annahme K = Z[a] folgt:
i. « ist algebraisch iiber Q (identifiziere @ mit einem Unterkorper von K ).

ii. Sei
n—1

1 .
F=X"+-%"nX' , 0#7r€Z , rn€Z , 0<i<n-—1
r
i=0
das Minimalpolynom von « iiber @ (nach i. existiert F'). Fiir m > n gibt es s; € Z fiir
0<i<n—1 mit

n—1

o™ = _1 E s
- pm+l-n 4

=0
iii. Fiir alle Primzahlen ¢ gilt % € Z[a], und mit ii. folgt: ¢ ist ein Teiler von r.
e) Folgere aus a)iii, b) und d): Zu jedem maximalen Ideal M in Z[X] gibt es eine Primzahl ¢ und
ein f € Z[X], so dak f irreduzibel in IF [X] ist, mit M = (¢, f).

R4.5 [Friihjahr 1979] Fir R = Z und R = Z[z] (Polynomring {iber 7 ) untersuche man das durch die
Primzahl 2 € Z erzeugte Hauptideal (2) in R und beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:

a) (2) ist ein Primideal in R.

b) (2) ist ein maximales Ideal in R.
R4.6 [Herbst 1980] Geben Sie ein maximales Ideal von Z[X] an, das X? + X + 1 enthilt.

R4.7 [Friihjahr 1985]  Seien f:= X3 — X2+ X —1, g:= 3X* +6X>% + 3 € Z[X].
a) Bestimme ein erzeugendes Element des von f, g erzeugten Ideals in Q[X].

b) Beweise: Das von f,g in Z[X] erzeugte Ideal ist kein Hauptideal.
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Funktionenringe

R4.8 [Friihjahr 1975] Es seien « := (ay), B := (b,) mit n > 0 reelle beschrinkte Zahlenfolgen und B der
Ring dieser Zahlenfolgen mit den Verkniipfungen

a+B:=(an+bn) , af:=(apb,) ;

ferner seien folgende Teilmengen von B gegeben:
C, die Menge aller konvergenten Zahlenfolgen,
N, die Menge aller Nullfolgen,
No, die Menge aller trivialen Nullfolgen (d.h. derjenigen, deren Glieder fast alle 0 sind),
Jr, die Menge aller Zahlenfolgen « = (ay,) mit a, =0 fiiralle n >k (k=10,1,2,...).
Man zeige:

a) Diese Teilmengen sind Teilringe von B (gegebenenfalls ohne Einselement), die aufer in den Féllen

Jo und J; echte Nullteiler besitzen; Jj ist ein Ideal in B; |J Ji = Np ist ein Ideal in B,C
k=0

und N.

b) Jr und Ny sind nicht Primideale in N,C und B; N ist ein maximales Ideal und ein Primideal
in C'; N ist nicht Primideal in B.

R4.9 [Herbst 1981] R := C[0,1] sei der Ring der auf dem Intervall [0, 1] stetigen, reellwertigen Funktionen.
Fir z € [0,1] sei das Ideal m, durch my = {f € R; f(z) = 0} definiert. Zeigen Sie:
a) Das Ideal m, ist maximal in R.

b) Jedes maximale Ideal in R ist von der Form m, mit einem y € [0, 1].

HinwELs: Das Intervall [0,1] ist kompakt. Sind fi,..., f, Funktionen aus dem Ideal J, so ist fi +
...+ f% eine nicht-negative Funktion in .J.

R4.10 [Friihjahr 1986] Sei A = C[0,1] der Ring der reellwertigen stetigen Funktionen auf dem Intervall
[0,1]. Zeigen Sie:

a) Sei I C A ein Ideal. Fiir jedes r € [0,1] enthalte I eine Funktion f mit f(r) # 0. Dann ist
I—A.

b) Zu jedem maximalen Ideal m von A gibt es ein r € [0,1], so daf

m={feA: [(r) =0}

R4.11 [Frithjahr 1990] R = C|a, b] ist der Ring der auf dem Intervall [a, b] stetigen reellwertigen Funktionen.
Beweisen Sie: Eine Funktion f ist genau dann Nullteiler von R, wenn

Ny =A{z €a,b]; f(x) =0}

ein offenes Intervall enthéalt.
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Maximale Ideale

R4.12 [Herbst 1984] Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, R* die Einheitengruppe von R und J(R)
der Durchschnitt der maximalen Ideale von R. Zeigen Sie: Fiir z € R gilt genau dann z € J(R),
wenn 1 —zy € R* fiir alle y € R.

R4.13 [Frithjahr 1989] Seien K ein Korper und R der Ring der fastkonstanten Folgen in K, d.h.
R ={(zi)i>1, allex; ¢ K und z, = 2,1 = ... fiir ein n}
mit komponentenweiser Addition und Multiplikation. Man zeige:

a) Zu jedem z € R gibt es eine Einheit v € R* mit z = z%u.

b) Zu jedem endlich erzeugten Ideal I von R gibt es ein Idempotent e € R mit I — Re.

HmwweErs: Sind e und f Idempotente von R, so zeige man, daf auch g = e(1— f)+ f ein Idempotent
ist und damit Re + Rf = Rg ist.

c) Die Menge M = {(z;);>1 alle z; € K und z, = £p1 = ... =0 fiir ein n} bildet ein maximales
Ideal in R, das nicht endlich erzeugt ist.

d) Fiir jedes n > 1 sei e(™ = (1,...,1,0,1,1,...) mit 0 an der Stelle n und 1 an allen anderen
Stellen.

Dann ist {Re(™; n > 1} die Menge aller von M verschiedenen maximalen Ideale von R.
R4.14 [Friihjahr 2002] Sei R = Z[[T]] der Ring der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten in Z .
a) Sei m C R ein maximales Ideal in R. Zeigen Sie: m NZ ist ein maximales Ideal in Z .
b) Bestimmen Sie die Gruppe der Einheiten R* .

c) Bestimmen Sie alle maximalen Ideale in R.

Primideale in allgemeinen kommutativen Ringen

R4.15 [Herbst 1978] Sei R ein kommutativer, assoziativer Ring mit 1 und 1 # 0. Ein Ideal P von R
heifft Primideal, wenn P # R und wenn aus ab € P stets a € P oder b € P folgt. Man zeige:

a) R besitzt ein maximales Ideal.
b) Jedes maximale Ideal von R ist ein Primideal.
c¢) Ist P Primideal von R und R/P endlich, so ist P maximales Ideal von R.

d) Sei R = Z[z] der Ring der Polynome in einer Variablen z mit ganzzahligen Koeffizienten. Sei
M die Menge der Polynome mit geradem konstanten Glied und P die Menge der Polynome mit
konstantem Glied 0. Dann ist M ein maximales Ideal von R, wihrend P ein Primideal ist, aber
kein maximales Ideal.
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R4.16 [Herbst 1991] Essei R ein kommutativer Ring mit 1. Die folgenden Behauptungen sind zu beweisen
oder durch ein Gegenbeispiel zu widerlegen:

a) Ist M ein maximales Ideal von R, so ist M auch ein Primideal von R.

b) Ist P ein Primideal von R, soist P auch ein maximales Ideal von R.

¢) R hat stets ein maximales Ideal.

)
)
d) R hat hochstens ein maximales Ideal.
e)

Es seien P,() Primideale von R. Dann gilt:
i) PNQ ist ein Primideal von R.
) PNQ@Q ist ein Ideal von R.
ili) PUQ ist ein Ideal von R.
)

iv) PUQ ist ein Primideal von R.

ii

R4.17 [Frihjahr 1999] Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und S D R ein kommutativer Ober-
ring von R; das Einselement von R sei auch das Einselement von S'.

a) Man zeige: Ist T C S ein Ideal von S, so ist I N R ein Ideal von R.

b) Sei I C S ein Ideal. Man untersuche, welche der folgenden Implikationen wahr sind:
i) I Primidealin S == INR Primideal in R.
ii) TN R Primideal in R = I Primideal in S.

(Beweis oder Gegenbeispiel!)

R4.18 [Herbst 1982] R sei ein kommutativer Ring, I1 und Iy seien Ideale und P ein Primideal in R.
Beweisen Sie: Aus Iy NIy C P folgt, dafs I; oder I in P enthalten ist.

R4.19 [Friihjahr 1986]  Gegeben seien ein Integritédtsbereich R mit Quotientenkdrper K und verschiedene
Primideale Py,...,P, (# R) von R.
a) Beweisen Sie etwa mit vollsténdiger Induktion nach n:

Ist S einin P, U...U P, enthaltenes Ideal von R, so gilt S C P fiir mindestens ein k €
{1,...,n}.

Wo liegt v := =1 + [\, 25, wenn x; € S\ P; fiir jedes i =1,...,n7).
g =2 J
j#i

b) Es gelte R = Rp, N...NRp, , wobei Rp, :={%; a€ R, be R\P;} C K. Man zeige:
i) PyU...U P, ist die Menge der Nichteinheiten von R.
ii) Ist P, ¢ P; fiir i # 4, i,j=1,...,n,s0sind Pi,...,P, die maximalen Ideale von R.

R4.20 [Friihjahr 1979] Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fiir jede nichtleere Teilmenge S von R sei
Ann(S) durch

Ann(S)={y € R; ys =0 fiir alle s € S}

definiert. Das Ideal A in R habe die Eigenschaft, daR fiir jedes Ideal U # (0) in R = R/A die
Aussage Ann(U) = Ann(R) gilt. Zeigen Sie, dak A ein Primideal ist.

R4.21 [Friihjahr 1994] Es sei R ein kommutativer Ring, R # 0. Zeigen Sie: In der Menge der Primideale
von R gibt es ein minimales Element (beziiglich der Inklusion).
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R4.22 [Herbst 1982] R sei ein kommutativer Ring mit Eins, p ein Primideal von R. Zeigen Sie mit Hilfe
des Zornschen Lemmas, dafs in p ein minimales Primideal von R enthalten ist (d.h. ein solches, in
dem kein weiteres Primideal echt enthalten ist).

R4.23 [Frithjahr 1992]  Seien R ein kommutativer Ring, S eine multiplikative Teilmenge (d.h. S # & und
S-S C S)und I ein Ideal mit NS = &. Zeigen Sie mit Hilfe des Zornschen Lemmas, daf es ein
Primideal P von R gibt mit I C P und PNS =4g.

R4.24 [Herbst 1979] Sei A ein kommutativer Ring mit Einselement 1.

a) Sei S C A eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A mit 0 ¢ S. Man beweise mit Hilfe
des Zorn’schen Lemmas: Es gibt ein Primideal p von A mit pNS = &.

b) Als eine Anwendung folgere man: Der Durchschnitt 9t aller Primideale p von A besteht genau
aus den nilpotenten Elementen von A. Dabei heifit ein Element x € A nilpotent, falls ™ = 0
fiir ein n € IN gilt.

Primaéirideale

R4.25 [Frithjahr 1973] Ist R ein kommutativer Ring, so sei (z1,...,2my) dasvon den z; € R (1 <i < m)
in R erzeugte Ideal. Sind a und b Ideale in R, so sei a-b die Menge aller endlichen Summen

Zajbj (ajea;bij).
J

Dann ist a- b, versehen mit den in R definierten Ringoperationen (+,-), ein Ideal in R. (Diese
Aussage soll nicht bewiesen werden.)

a) Im Ring Z[r] der Polynome in einer Unbestimmten 7 und mit ganzzahligen Koeffizienten be-
trachte man das Ideal (4,7).

i. Man priife, ob (4,7) Hauptideal in Z[r] ist.
ii. Man zeige: Es gibt genau zwei Ideale in Z[7], die (4,7) echt umfassen. Ist (4,7) Primideal
in Z[7]?
iii. Man priife, ob (4,7) gleich dem Produktideal (2,7)-(2,7) ist.
b) Sei q ein Ideal des kommutativen Ringes R.
i. Man zeige die Gleichwertigkeit der folgenden Aussagen (A4;) und (Az):

(A1) : Gilt fir die Elemente a und b aus R:

abeq , bgq ,

so gibt es eine natiirliche Zahl n mit a™ € q.
(As): Zu jedem Nullteiler « € R/q gibt es eine natiirliche Zahl n mit o™ = 0.
ii. Man priife, ob (A4;) (i =1 oder 2) im Falle R = Z[r] und q = (4,7) erfiillt ist.
c) Der Ring S := Z[27,72,73] ist definiert als der Durchschnitt aller Unterringe von Z[7], die die

Menge {27,7%,73} enthalten.

i. Man beschreibe die Elemente von S durch eine Eigenschaft ihrer Koeffizienten.

ANLEITUNG: Man bestimme zunichst alle Polynome aus Z[72% 7%].

ii. Man zeige: p:= (27,7%,73) ist Primideal in S.

iii. Man priife, ob (4;) (¢ =1 oder 2) im Falle R =S und q =p-p mit p wie ii. erfiillt ist.
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R4.26

R4.27

R4.28

R4.29

[Herbst 1976] Es bezeichne R den Ring IR[X,Y] der reellen Polynome in zwei Verinderlichen, a
bezeichne das von X und Y erzeugte Ideal (X,Y) von R.

a) Man zeige, dafs a kein Hauptideal, jedoch maximales Ideal ist.

b) Es sei b ein Ideal von R mit a® C b C a. Man beweise, daf die Nullteiler von R/b nilpotent
sind.

Weiter sei ¢ das Ideal (X2,Y) von R.

c) Man beweise, daf die Nullteiler von R/c¢ nilpotent sind, und daf es kein Primideal p von R und
keine natiirliche Zahl n mit p™ = ¢ gibt.

Weiter sei 0 das Ideal (X2, XY) von R.
d) Man beweise 0 = ¢N (X), und man bestimme den Durchschnitt aller Primideale p von R mit

2Cyp.

[Frihjahr 1997]  Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Ideal I in R heifst ein Primideal,
falls der Restklassenring R/I nullteilerfrei ist. Es heift ein Primdrideal, falls fiir jeden Nullteiler a
in R/I eine Potenz a™ = 0 in R/I ist. Das Radikal v/T des Ideals I besteht aus allen a € R, fiir
die es eine natiirliche Zahl k mit a* € I gibt.

Sei R =7 und I = (n) das von der natiirlichen Zahl n > 0 erzeugte Hauptideal in Z . Geben Sie
notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dafs

a) I ein Primideal ist;
b) I ein Primérideal ist;

c) VI=T gilt.

Primideale in bestimmten Ringen

[Frihjahr 1984]  Sei Z der Ring der ganzen Zahlen. Die Menge R := Z x Z ist bzgl. der Addition

(a,8) + (7,0) = (a +v, B+9)
und Multiplikation
(a,8) - (7,6) == (ay,ad + 37)

ein kommutativer Ring mit Nullelement (0,0) und Einselement (1,0) (nicht nachzuweisen). Zeigen

Sie:

a) I:= {0} xZ ist ein Ideal von R, das genau aus den nilpotenten Elementen von R besteht. Jedes
Primideal von R enthilt I.

b) Der Faktorring R/I ist isomorph zu Z .
c) Die Primideale von R sind: I und die Ideale pZ x Z , wobei p alle Primzahlen durchliuft.
[Herbst 1988] Fiir R = Q[z] (Polynomring {iber @ ) und fiir R = Z[z] (Polynomring {iber 7Z)

untersuche man das durch f =22 +2 in R erzeugte Hauptideal (f) und beweise oder widerlege die
folgenden Aussagen:

a) (f) ist ein Primideal in R.

b) (f) ist ein maximales Ideal in R.
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R4.30

R4.31

R4.32

R4.33

R4.34

[Herbst 2003]  Sei R der Unterring des Matrizenringes ©Q2*?, der aus den Matrizen (3 Z) mit
2z €7, a€ Q besteht.

a) Zeigen Sie, dass jedes Primideal von R die Elemente

0 a ..
(0 0) fir a€e Q

enthilt, und dass diese Elemente ein Ideal N von R bilden, fiir das R/N ~ Z gilt.

b) Bestimmen Sie alle Primideale von R.

Lokale Ringe

[Herbst 1980]  Zeigen Sie, daf fiir einen kommutativen Ring R mit 1 folgende Aussagen dquivalent
sind:

(i) Die nicht invertierbaren Elemente von R bilden ein Ideal.
(ii) R besitzt genau ein maximales Ideal.

Hinwers: Sie konnen die Tatsache benutzen, dafs jedes Ideal # R in einem maximalen Ideal enthalten
ist.

[Herbst 1985] R sei ein kommutativer Ring mit 1. R heifst lokal, wenn R genau ein maximales
Ideal besitzt. Zeigen Sie:

a) Ist p eine Primzahl, so ist die Menge Z ;) aller rationalen Zahlen § mit ganzen Zahlen a,b und

ggT(a,b) = 1, deren Nenner nicht durch p teilbar ist, ein lokaler Ring.
b) Ist R ein lokaler Ring und I C R ein Ideal mit I # R, so ist auch R/I ein lokaler Ring.
c) Ist R # {0} und ist jede Nichteinheit von R nilpotent, so ist R ein lokaler Ring.
[Herbst 1984]  Fiir eine Primzahl p sei Z(,) die Menge der rationalen Zahlen, deren Nenner prim zu
p ist. Zeigen Sie:
a) Z(p) ist Hauptidealring.
b) Fiir verschiedene Primzahlen p und ¢ ist jeder Ringhomomorphismus 7Z,) —+ Z ) trivial.
¢) Fiir verschiedene Primzahlen p und g ist Z,)NZ, ein Hauptidealring mit genau zwei maximalen

Idealen.

[Herbst 1999] Sei R = RR[[X]] der Ring der formalen Potenzreihen mit reellen Koeffizienten. Man
zeige:

a) Jede Potenzreihe a = ag + a1 X + a;X? +... mit ag # 0 ist eine Einheit in R.

b) R ist Hauptidealring.
c

d

Es gibt genau ein maximales Ideal in R.
Es gibt genau zwei Primideale in R.

)
)
)
)

e) Der Quotientenkérper ( von R besitzt als R-Modul ein abzidhlbares Erzeugendensystem.
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R4.35

R4.36

R4.37

R4.38

Direkte Produkte und Chinesischer Restsatz
[Herbst 1972] Es sei S der Restklassenring des Polynombereichs @ [z] nach
flx) =2 +2-2

er bedeute die Restklasse von z* (k= 0,1,2).

a) Wie driicken sich die Produkte eje;, je zweier dieser Basiselemente wieder linear durch diese aus
(Multiplikationstafel)?

b) Man bestimme alle Elemente ¢ von S mit der Eigenschaft ¢> = q. In welcher Weise iRt sich
mit ihrer Hilfe der Ring S als direkte Summe von zwei Kérpern darstellen, von denen einer zu
Q , der andere zu Q (v/=7) isomorph ist?

[Herbst 1976] D sei die direkte Summe zweier kommutativer Ringe R und S, also die Menge aller
Paare (r,s) mit r aus R und s aus S, fir die Addition und Multiplikation komponentenweise
definiert ist. U sei ein Unterring von D.

Sei Ugr die Menge aller r aus R, fiir die ein s aus S so existiert, daf (r,s) zu U gehort. Genau
dann gehort r zu Ng, wenn (r,0) zu U gehort. Us und Ng seien analog definiert. Zeigen Sie:

a) Ug ist ein Unterring von R.
b) Ng ist ein Ideal von Ug.
c) Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

i) Nr=Ug

ii) Nsg=Ugs

iii) U ist direkte Summe von Ug und Ug und kanonisch in D eingebettet.
Sei nun R ein Korper der Ordnung 2 und S ein Korper der Ordnung 8.
d) Bestimmen Sie alle Unterringe von D .

[Herbst 1985]  Der Polynomring R = Zg[z] in einer Variablen iiber dem Ring Z¢ = Z/6Z mit 6
Elementen soll untersucht werden.

a) Zeigen Sie, daf R die direkte Summe der Hauptideale (2) und (3) ist, wobei 2 und 3 die
Restklassen von 2 und 3 in Zg sind!

b) Bestimmen Sie die Einheiten, Nullteiler und nilpotenten Elemente von R, indem Sie Elemente
von R gemif a) als Summen darstellen!

¢) Bestimmen Sie alle maximalen und alle primen Ideale von R! Beachten Sie fiir letzteres 2-3 = 0
in R!

[Friihjahr 1980] R sei ein kommutativer Ring mit Eins, I;, I seien Ideale von R und
Qjo: R/I]—)R/(Il +Ig) (j:1,2)

die kanonischen Epimorphismen. F' sei der Unterring von R/I; x R/I>, der aus allen Paaren (r; +
Ii,ro + 1) mit ai(r; + I1) = az(r2 + I2) besteht. Man zeige, daf

vy: R— F , re (r+L,r+ 1)

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit dem Kern I; NI ist.
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R4.39

R4.40

R4.41

R4.42

R4.43

R4.44

R4.45

[Herbst 1982] R sei ein kommutativer Ring, der einen Koérper k enthélt. Es sei dim; R < oo.
Beweisen Sie:

a) Alle Primideale von R sind maximal.

b) R hat hochstens dimy R maximale Ideale.

[Herbst 1989]
a) Sei K ein Korper und char(K) = p > 0. Beweisen Sie:

K[X]/(X™ — 1) ist als Ring genau dann isomorph zu einem endlichen direkten Produkt von
Korpern, wenn p kein Teiler von n ist.

b) Seien K, ..., K, endlich viele Kérper und R := K; X ...Xx K; der Produktring. Wie viele Ideale
hat R?

¢) Wie viele Ideale hat Q[X]/(X'5 —1)7

[Herbst 1995] R sei ein kommutativer Ring, der einen Korper k enthilt und somit auf natiirliche
Weise ein k-Vektorraum ist. Es sei dim; R < co. Man beweise:

a) Alle Primideale von R sind maximal.

b) R hat hochstens dimj; R maximale Ideale.

[Herbst 2001]  Betrachtet sei folgendes System von zwei Kongruenzen in Q[X]:

f=X—1mod (X?-1)
f=X+1mod (X?+X+1)

Bestimmen Sie eine konkrete Losung und die Menge aller Lésungen des Systems.

Polynomringe in mehreren Variablen

[Friihjahr 1973] Es sei R = K|[z,y, 2] der Polynomring in den unabhingigen Unbestimmten z,y,z
iiber dem Koérper K und

m:= {f(z,y,2) € R; f(0,0,0) =0}
Man zeige:
a) m ist ein maximales Ideal in R.
b) m=(z,9,2).

¢) (z) und (z,y) sind Primideale in R, aber keine maximalen Ideale in R.

[Herbst 1981] Es sei K|z,y,z] der Polynomring in drei Unbestimmten iiber dem Kérper K und
R:=Klz,y,2]/(zy — 2°)

Zu f € K[z,y, 2] definiert man f=rf+ (vy — 22). Zeigen Sie: (7,Z2) ist ein Primideal in R.

[Friihjahr 1975]  Sei k ein Korper, k[z1,z2] der Polynomring in zwei Unbestimmten, und das Ideal
a C k[z2,22] sei erzeugt von den beiden Elementen

a11T1 + a12T2  , (2121 + 2222

mit a;; € k. Man zeige, daf a ein Primideal ist, und dal k[z1,z2]|/a isomorph zu einem der Ringe
k,k[xz] oder k[zi,xs] ist.
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R4.46 [Frithjahr 1987] Es seien K ein Korper, P := K[X;, X2, X3,...] der Polynomring {iber K in den

R4.47

R4.48

R4.49

R4.50

R4.51

Unbestimmten X,(n > 1) und I das von X{ und allen X, — X2, ,(n > 1) erzeugte Ideal von P.
Ferner sei R:= P/I, z,, die Restklasse von X, in R (n > 1) und a das von {z,, n > 1} erzeugte
Ideal von R. Zeigen Sie:

a) Jedes Element r € a ist nilpotent.
b) R/a~ K und a ist das einzige Primideal von R.

c¢) Die Einheiten von R sind genau die Elemente der Form a -1+, wobei « € K\ {0} und r € a.
)

d) Jedes r € R, r # 0, 14t sich in der Form r = u - ¢ schreiben mit einer Einheit u € R, einem
n > 1 und einer nicht negativen ganzen Zahl e.

e) Fiir alle r,s € R gilt Rr C Rs oder Rs C Rr.

[Frithjahr 1988] K sei ein Korper, K[T] der Polynomring in einer Variablen T und K[X,Y] der
Polynomring in den Variablen X,Y {iber K . Fiir zwei fest gewéhlte f,g € K[T] sei

I:={F e K[X,Y], F(f,g9) =0}

a) Zeigen Sie, daff I ein Primideal von K[X,Y] ist.
b) Unter welcher Bedingung fiir f und ¢ ist I ein maximales Ideal von K[X,Y]?

[Herbst 2002] K sei ein Korper, K[T] der Polynomring in einer Variablen 7' und K[X,Y] der
Polynomring in den Variablen X,V iiber K . Fiir zwei fest gewahlte f,g € K[T] sei

I'={F e K[X,Y]| F(f,g) = 0}

a) Zeigen Sie, dass I ein Primideal von K[X,Y] ist.

b) Unter welcher Bedingung fiir f und g ist I ein maximales Ideal von K[X,Y]? Begriinden Sie
Thre Antwort!

[Friihjahr 1989] K sei ein Korper und R der Restklassenring des Polynomrings K[X,Y] nach dem

von X3 V3 X?YV? erzeugten Ideal: R = K|X,Y]/(X3, Y3 X?Y?).

a) Bestimmen Sie die Dimension von R als K -Vektorraum.

b) Zeigen Sie, daf R genau ein Primideal (# R) besitzt.

[Frithjahr 1993]  Es sei R der Polynomring in zwei Unbestimmten X und Y iiber einem Koérper K .

Es sei P das von X —Y erzeugte Ideal in R, und es sei M das von X —Y und X erzeugte Ideal
in R. Zeigen Sie:

a) P ist ein Primideal.
b) M ist ein maximales Ideal.

(Sie diirfen verwenden, daff R faktoriell ist.)
[Herbst 2002]  Welche der folgenden drei Ideale in C[X,Y]
L=(X'Y) , L=(X+Y) , I1=(X)Y)

sind Primideale bzw. sogar maximale Ideale?
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a 0

R4.52 [Frithjahr 1985] Es sei R der Unterring { (b c) ; a,b,c€ Z} des Ringes aller 2 x 2-Matrizen

iiber 7 . Man ermittle
a) alle (zweiseitigen) Ideale von R,
b) alle maximalen Ideale von R,

c) die Struktur aller Faktorringe R/A (A ein Ideal), die kommutativ sind.

R4.53 [Frithjahr 2003] Sei K ein Korper und R die Menge aller 2 x 2-Matrizen der Form (8 lc)> mit
a,b,c € K. Bestimmen Sie alle nichttrivialen zweiseitigen Ideale I des Ringes R.

R4.54 [Frithjahr 2001] Sei k eine positive Zahl und sei R := M(Z) der Ring der ganzzahligen k x k-
Matrizen. Zeigen Sie:
a) Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 ist nR ein zweiseitiges Ideal in R.

b) Jedes zweiseitige Ideal von R ist von der in a) genannten Art.

R4.55 [Herbst 2001] Sei R ein (nicht notwendigerweise kommutativer) Ring mit 1.

a) Sei a € R. Man beschreibe — mit Beweis — das Hauptideal (a), d.h. das kleinste beidseitige
Ideal von R, das a enthélt.

b) Sei nun Z C R ein beidseitiges Ideal. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
aa) Fiir alle beidseitigen Ideale A,B aus R gilt: A-BCZ =—= ACT oder BCT.
bb) Fiir alle a,b € R gilt: aROCTZ =—= a €T oder beT.
cc) Fiir alle Linksideale A,B aus R gilt: A-BCZ =—= ACZ oder BCT.

R4.56 [Frithjahr 2002] Es sei p eine Primzahl.

a) Zeigen Sie, dass die folgende Menge ganzzahliger 3 x 3-Matrizen
M = {(aij) € M5(Z); a;j € pZ falls 7 < j}

ein Ring (mit Einselement) ist.

b) Geben Sie drei Ideale I von M an mit M/I ~ 7 /pZ.
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5. Faktorielle Ringe

R5.1 [Friihjahr 1977] Die Menge R aller Potenzreihen ' a,2"™ in einer komplexen Variablen z mit kom-
plexen Koeffizienten und positivem Konvergenzradius ist zusammen mit den wie folgt erklarten Ver-
kniipfungen ein Integritéitsring:

(Zanz”) + (anz”) - Z(an +bp)2"
(Zanz”) . (anz”) = chz” mit ¢, = Z aib,, fir n e IN

l+m=n
Man zeige:
a) Y a,z"™ € R ist genau dann eine Einheit von R, wenn ag # 0 ist.

b) Zu jedem Ideal a von R mit a # {0} und a # R gibt es ein m € IN, so daf a von z™ erzeugt
wird.

¢) R besitzt genau ein maximales Ideal.

d) z ist ein Primelement von R und jedes Primelement von R ist zu z assoziiert.

R5.2 [Herbst 1087]

a) Sei R ein Integritdtsring (kommutativer, nullteilerfreier Ring mit 1-Element). Zeigen Sie:
i) Jedes Primelement aus r ist auch ein irreduzibles Element.
ii) Sind p und ¢ Primelemente aus R und ist p ein Teiler von ¢, so ist p assoziiert zu q.

b) Sei R ein ZPE-Ring (= faktorieller Ring) und K sein Quotientenkorper. Zeigen Sie, dak fiir zwei
nicht assoziierte Primelemente p,q € R gilt: [K(/p,/q) : K| = 4.

c) Verwenden Sie, daff Z[i] ein ZPE-Ring ist. Zeigen Sie, daf 1+ 2i und 1 — 2i nichtassoziierte

Primelemente in Z[{] sind.

R5.3 [Friihjahr 1988] R sei ein faktorieller Ring mit dem Quotientenkdrper K , und es sei 2 in R Einheit.
Ferner sei S := R[X]/(X? — p®0), wobei p,o Nichteinheiten # 0 in R sind und o nicht durch das
Quadrat eines Primelements von R teilbar ist. ¢ bezeichne die Restklasse von X in S. Zeigen Sie:

a) S ist ein Integrititsring und jedes Element z aus dem Quotientenkérper L von S besitzt eine
eindeutige Darstellung z =z + y£ mit z,y € K .

b) Fiir z = 2 +y¢ (z,y € K) sei Sp(z) := 2z, N(z) := 22 —y2¢? (Spur und Norm von z). Dann ist
T:={z€L; Sp(z) € R, N(z) € R}

ein Unterring von L mit S C T.

c) Die Menge F:={z€T; z-u € S fiir alle u € T} ist ein Ideal sowohl in S wie auch in T, und
es gilt
F ={ap+b¢; a,b e R}

d) Genau dann ist F ein Primideal von S, wenn p ein Primelement von R ist.
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R5.4 [Friihjahr 1988]

a) Sei R ein faktorieller Ring mit dem Quotientenkorper @, sei weiter f = fo + f1iX + ... +
fnX™ € R[X] ein Polynom mit Koeffizienten in R. Eine Nullstelle von f sei Z, wobei r und s
teilerfremde Elemente aus R sind mit s # 0. Zeigen Sie, dafs r Teiler von fy und s Teiler von

fn ist.

b) Berechnen Sie alle rationalen Nullstellen von
f=3X"*+4X% - 12X? +4X — 15 € Z[X]
c) Zeigen Sie: ¢X?3 — p ist in Z[X] irreduzibel, wenn p und ¢ verschiedene Primzahlen sind.

R5.5 [Herbst 1992] Es sei p ein Primelement eines faktoriellen Ringes R. Fiir ¢ € R mit ¢ # 0 sei
S := R[X]|/(X? — pg?), und es bezeichne ¢ die Restklasse von X in S. Zeigen Sie:

a

b

S ist ein Integritétsring.
S=R®R¢.

c) I:={ag+0b&; a,be R} ist ein Ideal von S.

)
)
)
d) Esist S/T~ R/(q), und I ist genau dann ein Primideal von S, wenn ¢ ein Primelement von R

ist.
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6. Kettenbedingungen

Artinsche Ringe

R6.1 [Herbst 1981] R sei ein Integritdtsring derart, daf jede absteigende Kette von Hauptidealen von R
nach unten stationidr wird. Man beweise, daf R ein Korper ist.

R6.2 [Frithjahr 1997] Sei R ein assoziativer, kommutativer Ring mit Eins, in dem jede Kette
I,OLD...D0I,D...
von Idealen stationér wird. Ein solcher Ring heifst artinsch. Zeigen Sie:
a) Jedes homomorphe Bild von R ist artinsch.
b) Ein artinscher Integritétsring ist sogar ein Korper.

HiNnwEIs: Betrachten Sie fiir a € R\ {0} die Ideale (a™).

c) Jedes Primideal eines artinschen Rings ist maximal.

Noethersche Ringe

R6.3 [Herbst 1978]  k bezeichnet stets einen kommutativen Korper, k[Ty,...,T,] sei der Polynomring in
n Unbestimmten dariiber. Fiir eine beliebige Teilmenge S C k[T, ...,T,] sei

V(S) = {(z1,...,2n) €E™; f(x1,...,2,) — 0 fiir alle fe€ S}

die Menge der gemeinsamen Nullstellen und I(S) C k[Ty,...,T,] das von S erzeugte Ideal. Eine
Teilmenge X C k™ heifit algebraisch, wenn es ein S C k[Ty,...,T,] gibt, mit X = V(S5).
Man beweise:
1) a)Ist S'C S Ck[Ty,...,T,],soist V(S)CV(S").

b) V(S) =V (I(S)) fiir jede Teilmenge S C k[T4,...,Ty].
2) a) Fiir jede algebraische Teilmenge X C k' gibt es ein f € k[T] mit X = V(f).

b) Eine Teilmenge X C k' ist algebraisch genau dann, wenn X = k' oder wenn X endlich ist.

c) Zu jeder algebraischen Teilmenge X C k™ gibt es endlich viele Polynome fi,...,f. aus
k[Tl,...,Tn] mit X = V(fl;---;fr)-

3) a) Fiir Ideale a,b C k[T},...,T,] gilt in k"
Vi)nV(p)=V(a+b) und V(a)UuV(b)="V(a-b)

b) Man beweise oder widerlege: Sind fiir eine beliebige Indexmenge J die Teilmengen X; C k"
fiir j € J algebraisch, so sind auch

m Xj bzw. U Xj
JjeJ jeJ
in k™ algebraisch.
4) a) Ist X C IR" algebraisch, so gibt es ein f € R[TY,...,T,] mit X =V (f).
b) Zu je zwei verschiedenen Punkten p, q € k™ gibt es ein Polynom g € k[T1,...,T,| mit g(p) = 1
und ¢(¢) = 0.

c) Ist k endlich und X C k™ algebraisch, so gibt es ein f € k[T1,...,T,] mit X = V(f).
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R6.4 [Herbst 1989] Es sei Z[X] der Polynomring iiber Z und

a:={f € Z[X]: f(0) = 0}

a) Zeigen Sie: a ist Hauptideal.

b) Ist a Primideal?

c) Ist Z[X] ein Hauptidealring?

d) Ist Z[X] ein noetherscher Ring?

Begriinden Sie Ihre Antwort.

R6.5 [Herbst 1974] Ist R = (R, +, -) ein Ring und wird jedes Ideal in %R von einem Element erzeugt, so
gibt es zu jeder abzihlbaren Folge I,...,I,,... von Idealenin R mit ; C L, C...C I, C... eine

natiirliche Zahl ng, so dak I, = I,, fiir alle n > nq gilt.

R6.6 [Friihjahr 1991]  Zeigen Sie:
a) In einem Hauptidealring werden alle aufsteigenden Ketten von Idealen stationér.

b) Sei P eine beliebige Menge von Primzahlen. Ganze Zahlen # 0, deren Primteiler samtlich aus
P sind, heiffen P -Zahlen. Dann ist die Menge der rationalen Zahlen

Q(P) ::{%e Q:acZ,b P-Zahl}

ein Hauptidealring.
R6.7 [Herbst 1975] Man zeige: Jeder surjektive Homomorphismus f : Z — Z ist Isomorphismus.

R6.8 [Friihjahr 1994] Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Eins, und sei f : R — R ein

Ringendomorphismus. Zeigen Sie:

f surjektiv. == f injektiv

HINwELS: Betrachten Sie die Folge f, f2, f*,...

Nichtnoethersche Ringe

R6.9 [Herbst 1997] Sei R — {f € IR[X]; f(0) € Q} der Ring aller Polynome mit reellen Koeffizienten,

deren konstantes Glied rational ist. Zeigen Sie:
a) Das Element X ist im Ring R unzerlegbar, aber kein Primelement.
b) Jede aufsteigende Folge I C I, C... C I, C... von Hauptidealen wird stationér.

c) DasIdeal I ={f € R; f(0) =0} von R ist nicht endlich erzeugt.
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0. Vermischtes

KO.1 [Herbst 1982]  Geben Sie in den folgenden Féllen ein Beispiel an oder begriinden Sie kurz, weshalb
es kein solches Beispiel gibt:

a) eine endliche separabel algebraische Kérpererweiterung, die unendlich viele verschiedene Zwischen-
korper besitzt;

b) fiir jede natiirliche Zahl n > 0 eine galoissche Korpererweiterung vom Grad n , deren Galoisgruppe
die symmetrische Gruppe n-ten Grades ist;

c) eine inseparable Korpererweiterung von @ ;
d) ein erzeugendes Element der Automorphismengruppe des Korpers IF, mit ¢ Elementen;

e) einen endlichen algebraisch abgeschlossenen Korper.

KO0.2 [Herbst 2003]  Begriinden oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

a) Ist p eine Primzahl, sind 1 < i < j natiirliche Zahlen, sind K bzw. L Kérper mit p’ bzw. p/
Elementen, so ist K zu einem Teilkérper von L isomorph.

b) Fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl a gilt: Ist X? = a mod p lésbar in Z, so auch
X% =a mod p.

c) Die Zahl (3 = e2mi/13 st mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

d) Seien aq,as € C algebraische Zahlen, sei K; = Q(«;) fir i = 1,2, sei L = Q(aq,a2) und es
gelte K1 N K> = @ . Dann gilt

[L: Q] teilt [Ki: Q] [Ka: Q]
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1. Elementare Korpertheorie

K1.1

K1.2

K1.3

K1.4

K1.5

K1.6

K1.7

K1.8

[Herbst 2001] Sei L|K eine Korpererweiterung. Eine K -lineare Abbildung d : L — L heifit
Derivation von L|K, wenn fiir alle a,b € L die Produktregel d(ab) = ad(b) + bd(a) erfiillt ist.
Zeigen Sie, dass fiir ein solches d die folgenden Aussagen richtig sind:

a) d(a) =0 fir alle a € K .
b) Ist f € K|X] ein Polynom und a € L, so gilt d(f(a)) — f'(a)da mit der Ableitung f' von f.
c

d

Z :=kerd:={a € L; d(a) =0} ist ein Zwischenkérper von L|K .
Ist a € L separabel algebraisch iiber Z, soist a € Z.

)
)
)
)

e) Ist L ein endlicher Koérper und K sein Primkorper, so ist d die Nullabbildung.

[Friihjahr 1987] Man entscheide, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind und begriinde die
Antwort.

a) Der Korper @ der rationalen Zahlen besitzt echte Teilkorper.

b) Jedes nicht konstante irreduzible Polynom iiber @ hat nur einfache Nullstellen in C .

c) Ist f € Q[X] ein irreduzibles Polynom mit den Nullstellen a,8 € C,sogilt 3 € Q(a).
)

d) Das direkte Produkt IR x IR des Korpers IR mit sich selbst ist ein zu C isomorpher Korper.

Endliche Kérpererweiterungen

[Herbst 1982]  Zeigen Sie: Jede quadratische Erweiterung von @ hat die Form Q (\/3) mit einer
eindeutig bestimmten quadratfreien ganzen Zahl d.

[Herbst 1994]  Gegeben seien a,b € Q. Zeigen Sie: Wenn es einen Korperisomorphismus

¢: Q(Va) - Q(Vh)
gibt, dann gilt % € (Q*)?.

[Herbst 1988] L|K sei eine Korpererweiterung. Es gebe ein # € L mit L — KJz]|. Zeigen Sie, daf§
L|K algebraisch ist.

[Herbst 1997] Sei K C L eine endliche Korpererweiterung und f € K[X] ein irreduzibles nichtli-
neares Polynom mit
ggT(grad f, [L: K]) =1

Zeigen Sie, daf f keine Nullstelle in L hat.

[Herbst 1989] Sei z € C eine algebraische Zahl, also eine solche, die Nullstelle eines von 0 verschie-
denen Polynoms aus Q[X] ist.

Man beweise: Auch Re(z) und |z| sind algebraische Zahlen.

[Friihjahr 1979]  Es sei L|K eine endliche Korpererweiterung. Die Charakteristik von K sei kein
Teiler des Grades [L : K|. Beweisen Sie, dafy L|K separabel ist.
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K1.9

K1.10

K1.11

K1.12

K1.13

K1.14

K1.15

K1.16

K1.17

[Frithjahr 1985]  Berechne die Grade der folgenden Korpererweiterungen in IR bzw. C:
a) Q C Q(VA40).
b) Qi) C Q(e™/?).

[Herbst 1980] L sei ein algebraischer Erweiterungskorper eines Korpers K . Zeigen Sie: Ist R ein
Ring mit K C R C L, so ist R ein Korper.

[Herbst 1998]  Sei K|k eine algebraische Korpererweiterung. Seien ay,...,a, Elemente aus K und
seien f1(X),..., fn(X) die zugehorigen Minimalpolynome iiber k. Beweisen Sie

[k(al,...,ozn) : k] < ﬁgradfi
i=1

[Frithjahr 2003]  Sei K eine algebraische Erweiterung des Kérpers £ und R ein Ringmit £k C R C K.
Folgt dann, dass R ein Korper ist?

[Friihjahr 1996]  Sei L Erweiterungskorper eines unendlichen Koérpers K mit [L : K| < oco. Man
beweise: Besitzt die Erweiterung L|K nur eine endliche Zahl von Zwischenkorpern, so ist L|K
einfach.

[Friihjahr 1997]  Zeigen Sie: Ist L|K eine (nicht notwendig endliche) separabel algebraische Korperer-
weiterung, fiir die es ein n € IN gibt mit [K(z) : K] <n fiir alle z € L, dann ist [L: K] <mn.

Primzahlcharakteristik

[Herbst 1974] Sei K ein Korper der Charakteristik p # 0 und L ein beliebiger Korper. Es bezeichne
KT die additive Gruppe von K und L* die multiplikative Gruppe von L.

Beweisen Sie, daR K+ und L* genau dann isomorph sind, wenn die folgende Bedingung gilt: Der
Korper K ist der Primkorper mit p, und L der Koérper mit p + 1 Elementen; dabei ist p entweder
gleich 2 oder eine Mersennesche Primzahl.

[Herbst 1976] Es sei p eine Primzahl, K ein Korper der Charakteristik p und a aus einem Erwei-

terungskorper von K . Man zeige:

a) K(aP) C K(a) .

b) Falls o € K(aP) fiir ein k mit 1 < k < p, dann gilt bereits a € K(aP).

c) Ist das Polynom af — o? € K(aP)[z] reduzibel, so folgt a € K(a?) (x bezeichnet die Unbe-
stimmte).

HmwwEIs: Man betrachte die Zerlegung iiber K(aP) auch als Zerlegung iiber K(a).
d) a¢ K(a?) = [K(a): K(a?)]=p.
[Herbst 1986] K sei ein Korper der Charakteristik p # 0 und M ein Erweiterungskérper von K .

Fiir zwei Elemente u,w € M gelte u?,w? € K und [K(u,w) : K| = p?. Zeigen Sie, daR die
Korpererweiterung K (u,w)|K kein primitives Element besitzt.
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K1.18 [Herbst 1986] K sei ein Korper und f € K[X] ein normiertes irreduzibles Polynom. Sei « eine
Nullstelle von f in einem Erweiterungskorper von K, und es sei auch f(a + 1) = 0. Zeigen Sie:
a) K hat positive Charakteristik.

b) Ist p die Charakteristik von K und zudem o —«a € K, soist f = X? — X — of + a, und
K(a)|K ist galoissch mit zyklischer Galoisgruppe.

K1.19 [Herbst 1995] Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0 und f € K[X] ein nichtkonstantes
irreduzibles Polynom. Man beweise:

a) f ist genau dann separabel, wenn die Ableitung Df # 0 ist.
b) Ist f nicht separabel, so gibt es ein Polynom g € K[X]| mit f(X) = g(X?).

c¢) Jede endliche Korpererweiterung von K ist separabel <= Der Frobenius-Homomorphismus
von K ist ein Automorphismus.

Minimalpolynome

K1.20 [Herbst 1979] Sei K|k eine endliche Korpererweiterung vom Grad n. Fiir jedes Element o € K ist
la): K> K
A e

ein Endomorphismus des k-Vektorraums K . Vermoge « — £(a) erhélt man einen injektiven Homo-
morphismus ¢: K — Endi(K) von k-Algebren.

Fir @« € K sei x(X) das charakteristische Polynom des Endomorphismus #(a) : K — K, also
X(X) =det(X -idg —¢()). Dann ist x(X) ein normiertes Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten
aus k. Man nennt x(X) auch das charakteristische Polynom von « fiir K|k. Man beweise:

2) x(a) 0.
b) Ist ¢(X) € k[X] das (normierte) Minimalpolynom von « iiber k, so gilt
X(X) = g(X)IF:Hel
¢) Schreibt man x(X) = X" —trg (@) X"~' 4. ., so heifit das Element try,(a) € k die Spur von

a fir K|k. Man zeige:
trip(a + B) = trgp(a) + trg e (6)

trrje(a- a) = a-trgp(@)
trgp(a) = [K : k] -a
fir a,f € K und a € k.
K1.21 [Herbst 1994] Sei L|K eine endliche Korpererweiterung und a € L. Multiplikation mit a auf L

definiert eine K -lineare Abbildung ¢, : L — L. Sei x, das charakteristische Polynom dieses
K -Vektorraumhomomorphismus. Zeigen Sie: Y, ist eine Potenz des Minimalpolynoms P, von «.

K1.22 [Herbst 1994]

a) Sei k(a)|k eine endliche Korpererweiterung. Fiir einen Teilkorper L, k(a) D L D k, sei mq,1(X)
das Minimalpolynom von a iiber L. Man zeige:

ma’L(X) | ma’k(X)

b) Man bestimme den Grad und alle Zwischenkorper von Q (v/2)|Q .
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K1.23

K1.24

K1.25

K1.26

K1.27

K1.28

K1.29

[Herbst 1989] Sei L eine algebraische Erweiterung des Korpers K. Sei f(X) € L[X]| vom Grad
> 1. Man beweise:

Es gibt ein g(X) € K[X] vom Grad > 1 mit f(X) | g(X). Ist f(X) irreduzibel, dann gibt es genau
ein normiertes irreduzibles ¢g(X) € K[X] mit f(X) | g(X).

[Herbst 1981] Sei f : C" — C™ eine C -lineare Abbildung mit n verschiedenen Eigenwerten
A, .-, An . Wie sehen die 2n Eigenwerte von f aus, wenn man f als IR-lineare Abbildung eines
IR -Vektorraums der Dimension 2n interpretiert?

[Herbst 1979] Es seien f:= X3 —2¢€ Q[X] und g:= X2 -7 € Q[X].

a) Man zeige: f und g sind in Q[X] irreduzibel.

b) Welche der folgenden Ideale in Q[X] sind maximal: (f), (f-g), (f,g9) ?
Dabei bezeichnet (f) := {hf € Q[X]; h € Q[X]} das von f in Q[X] erzeugte Ideal und
(f,9) = {h1f + hag € Q[X]; h1,he € Q[X]} das von f,g in Q[X] erzeugte Ideal.

¢) Man bestimme die Grade
[@(V2): Q] und [Q(V7): Q]
d) Sei B:= /2-+/7. Man zeige, dak gilt:
Q) = Q(V2,V7)
Man bestimme den Grad [Q (8) : Q] und gebe das Minimalpolynom von 3 iiber @ an.

[Herbst 1992]  Zeigen Sie durch Gradbetrachtung einer geeigneten Erweiterung von Q , daf der Grad
des Minimalpolynoms der komplexen Zahl

L. YV2+V3+iV3
VBT VT

iiber @ ein Teiler von 32 ist.

[Herbst 2001] Si = V2 + J2 e R die positive Quadratwurzel von 2 + J2eR.
a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f(z) von « iiber Q und den Grad [Q (a): Q].
b) Geben Sie alle Nullstellen von f(z) in € an. Ist Q(«) ein Zerféllungskérper von f(z)?

Rechnen im Wurzelk6rper

[Herbst 1995]  Sei K ein Korper und f € K[X] ein nicht-konstantes irreduzibles Polynom. Man be-
weise (ohne Benutzung des Satzes iiber den Zerfallungskorper oder des Satzes iiber den algebraischen
AbschluR), daf f in einer geeigneten Korpererweiterung eine Nullstelle besitzt.

[Friihjahr 1980]  Sei f das Polynom X? — X + 1 aus Q[X].
a) Zeigen Sie, daf f irreduzibel in Q[X] ist.
b) Sei Q(«) eine einfache algebraische Erweiterung von @ , wobei f das Minimalpolynom von «

iiber Q ist. Ferner sei a := 2 — 3a + 202 . Stellen Sie a~' als Linearkombination der Potenzen
von «a mit Koeffizienten aus Q dar.
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K1.30 [Friihjahr 1996]
a) Zeigen Sie, daR f:= X3 — X +1 € Q[X] keine Nullstelle in @ hat.

b) Sei z € C eine Nullstelle von f. Stellen Sie 2! als Linearkombination von 1, z, 22 mit rationalen
Koeffizienten dar.

c) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von 2% iiber @ .

K1.31 [Frithjahr 1995] Sei f(X) = X3 +2X + 2 € Q[X], und sei a eine komplexe Nullstelle von f.

a) Zeigen Sie, daR 1,a,a? eine Basis des @ -Vektorraums @ (a) ist.

b) Schreiben Sie (1+a)~! als Linearkombination mit rationalen Koeffizienten beziiglich dieser Basis.

K1.32 [Friihjahr 1984]
a) Zeigen Sie: f(X) = X% — X — 1 ist irreduzibel iiber @ .
b) Fiir a € C sei f(a) =0. Stellen Sie b = (1 +a?)~! als Polynom in a dar!

¢) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von b {iber Q!

K1.33 [Herbst 1985] Sei K ein Kérper und f(X) = Y7 a;X* € K[X] ein irreduzibles normiertes Polynom
vom Grade n > 1. Sei L ein Erweiterungskorper von K .

a) Sei char(K) # 2 und o € L mit f(a) = f(—a) =0. Man zeige:
f(X)=g(X?) mit geK[X]

b) Sei a,—; = a; fur alle i =0,1,...,n. Man zeige: Ist « € L und f(a) =0, so gibt esein g € L,
o B,mit £(8)—0.

Zerfillungskorper

K1.34 [Friihjahr 1980] Sei K ein Korper. Zeigen Sie: Jede Erweiterung von K vom Grade 2 ist normal
iiber K .

K1.35 [Herbst 1980] Sei K ein Korper, f € K[X] ein Polynom vom Grad n > 1 {iber K und L sei ein

Zerfallungskorper von f iiber K . Zeigen Sie, daf fiir den Grad [L : K] von L iiber K die folgende
Abschatzung gilt:

[L: K] <n! (=n-(n=-1)-...-2-1)

K1.36 [Frithjahr 1981] Bestimme den Zerfillungskérper K von X2 — 7 iiber @ , sowie [K : Q].

K1.37 [Herbst 2002]
a) Zerlegen Sie das Polynom f := X% 4 4X* +4X? + 3 € Q[X] in irreduzible Faktoren.
b) Bestimmen Sie den Zerfallungskérper Z von f iiber @ und [Z: Q].

K1.38 [Friihjahr 1984] Es seien K ein Korper der Charakteristik 0, f € K[X] ein normiertes irreduzibles
Polynom und «, 3 Nullstellen von f in einem geeigneten Erweiterungskorper von K. Es sei v :=
a— B € K. Zeigen Sie:

a) f(X + ) ist normiert und irreduzibel in K[X].
b) Fiir jede natiirliche Zahl n gilt f(X +ny) = f.
c) a=g.
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Satz vom primitiven Element

K1.39 [Herbst 1997] Sei L|K eine endliche galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G. Sei H eine
Untergruppe von G . Zeigen Sie, daf es ein £ € L gibt mit H = {g € G; g({) = £}.

K1.40

K1.41

K1.42

K1.43

[Frithjahr 2001]  Bestimmen Sie alle Teilkorper eines Zerfallungskorpers E des Polynoms

(2% — 3z + 1) (2 + 2)

iiber @ und ein primitives Element von E|Q .

[Friihjahr 2000]
a) Man bestimme ein primitives Element fiir die Korpererweiterung Q (v/2, v/5)/ Q .

b)

Seien  und y Unbestimmte iiber dem Kérper IF, von p Elementen. Man zeige: Die Kérperer-
weiterung IF, (z,y)|IF, (z7,y”) besitzt kein primitives Element.

Angeordnete Korper

[Friihjahr 1977] Das Paar (R, P) heift angeordneter Ring, falls R ein Ring und P eine Teilmenge
von R mit folgenden Eigenschaften ist:

(i) Fir alle a € R mit a # 0 gilt entweder a € P oder —a € P. Es gilt 0 ¢ P.
(ii) Fiir alle a,b€ P gilt a+be P und abe P.

Zeigen Sie:

a)

e)

Ist (R, P) ein angeordneter Integritétsbereich (d.h. ein angeordneter kommutativer nullteilerfreier
Ring) mit mindestens zwei Elementen, so gibt es genau eine Teilmenge P’ des Quotientenkorpers
K von R derart, dafs (K, P') ein angeordneter Korper ist und P' N R = P gilt. (Man beachte,
daf R auf natiirliche Weise in K eingebettet, ist.)

Es gibt genau eine Teilmenge P des Korpers Q der rationalen Zahlen derart, dak (Q, P) ein
angeordneter Korper ist.

Es gibt keine Teilmenge P des Korpers € der komplexen Zahlen derart, daf (C, P) ein ange-
ordneter Korper ist.

Jeder Automorphismus ¢ des Korpers IR der reellen Zahlen fiithrt positive Zahlen in positive
iiber.

Ist ¢ ein Automorphismus des Korpers IR, so ist ¢ die Identitét.

[Frithjahr 1983]  Ein Korper K heiflt angeordnet, wenn fiir Elemente aus K eine Relation > 0 erklart

ist,

i)

ii)

so daf folgende Axiome erfiillt sind:

Fiir alle a € K gilt genau eine der drei Aussagen
a>0 , a=0 , —a>0

Aus a >0, b>0 folgt a+b>0 und a-b>0 (a,b€ K).

Zeigen Sie:

a)
b)

In einem angeordneten Korper ist a? > 0 fiir jedes a # 0.

Ein angeordneter Korper besitzt die Charakteristik 0.
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c) Ein algebraisch abgeschlossener Korper 14t sich auf keine Weise zu einem angeordneten Korper

machen.

d) Der Korper IR(X) der rationalen Funktionen in einer Variablen X {iber IR wird zu einem an-
geordneten Korper, wenn fiir f € IR(X) die Relation f > 0 durch folgende Bedingung erklért
wird:

Es gibt ein M € IR, so daf f(a) > 0 fiir alle a € R mit a > M.

e) Ist in IR(X) mit der in d) erklirten Anordnung das Archimedische Axiom erfiillt, d.h. gibt es fiir
alle f,g € R(X) mit f >0, g >0 stetsein n € N mit nf —g>07?

K1.44 [Friihjahr 1979]

a) Zeigen Sie, daf genau eine Ordnungsrelation < auf dem Korper @ (¢) der rationalen Funktionen
iiber dem Korper @ der rationalen Zahlen existiert, so daft (Q (¢), <) ein angeordneter Korper
ist, in dem ein jedes Polynom ag + a1t + ... + apt™ € QJt] mit a, # 0 genau dann positiv ist,
wenn a, in Q positiv ist. (Vergessen Sie nicht zu zeigen, daf die Relation < wohldefiniert ist.)

b) Zeigen Sie: Die in a) bestimmte Anordnung von Q (¢) ist nicht archimedisch.
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2. Endliche Korper

Allgemeine Theorie

K2.1 [Friihjahr 1973] Sei K ein Korper mit endlich vielen Elementen. Zeige:

a) Die Elementezahl von K ist p", wobei p die Charakteristik von K und n eine natiirliche Zahl
ist.

b) Sei P der Primkorper von K , dann ist K galoissch {iber P.

c) Die Galoisgruppe von K iiber P ist zyklisch.

HiNwEIS: Benutze den Automorphismus K 5 k— kP € K.

d) K ist vollkommen, d.h. K besitzt keine inseparablen Erweiterungen.

K2.2 [Friihjahr 1978] Sei K ein Korper mit endlich vielen Elementen. Zeige:

a) Es gibt eine Primzahl p, so daf K einen zu Z/pZ isomorphen Unterkérper hat (= Primkorper
P).

b) Die Elementezahl von K ist p™, wobei p die Charakteristik von K und n eine natiirliche Zahl
ist.

c) Sei P der Primkérper von K, dann ist K galoissch iiber P.
d) Die Galoisgruppe von K iiber P ist zyklisch.

Hinwers: Benutze den Automorphismus K 3 k— kP € K.
e) K ist vollkommen, d.h. K besitzt keine inseparablen Oberkorper endlicher Dimension iiber K .
K2.3 [Herbst 1973] Essei K ein endlicher Korper. Die Anzahl der Elemente einer Menge A wird mit |A|
bezeichnet. Man beweise die folgenden Aussagen:
a) Die Charakteristik von K ist eine Primzahl p.
b) Der Primkérper P von K ist isomorph Z/pZ.

c) |K|=p" mit n=[K: P].
(Mit [K : P] ist der Grad von K iiber P bezeichnet.)

d) Fiir jedes Element a € K gilt:

a’—a=0 mit g¢g=p"

K ist ein Zerfallungskorper von z? — x € P[x] tiber P.

[T Y
Nat N N

Zwei endliche Korper von gleicher Elementeanzahl sind isomorph.
Zu jeder Primzahlpotenz p™, n € IN, gibt es einen Korper mit p” Elementen.
Der algebraische Abschluff von K hat unendlichen Grad iiber K .

i. Die additive Gruppe von K ist isomorph einer direkten Summe von n zyklischen Gruppen, von
denen jede die Ordnung p hat.
j) Die multiplikative Gruppe K* von K ist zyklisch.

Hinwers: Es gilt die Aussage () ,In einer endlichen abelschen Gruppe gibt es zu zwei Elementen a,b
stets ein Element ¢ mit ordc = kgV(ord a,ordb)
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Diese Aussage soll nicht bewiesen werden. Man zeige mit (x), daf fiir j = Max{orda; a € K"} gilt:
a’ = e fiir jedes a € K™, also o/ ™ = q fiir jedes a € K .

k) K ist eine einfache Korpererweiterung von P.
1) i. Fiir jedes i € IN ist o; = (@ — a”i) ein Automorphismus von K .
ii. ¥ = {o;; i € N} ist eine zyklische Untergruppe der Automorphismengruppe I' von K mit
2| =n.
iii. T ist die Galoisgruppe von K iiber P, und T ist zyklisch von der Ordnung n.
m) Fiir einen Unterkorper U von K gilt:
i. |U| =p™ mit m ist ein Teiler von n.
ii. Die Galoisgruppe von K {iber U ist zyklisch.

n) Zu jedem Teiler m von n gibt es genau einen Unterkérper U von K mit |U| =p™.

K2.4 [Frithjahr 1979]  Skizzieren Sie den Beweis des folgenden Satzes: Die Elementezahl eines endlichen
Korpers ist eine Primzahlpotenz, ferner gibt es zu jeder Zahl p™ (p Primzahl, n € Z, n > 0) einen
(und bis auf Isomorphie nur einen) Korper mit p" Elementen.

K2.5 [Herbst 1999] Der Korper K enthalte einen endlichen Teilkdrper, der aus den n Elementen ay, ..., a,
bestehe. Man beweise: Fiir jedes Element a € K gilt

K2.6 [Friihjahr 1982]

a) Man gebe unendlich viele nichtisomorphe kommutative Ringe mit Eins an, die genau 2 bzw. 3
bzw. 4 Einheiten besitzen.

b) Man zeige, daf kein kommutativer Ring mit Eins genau 5 Einheiten besitzt.

K2.7 [Frithjahr 2001]  Sei IF, ein Kérper mit ¢ Elementen und sei n € IN teilerfremd zu ¢. Sei K ein
Zerfillungskorper von X™ —1 iiber IF, . Man zeige

[K :TF,] = min{k € IN; n teilt ¢ -1}

K2.8 [Friihjahr 1979] Es sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen, L sei der Zerfiallungskbérper von
z™ —1 tber K und es sei m = [L: K].
Zeigen Sie, dak m die kleinste natiirliche Zahl ist, fiir die n | ¢™ — 1 gilt.

K2.9 [Herbst 1995] Es sei F ein endlicher Kérper und F sein algebraischer Abschluk. Bekanntlich gibt
es fiir jede natiirliche Zahl n genau einen Zwischenkdrper von F|F, der iiber F den Grad n hat.
Es sei n eine natiirliche Zahl und f € F[X] irreduzibel vom Grad n.

Zeigen Sie, daf der Zerfdllungskorper von f iiber F' den Grad n iiber F hat.

Quadratische Gleichungen

K2.10 [Friihjahr 2003] Sei K ein Korper mit vier Elementen.

Bestimmen Sie eine Additions- und eine Multiplikationstafel von K .
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K2.11 [Friihjahr 1974]  Es sei p eine Primzahl und Z, = Z /pZ. Man zeige:
a) Ein Zerfillungskdrper K von zP" —z € Zp|z] hat p® Elemente.
b) Die additive Gruppe KT von K ist einer direkten Summe von zwei zyklischen Gruppen der
Ordnung p isomorph.
K2.12 [Herbst 1977] Sei K = 7 /27 der Kérper mit 2 Elementen und f =22 +z +1 € KJz].
a) Zeige, dall f irreduzibel in KJz]| ist.
b) Sei (f) dasvon f in K[z] erzeugte Ideal. Bestimme die Elemente von KJz|/(f), ihre Addition

und ihre Multiplikation.

K2.13 [Herbst 1977] Sei K =1F, . Man zeige: Ist ¢ gerade oder ¢ = 1 mod 4, so gibt es ein x € K mit
z2 = —1.

K2.14 [Herbst 1985]  Sei p eine von 2 verschiedene Primzahl, ¢ = p™ mit 1 < n € IN und sei IF, ein
Korper mit ¢ Elementen.

a) Sei —1¢€ ]FZ ein Quadrat. Man zeige: Z z=0.
z€IF2

b) Man charakterisiere durch Kongruenzen fiir p und n die Potenzen ¢ mit der Eigenschaft, daft

~1eIF} gilt.

K2.15 [Friihjahr 1999]  Bekanntlich kann man den Korper der komplexen Zahlen aus dem Korper K := IR
der reellen Zahlen wie folgt gewinnen: Man fiihre auf der Menge C(K) := K x K aller Paare von
Elementen von K folgende Addition und Multiplikation ein:

(z,9) + (@"y) = (+ay+y) ,
(@) - (&', y) == (z2" —yy' 2y + ya')
Fiir einen beliebigen Korper K ist C'(K) mit den obigen Verkniipfungen nicht notwendig ein Korper,

jedoch stets ein kommutativer Ring mit Einselement (dies braucht nicht bewiesen zu werden).

a) Fiir welche Primzahlen p ist C(IF,) ein Kérper? (Dabei ist IF, = Z/pZ der Korper mit p
Elementen.) (Begriindung!)

b) Man zeige: Ist p eine ungerade Primzahl und C(IF, ) kein Korper, so gibt es einen Ring-Isomor-
phismus

C(F,)~F, xF, |,

wobei die Ringstruktur auf IF, x IF, durch komponentenweise Addition und Multiplikation ge-

geben sei.
c) Ist folgende Aussage richtig: Fiir eine ungerade Primzahl p ist C(IF,) genau dann ein Korper,
wenn die multiplikative Gruppe C(IF,)* der Einheiten von C(IF,) zyklisch ist? (Begriindung!)
K2.16 [Friihjahr 2002]  Sei M2 (IF3) der Ring der 2 x 2-Matrizen mit Koeffizienten im Koérper IF3 ~ 7Z /37Z.
a) Man zeige, dass es ein a € My(IF3) gibt mit Ordnung 8 beziiglich der Multiplikation.

b) Man zeige, dass {0,1,a,a?,...,a"} ein Korper ist mit den von My (IF3) induzierten Operationen.
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K2.17 [Herbst 1977] Sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen. Man zeige:

a) Ist ¢ gerade, so gibt es zu jedem y € K genau ein # € K mit y = x> (Man betrachte die
Abbildung K — K, x = 22).

b) Ist ¢ ungerade, so ist die Abbildung
v: K\{0} - K\ {0} , T
ein Gruppenhomomorphismus mit
Bild(¢) = {1,-1} , Kern(p) = {z € K\{0}; es gibt y € K\ {0} mit y*> — =}

(Es darf benutzt werden, daf die multiplikativen Gruppen endlicher Korper zyklisch sind.)
K2.18 [Herbst 1996] Gegeben sei das Polynom
FX) = (X7 = 2)(X? - 3)(X? - 6)

in Z[X]. Man zeige: Fiir jede Primzahl p hat die Reduktion f(X) mod p eine Nullstelle in TF,, .
Hingegen hat f(X) keine Nullstelle in @ .

K2.19 [Herbst 1987] Sei p eine Primzahl und n > 1 eine ganze Zahl.

a) Begriinden Sie, warum alle Kérper mit p"” Elementen isomorph sind.

b) Geben Sie explizit einen Kérper K und ein Polynom f an, so daf der Faktorring K[X]/(f) ein
Korper mit 8 Elementen ist.

c) Zeigen Sie, daR eine der Gleichungen z? = 2 oder z? = —2 im Ko&rper Z/pZ losbar ist, falls

p¢ {4k +1; k€ IN}.

Kubische Gleichungen

K2.20 [Frithjahr 1979] Es sei L ein Zerfillungskdrper von z3 — 2 iiber F5 = Z /57Z.
a) Welchen Grad hat L {iber F5?
b) Man begriinde, weshalb L {iber IF5 galoissch ist.

¢) Man bestimme die Galoisgruppe Gal(L|IF5) von L iiber IF5 bis auf Isomorphie.
K2.21 [Herbst 2002] Uber dem Koérper IFy mit zwei Elementen seien die Polynome
p(X) =X+ X +1 und ¢X)=X3>4+X%2+1

gegeben. Zeigen Sie:
a) p und ¢ sind die einzigen irreduziblen Polynome in IF»[X] vom Grad 3.

b) Ist Z der Zerfillungskdrper von p iiber IF und a € Z eine Nullstelle von p, so sind a? und a*

die beiden anderen Nullstellen von p.
¢) Z besteht genau aus den Elementen 0,1, den drei Nullstellen a,a® a* von p und den drei

Nullstellen a?,a®,a® von ¢ in Z.



92 Staatsexamensaufgaben zur Korpertheorie

K2.22 [Herbst 1979]
a) Man zerlege X3 —1 € IF5[X] in irreduzible Faktoren (IFy := Z /27 bezeichnet einen Korper mit

2 Elementen).

b) Es sei L D IFy ein Zerfillungskorper von X2 — 1 € IFo[X]|. Man zeige: Es gibt ein ¢ € L mit
IF2(¢) = L und L besteht aus 4 Elementen (ndmlich 0,1,¢,1+ ().
Auferdem gebe man die Verkniipfungstafeln fiir Addition und Multiplikation in L an.

¢) Es sei M D L ein Zerfillungskérper von X? — ¢ € L[X]|. Man zeige: Ist n € M eine Nullstelle
von X? — (, soist L(n) = M. Man gebe den Grad [M : L] an. Ist die Galoisgruppe von
X3 — ¢ € L|X] abelsch?

Gleichungen héheren Grades

K2.23 [Herbst 2002] Bestimmen Sie
a) alle Losungen der Gleichung X* =81 im Korper Fig7;

b) alle natiirlichen Zahlen n mit 1 <n < 2003 und

n* = 81 mod 2004 [es ist 2004 = 167 - 12]

K2.24 [Herbst 1980] Bestimmen Sie die Ordnung der Galoisgruppe von X4 +6X? + X + 1
a) tber Z/(2),
b) {iber Z/(3).

K2.25 [Friihjahr 1994] Das Polynom f(X) = X%+3 werde iiber dem Korper IF mit 7 Elementen betrachtet.
Sei L der Zerfallungskorper von f(X) iiber IF. Man berechne [L : IF].

K2.26 [Friihjahr 1976]

a) Man bestimme den Zerfillungskdrper des Polynoms f := z® + 2% + 1 iiber dem Kérper GF(5)
mit 5 Elementen, sowie die Teilkérper des Zerfallungskorpers. Zweckméfig iiberlegt man sich
zundchst, daft die Nullstellen neunte Einheitswurzeln sind.

b) Man betrachte das Polynom f nun iiber dem Koérper GF(p) mit beliebiger Primzahl p # 3 und
bestimme den Grad des Zerfallungskorpers in Abhéngigkeit von p. Insbesondere gebe man fiir
jeden der moglichen Grade das kleinste p an, das ihn realisiert.

K2.27 [Herbst 1975] Das Polynom f(z) = 27 — 2 ist reduzibel iiber dem Kérper IF, von p Elementen,
wenn pZ 1 mod 7 ist.

K2.28 [Herbst 2003] Sei F' der Korper mit zwei Elementen. Zeigen Sie:

a) Ist n > 1 eine natiirliche Zahl, ist 2" — 1 eine Primzahl und ist f € F[X] ein irreduzibles
Polynom vom Grad n, dann erzeugt die Restklasse X +(f) die multiplikative Gruppe des Korpers

FIX]/(f)-

b) Fiir g = X*+ X34+ X2+ X +1 € F[X] ist K = F[X]/(g) ein Korper, und die Restklasse X + (g)
in K* hat die Ordnung 5.
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Irreduzible Polynome

K2.29 [Friihjahr 1978] Es sei K ein endlicher Koérper. Beweisen Sie: Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es
ein irreduzibles Polynom aus K[z] vom Grad n.

K2.30 [Herbst 1975] Sei p Primzahl, m und n natiirliche Zahlen, K ein Koérper mit genau ¢ = p™
Elementen und f irreduzibel in K[X]. Man zeige:

f ist Teiler von X9 — X genau dann, wenn der Grad von f Teiler von n ist.

K2.31 [Friihjahr 1978] Sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen, sei f(X) € K[X] irreduzibel und sei
n eine natiirliche Zahl. Man zeige, dal f(X) genau dann ein Teiler von X" — X ist, wenn der Grad
von f(X) ein Teiler von n ist.

K2.32 [Herbst 2003] Es seien p und ¢ Primzahlen. Warum zerféllt das Polynom

a

f(X) = X" - X

iiber dem Korper IF, mit p Elementen in p verschiedene Faktoren vom Grad 1 und in pqq_—p ver-

schiedene irreduzible Faktoren von Grad ¢?

Hinwers: Die Faktoren miissen nicht angegeben werden! Zum Einstieg in die Aufgabe iiberlege man,
dass die Nullstellen von f einen Korper bilden.

K2.33 [Friihjahr 1987]  Sei p eine Primzahl und K ein Korper mit p Elementen. Fiir eine ganze Zahl n > 1
bezeichne I,, die Menge der normierten, irreduziblen Polynome vom Grad n aus K[X] und w, ihre
Anzahl. Sei g:= XP" — X € K[X]. Zeigen Sie:

a) Jeder Erweiterungskorper von K mit p™ Elementen ist ein Zerfallungskérper von ¢ iiber K .

b)g= [ ¢ (in K[X])
dln

c) p”:Zd.ud
d|n

d) Berechnen Sie u4 im Fall p = 2.

K2.34 [Frithjahr 1978]  Es sei p eine Primzahl. Wieviel kubische Polynome gibt es in IF, [z], die normiert
und irreduzibel sind?

K2.35 [Friihjahr 1998] ~ Sei IF, der endliche Kérper mit ¢ Elementen.

a) Wieviele normierte irreduzible Polynome dritten Grades gibt es in IF, [X]?
Geben Sie ein irreduzibles Polynom dritten Grades aus IF3[X] an.

Die Antworten sind zu begriinden.
b) Geben Sie einen Unterkorper im Ring TF3*® = M3(IF3) der dreireihigen Matrizen iiber IF3 an,

der isomorph zum Koérper IFy; ist.

K2.36 [Friihjahr 1989] Bestimmen Sie die Zahl der normierten irreduziblen Polynome vom Grad 9 iiber
Fs =7/3Z.
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K2.37

K2.38

K2.39

K2.40

K2.41

K2.42

[Herbst 1975] Man berechne die Anzahl der irreduziblen Polynome vom Grade 10 iiber dem Korper
K mit 2 Elementen.

ANLEITUNG: Man beachte, daft jedes irreduzible Polynom vom Grade n iiber K ein Teiler von 2 —x
ist, und man verwende die Mobiussche Umkehrformel.

[Herbst 1988]

a) Sei p eine ungerade Primzahl. Zeige: aX?+bX +c € I, [X], a # 0, ist genau dann irreduzibel
iiber dem Kérper T, (= Z/pZ), wenn b? — 4ac kein Quadrat in IF, ist.

b) Bestimme alle irreduziblen quadratischen Polynome iiber IFj.

c) Bestimme alle irreduziblen quadratischen und kubischen Polynome iiber IFs und zeige damit, daff
X5 — X2 +1 irreduzibel iiber @ ist.

[Herbst 1985]  IF3 bezeichne den Korper mit 3 Elementen.
a) Zerlegen Sie das Polynom f:= X%+ X? — X +1 € IF3]|X] in irreduzible Faktoren!
b) Ist die Einheitengruppe des Rings R := IF3[X]/(f) zyklisch?

Begriinden Sie die Antwort!

[Friihjahr 2000] ~ Weisen Sie fiir eine Primzahl p die Aquivalenz folgender Aussagen nach:

i) f(X)=X?+2X + 2 ist irreduzibel {iber dem Korper mit p? Elementen.

ii) p=3mod 4.

[Herbst 2000]  Sei k ein endlicher Korper und K|k eine algebraische Korpererweiterung. f und g
seien irreduzible Polynome in K[X] vom gleichen Grad. Zeigen Sie, dass die Korper K[X]/(f) und
K[X]/(g) isomorph sind.

ANLEITUNG: Nehmen Sie zun#chst an, dass K ebenfalls endlich ist, und fiihren Sie den allgemeinen
Fall darauf zuriick.

Automorphismen

[Friihjahr 1981]  Es seien K = {—1,0,1} = GF(3) der Primkérper mit 3 Elementen, K[z] (bzw.
K|[z,y]) der Polynomring in der Unbestimmten z (bzw. den Unbestimmten z,y) iiber K. Mit
GF(3™) wird das Galois-Feld mit 3™ Elementen bezeichnet.

a) Geben Sie alle normierten, irreduziblen Polynome vom Grad 2 aus KJz| an.

b) Zeigen Sie: Ist f € K[z| ein irreduzibler Faktor von z° —x € K[x], so gilt Grad f < 2.

o

o

)

) Geben Sie die maximalen Ideale des Faktorringes K|z|/(z° — z) an.

) Geben Sie ein Primideal in K|z,y|/(z° — x) an, das nicht maximal ist.
)

Es sei L der Zerfillungskorper von 2° — 2 + 1 iiber K.
Zeigen Sie L C GF(3%) .

e

. . 6 . .
HINWEIS: Bestimmen Sie a® fiir eine Wurzel @ von z° —z + 1.

f) Bestimmen Sie die Galois-Gruppe von z° —z + 1 € K|[z].
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K2.43

K2.44

K2.45

K2.46

K2.47

K2.48

[Friihjahr 1986]  Sei f :— X® 4+ aX* — b € IF5[X] mit b # 0. Sei L ein algebraischer AbschluR von
F5 und

¢: L— L mit o(y) =y
der Frobenius-Automorphismus. Sei a € L eine Nullstelle von f und K :=F5(a).

a) Zeigen Sie, dall ¢ einen Automorphismus von K induziert.

bo + b

ao + a1

b) Schreiben Sie ¢(a) in der Form mit a;,b; € IF5.

c) Bestimmen Sie die Nullstellen von f in ;5.

d) Fiir welche a,b € IF5 ist f irreduzibel?

e) Berechnen Sie fiir irreduzibles f alle Nullstellen von f in K.
(Verwenden Sie a) und b) zur Lésung von d) und e).)

[Herbst 1991] Es sei K ein endlicher Korper mit p™ Elementen (n,p € IN, p eine Primzahl). Man
beweise:

a) 0: K — K, a aP ist ein Automorphismus von K .

b) Die Automorphismengruppe G von K ist zyklisch von der Ordnung n.

Hinwers: G wird von o erzeugt.

[Frithjahr 1975]  Sei p eine Primzahl und K der Kérper mit p™ Elementen. Sei ¢ : K — K der
Frobenius-Homomorphismus ¢(a) = a?;sei f =", a;z' € K[z] ein Polynom. Dann ist

flo): KK , aw a;ot(a) Li=popiTt °:=id ,
4 4 14 pop 14
i=0

ein Endomorphismus der additiven Gruppe von K .

Man zeige: Ist f(p) =0, s0ist f = (z" —1) - g fiir ein Polynom g € K|z].

[Herbst 1991]  Sei k ein Korper der Primzahlcharakteristik p. Sei n eine natiirliche Zahl und &,
der n-te Kreisteilungskorper iiber &, d.h. der Zerfallungskérper von X™ — 1 iiber k. Man beweise,
dak ky|k zyklisch ist.

[Herbst 1999] Sei K ein Korper von Primzahlcharakteristik. Sei n eine natiirliche Zahl und K,, der
n-te Kreisteilungskorper iiber K (d.h. der Zerféllungskorper von X™ — 1 iiber K ). Beweisen Sie,
dass die Erweiterung K, |K zyklisch ist.

[Friihjahr 1989]  Seien k ein endlicher Korper mit ¢ = p® Elementen (p eine Primzahl, e > 1), n
eine natiirliche Zahl mit p{n und R = Z/nZ . Man zeige:

a) Ist K der Zerfdllungskorper von X™ — 1 {iber k und G = Aut(K|k), so ist die Ordnung von G
gleich der Ordnung von ¢ = q + nZ in der Einheitengruppe R* von R.

b) Das n-te Kreisteilungspolynom &, € k[X] ist genau dann irreduzibel, wenn ¢ ein erzeugendes
Element der Gruppe R* ist.

c) Fiir alle Primzahlen p > 5 ist ®15 € (Z/pZ)[X] reduzibel.

d) Das Polynom X* — X2+ 1 ist iiber Z/2Z und Z/37Z reduzibel.
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K2.49 [Friihjahr 1990] Sei p eine Primzahl und f, = X? — X — 1 ein Polynom. K sei ein algebraischer
Abschluf des Korpers IF, mit p Elementen und a € K eine Nullstelle von f,. Zeigen Sie:

a) Esist a ¢ IF, und f,(a+1) =0.
b) Z/pZ ist die Galoisgruppe von f, iiber IF, .
c) Als Polynom in Q[X] ist f, irreduzibel.

K2.50 [Herbst 2000] Seien K ein Korper mit 15625 Elementen und G seine Automorphismengruppe. Wie
viele und wie grofe Bahnen hat G in K7?

K2.51 [Herbst 2003] Sei K ein Korper mit 81 Elementen, sei G die Gruppe aller Automorphismen von
K . Bestimmen Sie:
a) die Liangen der Bahnen der Operation von G auf K , sowie
b) die Anzahl der Bahnen gegebener Linge.

K2.52 [Herbst 1986] Es seien K C L endliche Korper, wobei |K| = ¢ und [L : K] = n. Bekanntlich ist

L|K galoissch, und die Galoisgruppe von L|K wird vom Frobeniusautomorphismus a — a? erzeugt
(Diese Aussagen diirfen ohne Beweis benutzt werden). Zeigen Sie:

a) Die Norm jedes Elements a € L beziiglich L|K ist gegeben durch

Nrx(a) = ald"—1)/(a—1)

b) Die Norm Ny g induziert einen Epimorphismus der multiplikativen Gruppe L* von L auf die
multiplikative Gruppe K* von K .

Teilk6rper

K2.53 [Herbst 2001]

a) Bestimmen Sie alle irreduziblen Polynome 2. und 3. Grades iiber IF,.
b) Zeigen Sie: f = X6+ X + 1 ist irreduzibel in IF5[X].
c) Sei K =Fs(a), wo a eine Nullstelle des Polynoms f aus b) ist. Geben Sie alle Kérper L mit
IF, C L C K an, indem Sie explizit jeweils ein z € K mit L = IF»(z) bestimmen.
K2.54 [Herbst 1997] Sei K = IF, der Kérper mit ¢ = 2! Elementen und k = IFy der Primkdrper von K .
Bestimmen Sie
a) die Anzahl der erzeugenden Elemente der multiplikativen Gruppe K* = K\ {0},
b) alle Unterkorper von K,

c) die Anzahl der primitiven Elemente von Klk.

K2.55 [Herbst 2000] Sei K = IFy2000 der Korper mit 22°°° Elementen.
a) Wie viele Teilkorper besitzt K ?

b) Wie viele erzeugende Elemente hat die Erweiterung K|IF5?

Hinwers: Die bei der Berechnung auftretenden Potenzen von 2 miissen nicht ,,ausgerechnet* werden.
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K2.56

K2.57

K2.58

[Herbst 1996] Sei p € IN eine Primzahl, seien n,m > 1 natiirliche Zahlen und K ein Korper mit
p" Elementen. Man zeige:

a) p™ —1 teilt genau dann p™ — 1, wenn m Teiler von n ist.
b) K enthilt genau dann einen Unterkorper mit p™ Elementen, wenn m Teiler von n ist.

c) In wie viele irreduzible Faktoren zerfillt das Kreisteilungspolynom &3, tber Z/2Z7?

[Frithjahr 2002]  Sei 2 der algebraische Abschluss des Korpers Z/pZ, und seien K und L endliche
Teilkérper von  mit p” beziehungsweise p® Elementen. Sei « ein primitives Element von K {iber

7./pZ . Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) r und s sind teilerfremd.
(i) Das Minimalpolynom von « iber Z/pZ ist in L[X] irreduzibel.
(i) KNL=2%/pZ.

[Herbst 1983] K sei ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteristik 2 mit der Eigenschaft,
dak jedes Element a € K algebraisch iiber dem Primkorper ist. Man zeige:
a) K hat fiir jedes k¥ € IN genau einen Teilkérper mit 2¥ Elementen. Im weiteren wird dieser

Teilkdrper mit GF(2*) bezeichnet.

b) K,:= U GF(2*') (p € N Primzahl) ist ein Teilkérper von K .
£€Ny
Ferner bestimme man alle Teilkérper von K.

c) Das System {K,; p € IN Primzahl} erzeugt K .

d) Jeder von der Identitét verschiedene Automorphismus von K hat unendliche Ordnung.
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3. Kreisteilungskorper

Allgemeine Theorie

K3.1 [Friihjahr 1983]

a) Essei E eine endliche Erweiterung von @ . Kann E unendlich viele Einheitswurzeln enthalten?

b) Es sei K ein endlicher Korper oder gleich dem Korper der rationalen Zahlen @ . Gibt es irredu-
zible Polynome jeden Grades iiber K 7

Man begriinde in a) und in b) die jeweilige Antwort.

K3.2 [Friihjahr 1996] Sei n eine natiirliche Zahl und (,, eine primitive n-te Einheitswurzel. Bestimmen
Sie alle Einheitswurzeln im Korper Q ((,) .

K3.3 [Friihjahr 1990] Es sei « eine primitive (2n + 1)-te Einheitswurzel iber @ . Zeigen Sie:
8= —a?
ist eine primitive (4n + 2)-te Einheitswurzel. Folgern Sie daraus, daf Q (o) = Q (3) ist.
K3.4 [Herbst 1991]  Fiir jede natiirliche Zahl n sei @, der Korper, der aus @ durch Adjunktion aller
n-ten Einheitswurzeln entsteht.
a) Man beweise: Fiir ungerade natiirliche Zahlen n gilt Q,, = Q,,, -
b) Man bestimme alle natiirlichen Zahlen n, fiir welche die Erweiterung @,,|Q den Grad 6 hat.
c) Fiir jede Erweiterung @Q,,|Q vom Grad 6 bestimme man den Zwischenkorper, der iiber @ den

Grad 2 hat.

K3.5 [Herbst 1094] Sei k€ IN, k>1, n=3-2% und £ = >/ ¢ C . Bestimmen Sie das Minimalpoly-
nom von ¢ iber @ explizit.

K3.6 [Herbst 1998] Sei n eine natiirliche Zahl und w eine primitive n-te Einheitswurzel.
a) Zeigen Sie, dass fiir jeden Teilkérper K C C der Korpergrad [K (w) : K| ein Teiler von ¢(n) ist.

b) Sei d ein positiver Teiler von ¢(n). Zeigen Sie, dass es einen Koérper K C € gibt, fiir den
[K(w) : K]=d ist.

c) Sei speziell n = 5. Geben Sie fiir jeden positiven Teiler d von ¢(5) einen Kérper K C C an,
fiir den [K(w): K] =d ist.

K3.7 [Frithjahr 1985] Sei n € IN, z = e’ € C , und Q,, = Q(z). Zeigen Sie:
a) Ist n = p =21 4 1 eine Primzahl, so enthiilt @, genau einen minimalen Zwischenkérper Z mit
QcZcCQ,.
b) Fiir n =5 ist Z = Q(v/5) der einzige Zwischenkdrper Z mit Q € ZC Q,, .

c) Bestimmen Sie explizit fiir n = 20 die minimalen Zwischenkdrper Z mit Q CZ ¢ @Q,,.
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K3.8

K3.9

K3.10

K3.11

K3.12

K3.13

K3.14

K3.15

K3.16

[Herbst 1986] Es sei n eine ganze Zahl > 2 und ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel iiber @ .
Geben Sie das Minimalpolynom von ¢ iiber Q (¢ + ¢~!) an und bestimmen Sie

[QE+¢h): Q]

[Frithjahr 1990] Sei ¢ € C eine primitive d-te Einheitswurzel mit d > 1. Die Norm der Korperer-
weiterung Q (¢)|Q werde mit N: Q(¢) = Q bezeichnet. Sei p eine Primzahl, die d nicht teilt
und Z,) = {%, a,beZ, pJ(b} . Zeigen Sie:

a) Das Minimalpolynom von 1 — ¢ iiber @ ist ein Teiler von (1 — X)¢ —1 in Z[X].
b) N(1 — () ist ganzzahlig und teilt d.

¢) 1—( ist eine Einheit in Z|[(].

Quadratische Einheitswurzeln

[Friihjahr 1976]  Fiir welche natiirlichen Zahlen n > 2 gibt es n ein regelmifiges n-Eck bildende
Punkte eines quadratischen Gitters in der euklidischen Ebene?

[Herbst 1982]  Welche Einheitswurzeln enthilt der Korper @ (\/—3) ?

[Herbst 1986] Sei K :(= @ (\/E) mit einer quadratfreien ganzen Zahl d. Bestimmen Sie alle d, fiir
die K mehr als 2 Einheitswurzeln enthélt.

[Frithjahr 1994]  Bestimmen Sie alle Einheitswurzeln in @ (\/E) fiir quadratfreies d € Z .

[Friihjahr 1978]  Fiir jede natiirliche Zahl n sei @, der Korper, der durch Adjunktion aller n-ten
Einheitswurzeln zum Koérper @ der rationalen Zahlen entsteht.

a) Fur welche n ist [Q, : Q] =27

b) Sei G eine endliche Gruppe. Man zeige, daff G genau dann eine elementar-abelsche 2-Gruppe
ist, wenn der Durchschnitt aller Untergruppen vom Index 2 nur aus dem Einselement besteht.

c) Fiir welche n ist Q, Kompositum von Teilkérpern, die iber @ quadratisch sind?

Fiinfte Einheitswurzeln

27i

[Frithjahr 1980] Essei £ :=€75

-1+5
a) y=—pg—

b) @Q[V5] ist der einzige echte Zwischenkérper zwischen Q und Q[¢].

und y := £+ &*. Man zeige:

c) X2+ 1_2—‘/5X +1 ist das Minimalpolynom von ¢ iiber Q [v/5].

[Frithjahr 1980]  Man schildere kurz, wie man Ergebnisse der vorigen Aufgabe dazu benutzen kann,
um zu einer Konstruktion des regelméfigen 5-Ecks mit Zirkel und Lineal zu gelangen (nicht notwendig
der elegantesten).
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K3.17 [Herbst 1995] Sei K = Q(w) mit w := 2™/ und F ein Zwischenkérper mit Q CFGK.

a) Man ermittle das Minimalpolynom von w iiber @ und gebe eine Vektorraum-Basis von K iiber

Q an.
b) Warum ist K C Q galoissch? Man berechne Gal(K|Q).

¢) Man berechne das Minimalpolynom von w iiber F'.
K3.18 [Herbst 1996] Man bestimme (bis auf Isomorphie) die Galoisgruppe des Polynoms
X*+ X3+ X2+ X +1
iiber @ .

K3.19 [Friihjahr 1997]

a) Essei ( eine primitive fiinfte Einheitswurzel und n = (+(!. Leiten Sie aus der Minimalgleichung
von ( iiber @ eine quadratische Gleichung von 7 iiber @ her. Beweisen Sie, daf v/5 in Q ()
enthalten ist.

b) Zeigen Sie, daf X® — 2 {iber @ (\/5) irreduzibel ist.

c) Es sei E der Zerfillungskdrper von X5 — 2 iiber @ (\/5) Bestimmen Sie den Grad [E :
Q(v5)].

d) Bestimmen Sie die Galoisgruppe G von E iiber Q (\/5) und alle Zwischenkoérper.

e) Ist E iiber @ normal?

27i

K3.20 [Friihjahr 2000] Sei & — e“5" .

a) Zeigen Sie, dass a = £ + ¢~ einer normierten quadratischen Gleichung mit Koeffizienten aus 7
geniigt.

b) Stellen Sie a~! als Polynom in a dar und zeigen Sie 0 < o < 1.

K3.21 [Herbst 2003] Beweisen Sie

o V5-—1

COS — —

) 4

Siebte Einheitswurzeln

K3.22 [Friihjahr 1976]  Sei £ eine primitive 7-te Einheitswurzel {iber @ .

a) Man gebe die Gruppe Aut(Q (£)|®) und ihre Operation auf Q (¢) explizit an (es geniigen dabei
kurze Begriindungen).

b) Man zeige, daf es genau eine Galoiserweiterung K O @ mit folgenden Eigenschaften gibt:
) KCQENR.

i) Awt(K|Q)~Z/3%Z.
¢) Man zeige, daff a := £ + £% ein primitives Element von K iiber @ ist.
d) Man bestimme das Minimalpolynom von a iiber @ .

K3.23 [Herbst 1998] Man gebe eine komplexe Zahl a an, fiir die Q («)|®Q eine Galoiserweiterung von Grad
3 ist.
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K3.24

K3.25

K3.26

K3.27

K3.28

K3.29

K3.30

K3.31

[Frithjahr 1991]  Sei ¢ € C eine primitive siebente Einheitswurzel.
a) Zeigen Sie, daR /—7 in Q(¢) liegt.

b) Berechnen Sie das Minimalpolynom von ¢ iiber K = Q (v-7).
c¢) Bestimmen Sie ein Polynom f € K[z] mit f({) = ¢7!.

[Herbst 1992] Es sei a eine primitive siebente Einheitswurzel. Dann ist ihr Minimalpolynom iiber
Q@Q bekanntlich gleich dem siebenten Kreisteilungspolynom

.Mm
o

f(X) =

7=0
Ferner ist Q (a)| Q eine galoissche Erweiterung. Mit G sei die zugehdorige Galoisgruppe bezeichnet.

a) Man beweise, daf ein o € G existiert mit o(a) = a®. Man berechne die Ordnung von o .

=)

Man beweise, daly G von o erzeugt wird.

Man beweise, dafl o3(z) = 2 ist fiir alle z € Q (a).

o

o

Man bestimme die Minimalpolynome von b := a + a® und von ¢ :=a + a® +a* iiber Q.

e

)
)
)
) Man beweise, dall @ (b) und Q(c) die einzigen echten Zwischenkorper der Erweiterung Q (a)| Q

sind.

[Friihjahr 1996]  Sei (7 eine primitive siebte Einheitswurzel und E := Q (7). Zeigen Sie:

a) Es gibt genau eine iber Q quadratische Teilerweiterung L in E.
b) Zeigen Sie: L= Q (v/-T).

[Frithjahr 1999]  Sei ¢ € C eine primitive 7-te Einheitswurzel. Man bestimme das Minimalpolynom
von ¢+ (24 ¢* iiber Q.

[Frithjahr 2002]  Sei £ € C eine primitive 7-te Einheitswurzel.
a) Man bestimme « bzw. 3 in Q(&) so, dass [Q(a): Q] =2 und [Q(B) : Q] = 3 ist.

b) Man bestimme jeweils das Minimalpolynom von « und von §.

Achte Einheitswurzeln
[Herbst 1973] Man beweise, dafs das achte Kreisteilungspolynom
zt 41

tiber Z/pZ fiir jede Primzahl p reduzibel ist.

Fir p=2,3,5 und 7 gebe man die Zerlegung in irreduzible Faktoren an.
[Friihjahr 1987]  Bestimmen Sie den Grad des Zerfillungskorpers des Polynoms X* + 4 iiber @ .

[Herbst 1988]
a) Bestimmen Sie den Zerfillungskorper K des Polynoms X* — 4 iiber @ .

b) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von K|Q .

c) Bestimmen Sie die verschiedenen Zwischenkorper von K| Q@ .
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K3.32 [Frithjahr 1991]  Sei f = 2% + 2* + 22 + 1 ein Polynom.
(a) Bestimmen Sie einen Zerféllungskorper von f iiber den rationalen Zahlen @ .
(b) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f iiber Q .

(c) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f iiber dem Primkorper IFs mit fiinf Elementen.

K3.33 [Herbst 2000]

a) Sei p # 2 eine Primzahl. Zeigen Sie, dass der Korper IF,» mit p? Elementen eine primitive 8-te
Einheitswurzel enthilt.

b) Zeigen Sie, dass das Polynom X* 4 1 {iber @ irreduzibel und iiber jedem endlichen Koérper
reduzibel ist.

Neunte Einheitswurzeln

K3.34 [Herbst 1987] Beweisen Sie, daf man einen Winkel von 120 Grad nicht mit Zirkel und Lineal dreiteilen
kann.
K3.35 [Herbst 2000] Sei n > 2 eine ganze Zahl und ¢ die Eulersche phi-Funktion.
a) Zeigen Sie, dass @ (cos 2T’r)| Q eine Galoiserweiterung vom Grad @ ist.
b) Bestimmen Sie das neunte Kreisteilungspolynom tiber @ .
27

c¢) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von cos 5 iiber @ .

Zwolfte Einheitswurzeln

K3.36 [Friihjahr 1972]

a) Man zerlege das Polynom
FX) = X% 4 2X5 4 2X* + X? 42X +2 € Q[X]

in irreduzible Faktoren.
b) Bestimme den Zerfallungskérper Z von f(X) iiber @ und den Grad von Z iiber @ .
c) Ist die Galoisgruppe von Z iiber Q zyklisch? (Begriindung!)

d) Man fasse jetzt f(X) als ein Polynom iiber IF3 = Z/(3) auf und bestimme seine Zerlegung in
irreduzible Faktoren iiber IF;.

e) Welchen Grad hat der Zerfillungskorper Z' des Polynoms {iber IF3 und wieviele Elemente besitzt
Z'?

f) Wieviele verschiedene Nullstellen hat das Polynom in Z'?
K3.37 [Friihjahr 1082]  Sei f:= X® +1.
a) Welchen Grad hat der Zerfallungskoérper K von f iiber Q ?

b) Man bestimme die Galoisgruppe der Erweiterung K/ ® und alle Zwischenkorper.
¢) Man finde ein ¢ € K mit K = Q({).
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K3.38

K3.39

K3.40

K3.41

K3.42

K3.43

[Herbst 1993]  Sei ¢ — e2™/12 gine primitive 12-te Einheitswurzel. Die Automorphismen des Kreis-

teilungskorpers Q (¢) sind durch die Zuordnungen
6r: ¢ C* | wo [k] prime Restklasse modulo 12, i.e. [k] € (Z/127)*

vollstéandig beschrieben, und die Zuordnung j : 0 +— k mod 12 liefert einen Isomorphismus der
Galoisgruppe G der Erweiterung Q (¢)|Q auf (Z/127)*.
a) Zeigen Sie: Die Galoisgruppe von Q (¢)|Q wird durch die Automorphismen §;, 5, d7 und &4

gebildet und ist isomorph zur Kleinschen Vierergruppe.

b) Man bestimme sémtliche Unterkdrper der Erweiterung Q(¢)|Q und schreibe sie als einfache
Erweiterungen von @ .

[Friihjahr 1998]
a) Driicken Sie die komplexen Nullstellen des Polynoms f = X* — X2 + 1 durch Werte der Expo-
nentialfunktion aus.

b) Zeigen Sie, dafs f iiber dem Korper @ der rationalen Zahlen irreduzibel ist.

c) Bestimmen Sie den Isomorphietyp der Galoisgruppe von f iiber @ .

Einzelne hohere Einheitswurzeln

[Herbst 1981]  Q; sei der 17te Kreisteilungskorper iiber @ . Geben Sie fiir zwei echte Zwischen-
kérper von Q,,| Q je ein primitives Element an.

[Friihjahr 1977]  Eine Gruppe (mit neutralem Element e) heift unzerlegbar, wenn sie nicht direktes
Produkt zweier Untergruppen H; und H, mit Hy # {e} und H, # {e} ist. Man beweise:

a) Ist n € IN, n > 2, Potenz einer Primzahl, so ist die Gruppe Z/nZ unzerlegbar.

b) Der Zerfillungskorper K des Polynoms
16
F(X) =) X' e QIX]
i—0

iiber @ besitzt keine echten Unterkérper L und M ,sodal LNM = @ gilt und K der kleinste
Unterkorper von K ist, der L und M enthélt.

[Frithjahr 1995]  Sei (23 primitive 23-te Einheitswurzel in C . Bestimmen Sie die Anzahl aller Zwi-
schenkérper K mit @ g K g Q (¢3) -

[Herbst 1979]  Diese Aufgabe dreht sich um die 245%®" Einheitswurzeln. Die Irreduzibilitit des Kreis-
teilungspolynoms ®o4 iiber Q soll nicht vorausgesetzt werden. Es sollen aber Behauptungen von
Teilaufgaben zur Bearbeitung spéterer Teile verwendet werden.

a) Man begriinde, daR a? = 1 (mod 24) gilt fiir jede zu 6 teilerfremde ganze Zahl a. Dann folgere
man, dafs die Einheitengruppe des Restklassenringes Z /247 isomorph zu Zy X Z2 x Zo ist. (Hier
bezeichnet Z, eine Gruppe der Ordnung 2.)

b) Essei k ein Korper mit von 2 und 3 verschiedener Charakteristik. Man beweise, daff das Polynom
F = X% — X* + 1 in einem Zerfillungskorper iiber k als Nullstellenmenge die Gesamtheit der
primitiven 245" Einheitswurzeln hat. (X? — X + 1 hat die primitiven sechsten Einheitswurzeln
als Nullstellen.)
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¢) Das Polynom F — X®—X*11 ist iiber jedem endlichen Primkdrper IF, Produkt von irreduziblen
Faktoren vom Grad < 2. (Man beachte beim Beweis die beiden Sonderfélle p =2 und p =3.)

d) (., sei eine primitive n-te Einheitswurzel iiber dem Korper Q der rationalen Zahlen. Man
zeige, dak Q@ ((24) mindestens vier Teilkorper vom Grad 2 hat und folgere die Irreduzibilitit von
X8 — X* 41 iiber @ sowie die Struktur der Galoisgruppe von Q ((a4) -

e) Man beweise Q((24) — Q (\/—1,\/—2, \/—3) und man gebe alle Teilkérper K von @ ((24) mit
dem Grad [K: Q] =2 an.

K3.44 [Friihjahr 1989]

i 2mi
5 5

a) Zeigen Sie, dall der Korper Q (e%i,e ,et ) galoissch iiber @ ist.

b) Ist seine Galoisgruppe abelsch?

K3.45 [Herbst 1981]  ( sei eine primitive 42-te Einheitswurzel. Wieviele Zwischenkorper gibt es zwischen
Q und Q(¢)? (mit Begriindung)

Einheitswurzeln von Primzahlordnung

K3.46 [Friihjahr 1976] Sei p eine Primzahl und ¢ € C eine primitive p-te Einheitswurzel. Man beweise:

Ist a € Q p-te Potenz eines Elementes von Q ({), so ist a schon p-te Potenz eines Elementes
von Q@ .

K3.47 [Friihjahr1978] @, sei der n-te Kreisteilungskorper iiber Q (Korper der rationalen Zahlen). Zeigen
Sie, daf die primitiven n-ten Einheitswurzeln eine Basis von @, |Q bilden, wenn n eine Primzahl
ist.

K3.48 [Friihjahr 1982]
a) Sei p eine Primzahl und ( eine primitive p-te Einheitswurzel. Was wissen Sie {iber die Struktur

der Galoisgruppe von Q (¢)|Q ?

b) Zeigen Sie: Es gibt eine Galois-Erweiterung von @ vom Grad 3.

K3.49 [Herbst 1984] Es sei p eine ungerade Primzahl und ( eine primitive p-te Einheitswurzel. Man
beweise, dafi @ (¢) genau einen quadratischen Teilkdrper K (d.h. K hat iber @ den Grad 2)
besitzt! Man beweise, daf K genau dann reell ist, wenn p =1 (mod 4) ist.

K3.50 [Friihjahr 1996] Sei p eine Primzahl, sei ( = (o eine primitive p-te Einheitswurzel iiber @ . Ist
s€{l,...,p—1} so,dak s ein Erzeuger von (Z/pZ)* ist,soist ¢ : ( — (° ein erzeugendes Element
der Galoisgruppe Gal(Q (¢)| Q) des p-ten Kreisteilungskorpers Q (¢) .
Zeigen Sie: Zu jedem Teiler d von p — 1 gibt es genau einen Zwischenkorper M von Q(¢)|Q mit
[M: Q]=m, wobei p—1=d-m,und es gilt M = Q(n;) mit

d—1
i =Y Citkm (0<i<m-—1),
k=0

wobei (; := ¢’ (() = Csj fiir 7 > 0 (i.e. jedes der Elemente n; hat die Eigenschaft, den Zwischenkorper
M zu erzeugen).
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K3.51 [Friihjahr 1997] Sei G = C, eine zyklische Gruppe, deren Ordnung ¢ eine Primzahlpotenz sei. Es
sei p eine Primzahl mit p =1 mod ¢, und K, = Q (e>™"/?) sei der p-te Kreisteilungskorper.

a) Konstruieren Sie einen surjektiven Gruppenhomomorphismus ¢ : H — G, wobei H = Cp_; die
zyklische Gruppe der Ordnung p — 1 sei.

b) Begriinden Sie kurz, warum H zur Galoisgruppe von K, iiber @ isomorph ist.
c) Warum gibt es einen Teilkorper von K, dessen Galoisgruppe iiber @ isomorph zu G ist?

d) Nennen Sie eine normale Erweiterung von @ mit der Galoisgruppe Cj iiber @ .

Erweiterungen von Q mit gegebener abelscher Gruppe
K3.52 [Friihjahr 1976] Man konstruiere eine Galoiserweiterung K O Q mit Aut(K|Q) ~ Z/5Z.

K3.53 [Friihjahr 1990]

a) Man gebe eine komplexe Zahl z an, so daf @ (z)|®Q eine galoissche Korpererweiterung mit einer
zyklischen Galoisgruppe der Ordnung 22 ist.

b) Man lose die gleiche Aufgabe fiir die zyklische Gruppe der Ordnung 11.

(Insbesondere soll wie in a) ein primitives Element angegeben werden.)

K3.54 [Herbst 2001]

a) Sei p eine Primzahl. Man gebe — mit entsprechendem Beweis — eine komplexe Zahl z an, so
dass Q(z) eine Galoiserweiterung iiber @ vom Grade p — 1 ist.

b) Man gebe — mit entsprechendem Beweis — eine komplexe Zahl z an, so dass Q (z) eine Galoi-

serweiterung vom Grade 500 {iber Q ist.

K3.55 [Friihjahr 1978]
a) Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einer Faktorgruppe der Gruppe

[Hz/e-1z |

wobei p alle Primzahlen durchliuft.

HinweEls: Man benutze den Dirichletschen Primzahlsatz: Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es unendliche
viele Primzahlen p mit p =1 mod n.

b) Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einer Faktorgruppe der Gruppe (Z/nZ)* der
teilerfremden Reste mod n, wenn n passend gewéhlt wird.

c) Zu jeder endlichen abelschen Gruppe A gibt es eine galoissche Erweiterung K| Q , deren Galois-
gruppe G(K|Q) zu A isomorph ist.
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Staatsexamensaufgaben zur Koérpertheorie

4. Galoistheorie

K4.1

K4.2

K4.3

Ka.4

K4.5

Vermischtes

[Herbst 1994]  Welche der folgenden Korpererweiterungen sind galoissch? Man begriinde das Ergebnis.

a) Q(V2)Q,

b) Q(\G/iv_3)|Qa
c) Q)| Q(#?), t iiber Q transzendent,
d) T, (t)|IF, (t*), p eine Primzahl, ¢ iiber IF, transzendent, IF, := Z/pZ.

[Frihjahr 1999]  Welche der folgenden Korpererweiterungen sind galoissch? Man begriinde das Er-
gebnis.

a) Q(V-3)[Q,
b) Q(X)|Q(X?),X iiber @ transzendent,
¢) Fy(X)|IF5(X?), X diber IFy transzendent.

[Frithjahr 1992]

a) Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom ungeraden Grades n > 1, das hochstens n — 1 reelle
Nullstellen besitzt. Zeigen Sie, daf die Ordnung der Galoisgruppe von f iiber Q durch 2n
teilbar ist.

b) Zeigen Sie, daR X°+2X +2 iiber @ irreduzibel ist und daf Q[X]/(X®+2X +2) keine galoissche

Erweiterung von @ ist.

[Herbst 1092] Essei f = apn X" +a, 1 X" ' 4...+a; X +ap € K[X] ein nichtkonstantes, separables
Polynom mit aga, # 0. Sei g = apX™ + a1 X" ' 4+ ... +a, 1X + a, das sogenannte ,reziproke’
Polynom zu f. Zeigen Sie:

f und g haben dieselbe Galoisgruppe iiber K .

Theoretische Grundlagen

[Herbst 1975]  Sei K|k eine galoissche Korpererweiterung mit der Galoisgruppe G. Sei f(z) € k[z]
ein iiber k irreduzibles, separables, normiertes Polynom und

f@) =T fi@)

die Zerlegung von f(z) in irreduzible normierte Faktoren iiber K . Zeige:
a) Die Gruppe G operiert auf der Menge {fi(z),..., fs(x)}.

b) Die Operation ist transitiv.

c) Die Gruppen G; = {0 € G; f7(z) = fi(z)} sind paarweise konjugiert in G.
d) Die Faktoren f;(z) € K[z] haben gleichen Grad.

)
)
)
e) Die Anzahl s ist ein Teiler des Grades [K : k].
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K4.6

K4.7

K4.8

K4.9

K4.10

K4.11

K4.12

K4.13

K4.14

[Herbst 1975]  Sei N normale Erweiterung des kommutativen Korpers K und f € K[X] irreduzibel.
Man zeige:

Je zwei in N[X] irreduzible Teiler von f haben gleichen Grad.

[Frithjahr 1976]  Sei GG eine beliebige endliche Gruppe.
a) Man zeige, dafs es Korpererweiterungen € D K D kD Q gibt, so dafs gilt:
i) K D k ist Galoiserweiterung.
i) Aut(Klk) ~G.
HINWEIS: Benutzt werden darf die Tatsache, daf es fiir jedes n € IN eine galoissche Erweiterung K| Q

gibt mit Aut(K|Q) = S, .

b) Man untersuche, ob die dabei entstehende Korpererweiterung k& O @ im allgemeinen eine Galoi-
serweiterung ist.

[Herbst 1999] Sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom vom Grad n mit den Wurzeln &, ...,&, .
Sei ¢ := H1<i<j<n(fi —¢;) ¢ K. Zeigen Sie, dass die Ordnung der Galoisgruppe von f iiber K eine
gerade Zahl ist.

[Friihjahr 2001]  Der Korper k£ habe Charakteristik p # 0; K sei der Zerfallungskorper eines Poly-
noms aus k[z]. Zeigen Sie, dass der separable Abschluss Kgep von k in K der Zerféllungskorper
eines separablen Polynoms aus k[z] ist.

Kubische Gleichungen

[Herbst 1979]  Bestimme die Galoissche Gruppe des Polynoms f = X? — X + 1 iiber den Korpern
FSa ]F7a Qa Q(V_Zs)

[Friihjahr 1984]  Geben Sie eine normale und eine nichtnormale Erweiterung dritten Grades von @
an.
[Frithjahr 2001]  Welches sind die Galoisgruppen der Polynome z3 — 3z + 3, 2% — 1, 2% — 3z + 1 iiber

Q7
[Friihjahr 1991]  Sei K («)|K eine separable Korpererweiterung, und das Minimalpolynom ¢ von «
iiber K habe den Grad n > 1. Zeigen Sie:

a) Die Gleichung z® = a besitzt genau dann eine Losung in K(a), wenn das Polynom f(z) =
g(z?) € K|z] vom Grad 3n reduzibel ist.

b) Die Grade der irreduziblen Faktoren von f sind Vielfache von n.

c) f besitzt genau dann eine mehrfache Nullstelle in einem Erweiterungskorper von K, wenn K
die Charakteristik 3 hat.

Biquadratische Gleichungen

[Friihjahr 1979] Es sei K ein (kommutativer) Kérper mit Charakteristik # 2 und f — 2* +a2? +b €
K|[z] irreduzibel. Man bestimme den Isomorphietyp der Galoisgruppe von f iiber K.

HiwwEIs: Man kann (muff aber nicht) die vier Fille, welche sich ergeben, je nachdem ob b oder
b(a® — 4b) Quadrat in K ist oder nicht, von vorneherein getrennt behandeln.
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K4.15 [Friihjahr 1998]  Betrachten Sie die Polynome
fo=X*4+4nX2+2

mit dem Parameter n € Z iiber dem Koérper @ der rationalen Zahlen.
a) Fiir welche n € Z ist f, irreduzibel?

b) Man zeige, dafs fiir den Isomorphietyp der Galoisgruppe von f, iiber @ nur zwei Gruppen
moglich sind.

¢) Man zeige: Genau dann ist Gal(f,| Q) zyklisch, wenn 2n? — 1 eine Quadratzahl ist.

K4.16 [Friihjahr 1984] Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom, dessen Grad > 1 ist und das eine Nullstelle
z € C vom Betrag 1 besitzt. Zeigen Sie:

a) 1 ist Nullstelle von f.

b) Fiir jede Nullstelle 2’ € € von f gilt 2’ # 0, und 2 ist eine von z’ verschiedene Nullstelle von
f-

HiNwEIS: Verwenden Sie einen geeigneten @ -Isomorphismus von @ (2) nach @ (2')!
c) f hat geradzahligen Grad.
d) Besitzt f den Grad 4, so hat der Zerfillungskorper von f iiber @ hochstens den Grad 8.

Ko6rperisomorphismen

K4.17 [Herbst 1979] Sei K|k eine separable endliche Korpererweiterung vom Grad n. Man beweise:

a) Sind o1,...,0,: K< k die n verschiedenen k-Homomorphismen von K in einen algebraischen
Abschluft k& von k, so gilt

tricp(a) = Zai(a) fiir alle o € K

i=1

b) Es gibt ein a € K mit trg,(a) # 0, anders ausgedriickt: Jedes Element aus k ist Spur eines
Elements aus K .

K4.18 [Herbst 1996] Sei K ein Korper, sei G eine Gruppe von Automorphismen von K und k = K¢ ihr
Fixkorper. Man beweise: Ein Element o € K ist algebraisch {iber k£ genau dann, wenn die Menge
{o(a); o € G} endlich ist.

K4.19 [Friihjahr 1990] K sei ein Korper der Charakteristik 2, die Polynome f; = 22 —a; und fo =
2?2 —x — ap, mit a;,ay € K, seien iiber K irreduzibel, L; bzw. Ly seien Zerfillungskdrper von f;
bzw. fo. Kann es einen K -Isomorphismus von Lo auf L; geben?

Begriinden Sie IThre Antwort.

K4.20 [Friihjahr 2001] K |Q sei eine endliche Korpererweiterung vom Grad n. Zeigen Sie, dass es genau
n verschiedene Kérpermonomorphismen von K nach C gibt und dass die Anzahl s derjenigen mit
nicht-reellem Bild gerade ist. Mit n = r + s weisen Sie r = 0 oder s = 0 fiir den Fall nach, dass
K|Q galoissch ist, und geben Sie Beispiele fiir beide Fille.

K4.21 [Herbst 2003] Sei K ein Teilkorper von C , der iber @ von endlichem Grad n ist. Zeigen Sie: Ist
n ungerade und K normal iiber Q , so gilt K CIR.
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Elementar-abelsche 2-Gruppen

K4.22 [Friihjahr 1981]
a) Zeige: Q(vV2+v5) = Q(V2, V5). Bestimme den Grad von /2 ++/5 iiber Q.
b) Zeige: Q(v/2,v/5) ist galoissch itber @ und bestimme die Galoisgruppe.

K4.23 [Herbst 1983] Sei @ der Korper der rationalen Zahlen und i die komplexe Zahl /—1.
8) Zeige, daf Q(v2) C Q(v2+1i) und Qi) C Q(V2+1).

b) Beweise Q(v2,i) = Q(V2+1i).

¢) Finde eine Basis von @ (v/2 + i) iiber Q(v/2), iiber Q (i) und iiber @ .

d) Bestimme das Minimalpolynom von /2 +i iiber @ (v/2), iiber @ (i) und iiber @ .
e) Bestimme die Galois-Gruppe von Q (/2 + i) iiber @ .

K4.24 [Herbst 1984] Essei K := Q (v/2,V/3,V5).

a) Bestimmen Sie [K : Q]!

b) Zeigen Sie, dal K|Q eine Galoiserweiterung ist!

c) Wieviele verschiedene Zwischenkorper besitzt K|Q und wieviele davon sind iiber Q galoissch?
K4.25 [Herbst 1985] K sei der Erweiterungskérper von @ , der aus Q durch Adjunktion aller Nullstellen in

C aller Polynome X2+aX +b (a,b € Q) hervorgeht. Ferner sei M die Menge aller Quadratwurzeln
\/P, wobei p = —1 oder p eine Primzahl ist. Zeigen Sie:

a) K=Q(M).
b) Fiir jeden Automorphismus ¢ von K|Q gilt o2 =id.

c) Ist Z ein Zwischenkorper von K|Q mit [Z: Q] < oo, so gibt es Elemente /p1,...,\/pn in M
mit Z C Q [\/p_l,...,,/pn].
d) Jedes solche Z ist {iber Q galoissch und [Z : @] ist eine Potenz von 2.

K4.26 [Frithjahr 1989]  Zeigen Sie, daf fiir das Polynom f(X) = X* — 16X?2 + 4 gilt:
a) Es ist iiber Q irreduzibel.

b) Es ist iiber Q(v3), Q(v/5) und Q(v/15) reduzibel, aber iiber keiner anderen quadratischen
Erweiterung von @ .

c) Es ist {iber jedem endlichen Korper reduzibel.

d) Es hat die Wurzeln +v/3 + /5.

K4.27 [Friihjahr 1991]

a) Man zeige, dak @, Q (v/2), Q(v/3) und Q(+/6) die einzigen echten Unterkdrper von
Q (v/2,v/3) sind.

b) Man berechne das Minimalpolynom von /2 + /3 iiber @ und iiber Q (v/2).
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K4.28 [Friihjahr 1993] Sei K|Q die Korpererweiterung, die aus @ durch Adjunktion aller komplexen
Nullstellen aller Polynome X2 + aX + b mit a,b € Q hervorgeht. Ferner sei M die Menge der
Quadratwurzeln /p, wobei p = —1 oder p eine Primzahl ist. Zeigen Sie:

a) K=Q(M).
b) Fiir jeden Zwischenkérper Z von K|Q mit [Z : Q] < oo gibt es Elemente /p1,...,\/pn € M
mit Z C Q(\/p_l,...,,/pn).

c) Jede solche Erweiterung Z|Q ist galoissch und ihre Galoisgruppe Gal(Z|Q) ist isomorph zu
einem Produkt Z/2Z X Z /27 % ... X 7|27

K4.29 [Herbst 1993] Bestimmen Sie alle Unterkorper von L := Q (\/5, V5, ﬁ), und geben Sie deren
Korpergrad iiber @ an.

K4.30 [Friihjahr 1995]  Sei M := Q(v/2,v6,4) (wobei i> = —1).
a) Berechnen Sie den Koérpergrad [M : Q].

b) Zeigen Sie, daf @ C M Galoiserweiterung ist und berechnen Sie Aut(M|Q).

K4.31 [Herbst 1999]

a) Sei K ein Erweiterungskorper von @ mit [K : Q] — 2. Zeigen Sie, dass es genau eine quadrat-
freie Zahl m € Z gibt, so dass K ~ Q[v/m] ist. (m € Z heift quadratfrei, wenn m ¢ {0,1} und
wenn m nicht durch das Quadrat einer Primzahl teilbar ist.)

b) Sei a :=+/7++/6. Man berechne das Minimalpolynom von « iiber @ , den zugehorigen Zerfil-
lungskorper und seine Galoisgruppe.

K4.32 [Friihjahr 2000] Beweisen Sie folgende Aussagen:
a) Die Korper Q (v/d), wobei d die quadratfreien ganzen Zahlen ungleich 1 durchlaufe, sind genau

alle quadratischen Erweiterungskorper von @ .

b) Sind dy,...,d, paarweise teilerfremde, quadratfreie ganze Zahlen ungleich 1, so ist
Q(Vdi,...,\/d,) eine iiber @ galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe (Z/2Z)™.

c) Die Quadratwurzeln von endlich vielen paarweise verschiedenen Primzahlen sind linear unabhén-
gig iiber Q.

Zyklische Galoisgruppen

K4.33 [Friihjahr 1984]

a) Zeigen Sie, dak die Abbildung f: z — 1;—196 auf R\ {0, —1} eine fixpunktfreie Permutation der

Ordnung 3 ist!

b) Zeigen Sie: Genau dann ist mit y auch f(y) eine Nullstelle von X? + aX? + bX + ¢ € Z[X],
wenn ¢ =—1 und b =a — 3 ist.

c) Zeigen Sie, daf P := X2 + aX? + (a — 3)X — 1 fiir jedes a € Z irreduzibel iiber @ ist und
bestimmen Sie die Galoisgruppe von P iiber Q!
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K4.34 [Herbst 1988]

K4.35

K4.36

K4.37

K4.38

a) Zeigen Sie: Die Substitution
1+

1—2z

Y T

ist eine Permutation der Ordnung 4 auf R\ { —1,0,1}, deren Quadrat keine Fixpunkte hat.
b) Bestimmen Sie k(z) = z + p(x) + ¢*(z) + p>(x).
c¢) Beweisen Sie: Ist a eine Nullstelle von 2! — kz3 — 62 + kx + 1, so auch ¢(a).

d) Sei k eine ganze Zahl.
Zeigen Sie: x* — kx® — 622 + kz + 1 hat keine rationalen Nullstellen und ist fiir & ¢ { — 3,0,3}
irreduzibel iiber @ .

e) Sei k eine ganze Zahl und Ry, = Q[z]/(z* — k2® — 622 + kz + 1) Q[z].

Beweisen Sie: Fiir k£ ¢ { —3,0,3} ist Ry eine normale Erweiterung von @Q .

[Herbst 1994] Sei L der Zerfillungskorper des Polynoms f(X) = X* — 2 iiber dem Korper K =
Q (i), i> = —1. Man bestimme die Galoisgruppe Gal(L|K) der Erweiterung L|K und die Zwischen-
kérper von L|K .

[Herbst 1995]  Sei f:= X*—2¢€ Q[X] und L der Zerfillungskorper von f. Man zeige:
2) L— Qi 3.

b) [L:Q]=8.

¢) L= Qli+ 2.

d) Aut(L|Q[i]) ist zyklisch; das erzeugende Element o ist bestimmt durch /2~ iv/2.
e) Man bestimme die Automorphismengruppe Aut(L|Q[v/2]).

[Herbst 1990] In dieser Aufgabe ist der Grundkérper K = Q(i). Es sei f(X) = X® — 2, a eine
Nullstelle von f(X) und L := K(a).

Man beweise die folgenden Aussagen a) bis e).
f(X) ist iiber K irreduzibel.
b) L enthilt die achten Einheitswurzeln.

a)

)

c) L ist Zerfallungskorper von f(X) iiber K.

d) Es gibt genau einen Automorphismus ¢ von L|K mit o(a) = (1 +i)a?
)

e) Die Galoisgruppe von L|K ist zyklisch und wird von dem Automorphismus o in Teil d) der
Aufgabe erzeugt.

f) Man bestimme alle Zwischenkdrper von L|K .

[Herbst 1995]

a) Zeigen Sie, daR f = X® — 2 iiber Q (i) irreduzibel ist.

b) Bestimmen Sie den Zerféllungskorper L von f iiber @ (i) und berechnen Sie den Grad [L: @ (7)].
c) Beweisen Sie, dak die Galoisgruppe von L|Q (i) zyklisch ist.
d) Bestimmen Sie alle Zwischenkérper von L|Q (7).

)

e) Bestimmen Sie den Grad des Zerfallungskorpers von f iiber dem Grundkorper Z/17Z.
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K4.39 [Friihjahr 1976] Man beweise:
a) Sind K, L,k Unterkorper eines Korpers, gilt LN K =k, und ist die Korpererweiterung K von

k normal, so ist das Minimalpolynom iiber k eines Elementes von K irreduzibel iiber L.

b) Eine Galoiserweiterung K von ® mit zyklischer Galoisgruppe der Ordnung 4 enthélt nicht /—1.
HinwErs: Man fasse K als Unterkérper von € auf und beachte IR.C C .

K4.40 [Friihjahr 1978]  Eine galoissche Erweiterung K|Q mit zyklischer Galoisgruppe der Ordnung 4 kann
nicht +/—1 enthalten.

Hinwers: Man ziehe den Koérper IR der reellen Zahlen heran.

K4.41 [Friihjahr 1993]  Es gibt keine galoissche Erweiterung K|Q mit zyklischer Galoisgruppe der Ordnung
4, welche ¢ = v/—1 enthilt.

Hinwels: Fassen Sie K als Teilkérper von C auf!

K4.42 [Friihjahr 1977]  Zeigen Sie:
a) Sei G eine endliche Gruppe, die genau eine grofite echte Untergruppe U besitzt (d.h. U enthélt
alle echten Untergruppen von G). Dann ist G abelsch.

b) Sei K|k eine endliche galoissche Korpererweiterung. Es besitze die Menge {L; k C L C K} der
Zwischenkorper # k ein kleinstes Element. Dann ist jeder Zwischenkorper L galoissch iiber k.

Artin-Schreier-Gleichungen

K4.43 [Herbst 1991]  Fiir eine endliche Korpererweiterung K |k bezeichne trg | : K — k die Spurabbildung.
Man beweise mit den Mitteln der linearen Algebra:

Ist K|k eine endliche zyklische Erweiterung und o ein erzeugendes Element der Galoisgruppe G von
K|k, so sind fiir ein Element « € K die folgenden Bedingungen &quivalent:

i) trrp(e) =0
ii) a=o(B) — B mit einem g€ K.

K4.44 [Herbst 1991] Essei k ein Korper der Primzahlcharakteristik p und K|k eine galoissche Erweiterung
vom Grad p. Man beweise, daft K Zerfallungskorper eines irreduziblen Polynoms der Form XP—X —q
iiber k ist.

HINWEIS: Benutze vorige Aufgabe und trg/(1) = 0.

K4.45 [Friihjahr 1972] Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0 und f := X? — X — a ein irreduzibles
Element des Polynomringes iiber K in der Unbestimmten X . Ferner sei x eine Wurzel von f in
einer algebraischen Abschlieflung von K .

a) Man zeige: Der durch Adjunktion von z an K entstehende Korper K(z) ist normal.

b) Man zerlege f in (K(z))[X] in Faktoren ersten Grades.

K4.46 [Friihjahr 1976] Sei k ein Korper der Charakteristik p # 0 und K der Zerfallungskorper des Poly-
noms f = X?—X —a € k[X] iiber k. Man beweise:

a) Ist z € K eine Nullstelle von f, so auch = + 1.
b) K ist eine Galoiserweiterung von k.

c) Wenn f in k[X] nicht in Linearfaktoren zerfillt, ist die Galoisgruppe von f iiber k eine zyklische
Gruppe der Ordnung p.
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K4.47 [Friihjahr 1976] Es sei p eine Primzahl, K ein kommutativer Kérper der Charakteristik p und
f:=aP —x — a ein Polynom aus dem Polynomring KJz].
a) Zeigen Sie: Die Differenz verschiedener Losungen von f in einem geeigneten Erweiterungskorper

von K liegt im Primkoérper von K .

b) Zeigen Sie: Ist f irreduzibel in K[z], so ist der Restklassenring L := K[z]/(f) von K|[z] nach
dem von f erzeugten Ideal (f) der Zerfillungskorper von f .

c) Geben Sie die Galois-Gruppe der Korpererweiterung L {iber K an, wenn f irreduzibel ist.

d) Zeigen Sie: f ist genau dann irreduzibel in K[z], wenn in K keine Nullstelle von f liegt.
(Beachte Teil a)!)

K4.48 [Herbst 1993] Sei f € K[X] ein normiertes irreduzibles Polynom iiber einem Koérper K, sei a eine
Nullstelle von f in einem Erweiterungskorper von K und es gelte f(a + 1) = 0. Man zeige:

a) Der Korper K hat positive Charakteristik.

Ist char(K) = p eine Primzahl und gilt zudem o? —a € K, so zeige man:

b) f stimmt mit dem Polynom X? — X — aP + « {iberein.

c) Die Erweiterung K («a)|K hat eine zyklische Galoisgruppe der Ordnung p.

Kummertheorie

K4.49 [Herbst 1976] Sei k ein beliebiger Korper und K eine Galois-Erweiterung von k£ mit Galois-Gruppe
G . Man beweise:

a) Zu jedem Charakter (= Homomorphismus) x : G — K* gibt es ein € K mit

a:= Y X(®)p(x) #0

oEG

ANLEITUNG: Man zeige, daf endlich viele paarweise verschiedene Automorphismen von K linear un-
abhéngig iiber K sind.

b) Eine Abbildung x : G — k* ist genau dann ein Charakter, wenn es ein a € K> gibt mit

a .
X(zp):w fiir jedes ¥ € G
¢) Zu a,b € K* mit
4 b e e
o o) o °

gibt es ein ¢ € k mit b = ca.

K4.50 [Herbst 1982] K sei ein Korper der Charakteristik p > 0, der eine primitive n-te Einheitswurzel
enthélt. Sei p kein Teiler von n und L der Zerfallungskérper des Polynoms

(X" —a)(X" —az)-...- (X" —a,) mit e, e K (1=1,...,7)

Beweisen Sie:
a) L|K ist Galoiserweiterung.
b) Die Galoisgruppe G von L|K ist abelsch.

c) Die Ordnung jedes Elements von G ist ein Teiler von n.
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K4.51 [Friihjahr 1995] Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung und p eine Primzahl. Es gebe ein a € L
mit o? € K und o" ¢ K fiir 1 <n < p. Zeigen Sie: L enthélt eine primitive p-te Einheitswurzel.

K4.52 [Friihjahr 1985]  Seien K ein Korper der Charakteristik 0, n € IN und ¢ € K eine primitive n-te
Einheitswurzel und a € K, so dafy X™ — a irreduzibel iiber K ist. Sei M ein Zerfallungskorper von
X" —a und a € M mit a” = a. Beweise:

a) Esist M = K(a) und M ist Galoiserweiterung von K vom Grad n.
b) Seien k,h € IN mit n = k- h. Dann gibt es genau einen Zwischenkorper L, also K C L C M,
mit [L : K| =k, nimlich L = K(a").

K4.53 [Friihjahr 1994] Es sei K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel enthilt. Aufierdem
sei char K = p, p # 0, also ist p kein Teiler von n. Es sei L ein Zerfallungskérper des Polynoms
f= (2" —a1)(z™ —az) € K[z]. Zeigen Sie:

a) L|K ist eine Galois-Erweiterung.

b) Die Galois-Gruppe G = Gal(L|K) ist abelsch.

c¢) Die Ordnung jedes Elements von G teilt n.

K4.54 [Herbst 1994] Sei K ein Korper. Zeigen Sie: Ist n eine positive ganze Zahl, die kein Vielfaches der
Charakteristik von K ist, und enthilt K die n-ten Einheitswurzeln, so ist jede Koérpererweiterung
L der Form K(%/a),a € K, von K eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe Gal(L|K).
Die Ordnung von Gal(L|K) ist ein Teiler von n.

K4.55 [Friihjahr 1996]  Seien k,/,n natiirliche Zahlen mit n = k. Sei K ein Korper der Charakteristik 0,
der eine primitive n-te Einheitswurzel enthélt. Sei f = X" — @ ein irreduzibles Polynom aus K[X]
und L sein Zerfallungskorper iber K. Sei z € L eine Nullstelle von f. Man zeige:

a) Esist L = K(z).
b) Es gibt genau einen Zwischenkorper Z von L|K mit [Z: K| =k.
¢) Esist Z = K(2%).

Abelsche Galoisgruppen

K4.56 [Frithjahr 1980] Man bestimme den Zerfillungskérper K C € des Polynoms f(z) = z* — 322 +4 €
Q[z]. Man zeige, dak die Galoisgruppe von K|Q die Kleinsche Vierergruppe ist und ermittle alle
Teilkorper von K .

K4.57 [Herbst 1994] Bestimmen Sie den Zerfillungskérper K und die Galoisgruppe G von
ot — 4”1
iiber Q . Welche Unterkorper hat K ?

K4.58 [Herbst 1996] Bestimmen Sie den Isomorphietyp der Galoisgruppe des Polynoms z* — 1322 + 1 i{iber
dem Korper der rationalen Zahlen.

K4.59 [Herbst 1995] Man beweise: Ist das Polynom f := X*+aX2+1 mit a € Z irreduzibel iiber @ , dann
hat der Zerfallungskoérper von f {iber @ den Grad 4 und seine Galoisgruppe ist die nichtzyklische
Gruppe der Ordnung 4.



4. Galoistheorie 115

K4.60 [Herbst 1979] Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

a) Ist das Polynom f := 2*+ax?+1 mit a € Z irreduzibel iiber @ , dann hat der Zerfillungskérper
von f iiber @ den Grad 4.

b) Das Polynom f ist genau dann {iber @ irreduzibel, wenn 2 —a ¢ Z und /-2—a ¢ Z.

c) Ist das Polynom f irreduzibel iiber @ , dann ist seine Galoisgruppe tiber @ die nichtzyklische
Gruppe der Ordnung 4.

Seien weiterhin K stets ein endlicher Kérper und
K ={peK;INEK: X\ =u}
d) Hat der Kérper K die Charakteristik 2, dann ist K = K?2. Hat der Kérper K nicht die

Charakteristik 2, dann gilt:
2|K? = |K| +1
(Ohne Beweis sind Kenntnisse iiber die multiplikative Gruppe endlicher Kérper und iiber Potenz-
endomorphismen abelscher Gruppen verwendbar.)
e) Fiir \,up € K\K? gilt: \p€ K2.
f) Das Polynom g := 2* + az® + 1 mit a € K ist stets reduzibel iiber K. (Verwenden Sie d), e)

und den Beweis von b).)

g) Hat das Polynom g keine Nullstelle in K , so ist seine Galoisgruppe iiber K die zyklische Gruppe
der Ordnung 2.

K4.61 [Friihjahr 1995]  Sei v = /5 + 2/5.
a) Man bestimme das Minimalpolynom von « iiber @ .
b) Zeigen Sie: Q(a)|Q ist galoissch.
c) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von Q (a)|Q .

K4.62 [Herbst 2000] Sei a € C eine Losung der Gleichung
at +2a® +5a% +4a+1=0

a) Seien 3 :=2a® +3a% +9a+4 und v := a — 3. Zeigen Sie, dass 3 das Minimalpolynom X?Z + 1
und v das Minimalpolynom X2 4 X + 1 iiber @ hat.

b) Zeigen Sie, daff @ («) iiber @ galoissch ist, und bestimmen Sie die Galoisgruppe.

K4.63 [Friihjahr 1985] Es sei K ein Korper, char K = 0, f € K[X] ein irreduzibles Polynom und L ein
Zerfallungskérper von f iiber K.

a) Man zeige: Ist die Galois-Gruppe Gal(L|K) abelsch und ist n € L eine beliebige Nullstelle von
f, dann gilt L = K(n).
HINWEISs: Man beachte, daf alle Untergruppen von Gal(L|K) Normalteiler sind.

b) Ist die unter a) gemachte Aussage fiir K — @ auch ohne die Voraussetzung iiber die Galois-
Gruppe richtig? Ist dies nicht der Fall, dann belege man dies durch ein Beispiel. Begriinden Sie
Thre Antworten!

c) Essel Q := {+1,+i,+j,+k} die gewShnliche Quaternionengruppe (i-j =k = —j-i, j-k =
i=—k-j, k-i=k=—i-kund i® = ;%2 =k* = —1).
Ist f € Q[X] ein irreduzibles Polynom, L der Zerfallungskorper von f und Gal(L| Q) = @, gilt
dann auch L = K(n) fir jede Nullstelle n € L von f7?
Begriinden Sie Thre Antwort)!
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K4.64

K4.65

K4.66

K4.67

K4.68

[Friihjahr 1994]  Sei k ein Korper und f(t) € k[t] ein irreduzibles, separables Polynom iiber k mit
abelscher Galoisgruppe G . Zeigen Sie, dafs die Ordnung von G gleich dem Grad von f ist.

[Frithjahr 1977]  Betrachte das folgende Polynom
f(X)=X"+9X? + X? — 10X + 10

a

b

Man zerlege f iiber dem Korper @ der rationalen Zahlen in irreduzible Faktoren.
Man bestimme die Galoisgruppe von f iiber Q@ .
¢

d

Man zerlege f iiber dem Koérper IF7 mit 7 Elementen in irreduzible Faktoren.

)
)
)
) Man bestimme die Galoisgruppe von f iiber IF;.

S; als Galoisgruppe

[Friihjahr 1998]  Sei k ein Korper und L = k(X;, X2) der Korper der rationalen Funktionen in den
Variablen Xl, X2 . Fur

X3 := —(X1 +X2) R Q =X XoX3 , P:=X1 X+ XoX3+ X3X4

in L setze man K = k(P,Q) C L. Zeigen Sie: Die Korpererweiterung L|K ist eine Galoiserweiterung
mit Galoisgruppe Ss.

[Herbst 1979]

a) Man gebe alle Untergruppen der symmetrischen Gruppe &3 an.
b) Man zeige, daf das Polynom
fX):=X? 47X +7
in Q[X] irreduzibel ist ( @ bezeichnet der Korper der rationalen Zahlen).

¢) Man zeige, daR f(X) = X3 + 7X + 7 genau eine reelle Nullstelle besitzt; diese reelle Nullstelle
sei mit o bezeichnet. Man gebe den Grad [Q (a) : Q] an. Zerfillt X3+ 7X + 7 iiber Q(a) in
Linearfaktoren? Ist die Korpererweiterung Q (o) D Q galoissch?

d) Essei L D Q ein Zerfillungskorper von X2+ 7X +7. Man gebe [L : Q] an. Ist die Galoisgruppe
von X3+ 7X + 7€ Q[X] abelsch?

Herbst 1978]  Sei M der Zerfillungskdrper von 2% — 5 iiber dem Kérper @ der rationalen Zahlen.
g

a) Man bestimme [M : @], die Dimension von M iiber @ .
b) Man bestimme die Ordnung der Galoisgruppe G von M {iiber @ .
¢) Man bestimme alle Kérper F' mit @ C FF C M.
d) Man bestimme alle Untergruppen von G'.
)

e) Man beschreibe die Beziehung zwischen c) und d).

K4.69 [Frithjahr 1979] Es sei S ein Zerfillungskorper von z3 — 2 iiber Q .

a) Man beweise, daf S iiber Q den Grad 6 hat.
b) Man begriinde, weshalb S {iber @ galoissch ist.
c) Man bestimme die Galoisgruppe Gal(S|Q) von S iiber @ bis auf Isomorphie.
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K4.70 [Frithjahr 1982] Sei f:— X? +2X +2¢€ Q[X].
a) Man zeige, dafs f irreduzibel ist.

b) Man zeige, daff f genau eine reelle Nullstelle a besitzt und gebe den Grad [Q(a) : Q] an. Ist
Q (a)| Q eine Galois-Erweiterung?

¢) Man stelle a! als Linearkombination von 1,a,a® dar.
d) Man bestimme die Galoisgruppe von f.
K4.71 [Friihjahr 1086]  Sei f:—1+ X + X + X2 € Q[X]. Zeigen Sie:
a) f ist irreduzibel iiber @ .
b) f hat genau eine reelle Nullstelle.

c) Ist K ein Zerfallungskorper von f, so gilt

Gal(K|Q) ~ S,

K4.72 [Friihjahr 1988]

a) Zerlege das {iber @ irreduzible Polynom f(t) = t3—7 aus Q[¢t] iiber dem Kérper K = Q[t]/(f)
in irreduzible Faktoren.

b) Bestimme den Zerfallungskorper L von f iiber @ . Welchen Grad hat die Korpererweiterung
LQ-?

c) Finde ein a € L mit der Eigenschaft L = Q ().

d) Zeige, dak die Galoisgruppe von L iiber @ isomorph zur symmetrischen Gruppe Ss3 ist.

e) Bestimme alle Zwischenkorper der Erweiterung L iiber Q .

K4.73 [Friihjahr 1992]

a) Sei a eine Nullstelle des iiber @ irreduziblen Polynoms f(t) = t3 — 2. Zerlegen Sie f(t) iiber
dem Korper @ (a) in irreduzible Faktoren.

b) Geben Sie den Zerfallungskorper L von f iiber @ an. Welchen Grad hat die Kérpererweiterung
L| Q ? Bestimmen Sie die Galoisgruppe.

K4.74 [Frithjahr 1993] Es seien p eine Primzahl, a eine Nullstelle von f(X) = X2 + p? und E der
Zerfallungskorper von f in C .

a) Begriinden Sie, warum E # Q () ist.
b) Welchen Grad und welche Galoisgruppe hat E iiber Q ?
c) Geben Sie fiir jeden Koérper L # E mit L C E ein primitives Element an!
K4.75 [Herbst 1990] Sei Q[X,Y] der Polynomring in Unbestimmten X,Y, sei I das von X? — 2 und
X2+ XY +Y? in Q[X,Y] erzeugte Ideal I.

a) Zeigen Sie, daff Q[X,Y]/I =: K ein Zerfillungskorper von X2 — 2 iiber @ ist, und geben Sie
die Galoisgruppe von K iiber Q an.

b) Zeigen Sie, daf man einen Isomorphismus
Q(Z]/(Z° +108) = K

durch Z — X + 2Y hat.
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K4.76 [Frithjahr 2003] Sei z eine komplexe Zahl mit 2% + 675 = 0. Zeigen Sie:
a) Esist V-3¢ Q(x).
b) Der Korper Q (z) ist eine normale Erweiterung von @ .
c¢) Das Polynom X6 + 675 hat eine zu S3 isomorphe Galoisgruppe iiber @ .

K4.77 [Herbst 1984]  Zeigen Sie: Die Galoisgruppe des Polynoms % + 3 iiber @ ist isomorph zur symme-
trischen Gruppe Ss.

D, als Galoisgruppe
K4.78 [Herbst 1985] Das Polynom f — z* + 2 soll iiber dem Kérper @ der rationalen Zahlen und iiber
IF; , dem Korper mit 5 Elementen, untersucht werden.

a) Zeigen Sie, dafs die Diedergruppe D4 der Ordnung 8 isomorph zur 2-Sylowgruppe der symmetri-
schen Gruppe Sy ist!

b) Zeigen Sie, daf die Galoisgruppe von f iiber Q isomorph zu D, ist!
c) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f iiber IFj5!

K4.79 [Herbst 1974] Essei N der Zerfillungskorper von z* —3 iiber dem Korper @ der rationalen Zahlen
und es sei r:{l/g, relR, r>0.

a) Man berechne die Ordnung der Galoisgruppe von N {iber @ und gebe eine Vektorraumbasis des
Vektorraumes N iiber Q an.

b) Man zeige, daf die @ -Automorphismen §,0 von N mit
o(r)y=ir , 6(i)=1 und olry=r , o(i)=-1

die Galoisgruppe von N iiber @ erzeugen.

c) Man gebe die Elemente der Galoisgruppe von N iiber @ an, die die Galoisgruppe von N {iiber
Q (r(1+14)) bzw. die Galoisgruppe von N iiber Q (r(1 —i)) erzeugen.

d) Man wihle fiinf beliebige aber verschiedene Untergruppen Uy, ...,Us der Galoisgruppe von N
iber @ und gebe die Zwischenkérper Lq,...,Ls zwischen N und @ an, so daf U; die Galois-
gruppe von N iiber L; ist fiir alle i = 1,...,5.

K4.80 [Herbst 1981] Bestimmen Sie die Galoisgruppen des Polynoms g — z* —3 iiber @ und iiber GF(5),
dem Koérper mit 5 Elementen.

K4.81 [Herbst 1989]  Sei das Polynom f — z* — 3 gegeben.
a) Geben Sie eine Zerlegung von f iiber dem Korper K = Q[z]/(f) in irreduzible Polynome an.

b) Bestimmen Sie den Zerfillungskoérper von f iiber @ und seinen Grad {iber Q .

c) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f iiber @ und iiber IF;.

K4.82 [Frithjahr 1992] Es sei E der Zerfillungskorper des Polynoms X* — 3 iiber @ . Zeigen Sie:
a) Der Grad von E iiber @ ist 8.

b) Die Galoisgruppe von E iiber @ ist nicht abelsch.
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K4.83 [Herbst 1988]
a) Bestimme die Galoisgruppe von X* —3 € Q[X] iiber Q .

b) Bestimme die Galoisgruppe von X* + 4 € Q[X] iiber Q(i).
K4.84 [Herbst 1993] Im Polynomring Q[X] sei f das Polynom

f(X):=X*+3

a) Man zeige: f ist irreduzibel.

b) Man bestimme den Zerfallungskérper K von f als Unterkorper des Korpers der komplexen Zahlen
C , bestimme seinen Grad und gebe eine Basis von K iiber @ an.

c) Man skizziere die Wurzeln (i, (2,(3,(4 € C des Polynoms f in der komplexen Ebene und zeige:
Die Galois-Gruppe Gal(K| Q) induziert genau diejenigen Permutationen o von {(,...,(4}, fir
die

|(7(<V) - U(Cu)| = |Cu - <u|
fir alle v,u € {1,2,3,4} gilt.
d) Man bestimme eine Kompositionsreihe von Gal(K| Q) und die zugehorige Folge von Unterkorpern

von K.

K4.85 [Herbst 1090] Bestimmen Sie die Galois-Gruppen des Polynoms X*—5 iiber den Korpern @, Q (v/5)
und Q (7).

K4.86 [Friihjahr 1986]
a) Bestimmen Sie den Zerfillungskérper K von p(X) = X* +2X?2 —6 iiber Q.

b) Zeigen Sie, daf die Galoisgruppe G von K|Q eine Diedergruppe ist. (G kann als Permutati-
onsgruppe auf den Wurzeln von p(X) aufgefafst werden.)

c) Ermitteln Sie alle Zwischenkorper Z von K|Q mit [Z: Q] = 2.

K4.87 [Herbst 1987] Sei L ein Zerfillungskdrper des Polynoms X* —2X?2 + 5 iiber Q . Ferner sei G die
Galoisgruppe von L|Q .

a) Bestimmen Sie [L: @].

b) Schreiben Sie L in der Form L = @ (i,a,b), und beschreiben Sie die Elemente von G durch ihre
Wirkung auf i,a,b.

c) Ist G abelsch? Geben Sie ein Element maximaler Ordnung von G an.
d) Geben Sie ein primitives Element von L|Q an.

K4.88 [Frithjahr 2002] Bestimmen Sie die Galoisgruppe iiber @ des Zerfillungskorpers von ¢(X) = X* +
6X2+2 € Z|X].

K4.89 [Friihjahr 1999]  Sei f(X)—=1-— );—,2 + )i—;l € Q[X]. Sei K der Zerfallungskorper von f iiber @ .
a) Man beweise, dass der Erweiterungsgrad [K : Q] = 8 ist.

b) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe Gal(K|Q).
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K4.90 [Friihjahr 1975]  Gegeben sei das Polynom
f(x) =2t — 823 + 2222 — 242 + 10 € Q|z]
und es sei @ € C eine Nullstelle von f(z).
a) Man weise nach, daf f(z) iber @ irreduzibel ist, und bestitige: f(z) = f(4 —z).

b) Man zeige: Es existiert genau ein Automorphismus
¢: Q@)= Qa) mit  pla) =4-a
c) Man gebe den Fixpunktkorper von ¢
L:={Ce€ Q(a); 9(() =¢}

an; ferner bestimme man ein erzeugendes Element § der Korpererweiterung L iiber @ und das
Minimalpolynom von 3 {iber Q und zeige: L = Q(i).

d) Man bestimme die Nullstellen von f(z), den Zerfallungskérper W von f(z) € Q[z] und den
Grad [W: Q].

Weitere Diedergruppen

K4.91 [Friihjahr 2002] Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von
f(x) = 2° + 2t + 142° + 142 + 282 + 28

iber den Polynomringen IFs[z],IFs[z] und Q[z]. Bestimmen Sie in diesen drei Fillen jeweils die
Ordnung der Galoisgruppe von f.

K4.92 [Frithjahr 1994] Man bestimme den Zerfillungskoérper L des Polynoms f(X) = X% + 3 iiber Q.
Man bestimme den Grad [L: Q] und die Struktur der Galoisgruppe G = Gal(L| Q).

K4.93 [Herbst 1977]
a) Zeigen Sie, daR das Polynom x® + 35k + 3 fiir jedes ganzzahlige k irreduzibel iiber Z ist.

b) Beweisen Sie, daf Q[z]/(z® + 108) Q [z] eine normale Erweiterung von @ ist.
c¢) Begriinden Sie, warum Q[z]/(2® + 108) Q[z] keine normale Erweiterung von @ ist.
)

d) Geben Sie anhand von b) und c¢) die Galoisgruppe von z% + 108 iiber @ an, und geben Sie alle
normalen Erweiterungen von @ an, die in Q|z]/(2% + 108) Q|z] enthalten sind.

K4.94 [Herbst 1983] Sei f das Polynom f(X) = X% —2.
a) Man zeige, dafs f iiber @ irreduzibel ist.

b) Man bestimme den Zerfillungskorper K von f iiber @ durch Angabe von Erzeugenden.

c) Man berechne den Korpergrad [K : Q].

d) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe G = Gal(K| Q).

e) Man beweise, dall K genau drei iiber Q quadratische Teilkorper enthélt und bestimme diese.
f) Ist f tiber IF7 = Z/7Z irreduzibel?

g) Es sei L der Zerfallungskorper von f iiber IF;. Man berechne den Korpergrad [L : IF;].

h) Enthélt L einen iiber IF; quadratischen Teilkorper?

i) Was ist die Struktur der Galoisgruppe H = Gal(L|IF7)?
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K4.95 [Friihjahr 2001]  Seien S, respektive S3 die Gruppen der Permutationen von {1,2} resp. {1,2,3}.
Man zeige, dass es eine Galoissche Erweiterung K| Q gibt mit Galoisgruppe Gal(K|Q) ~ Sy x S3.

K4.96 [Herbst 1997] Sei m > 1 eine natiirliche Zahl, sei K ein Korper der Charakteristik Null, der eine
primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthélt, und sei K(X) der Korper der rationalen Funktionen in der
Unbestimmten X {iber K . Ferner seien a bzw. 3 die K -Automorphismen von K (X), die durch

1
a(X) =(¢X bzw. B(X) = d

bestimmt sind, sei G die von «, ( erzeugte Gruppe und F' C K(X) der Fixkorper von G. Zeigen

Sie:

a) G ist die Diedergruppe der Ordnung 2n .

b) K(X) ist eine Galoiserweiterung vom Grad 2n {iber F'.

)
)
c¢) Das Minimalpolynom von X iiber F ist T?" — (X" + X ™)T" + 1.
d) Esist F=K(X"+X™").

Affine lineare Galoisgruppen
K4.97 [Herbst 1989] Gegeben seien in Q[X] die Polynome

f=X-7
g=X"+ X3+ X2+ X +1

Es sei a:= /7 € R, auferdem sei £ € € eine Nullstelle von g.
a) Man zeige, dafs die Korpererweiterung Q («) O Q nicht galoissch ist.
b) Man zeige, dafk Q () D Q eine galoissche Erweiterung mit abelscher Galoisgruppe ist.

c) Man zeige, daf Q(a, &) ein Zerfallungskorper von f € Q[X] ist; auferdem bestimme man den
Grad [Q(a,§) : Q].

d) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe von @ (¢, @) iiber Q(€).
K4.98 [Frithjahr 1991]  Sei L der Zerfillungskorper des Polynoms X° —2 {iber @ . Man berechne [L : Q].

K4.99 [Herbst 1975] Das Polynom f(z) = 7 — 2 ist iiber jeder abelschen Erweiterung K des Kérpers Q
der rationalen Zahlen irreduzibel.

K4.100 [Herbst 1992]

a) In einer Erweiterung des Korpers K sei a eine primitive fiinfte Einheitswurzel und b eine Null-
stelle des Polynoms > — 5. Man beweise die Inklusion K (b) C K (a).

b) Beweisen Sie: X' — 5 ist irreduzibel iiber @ und reduzibel iiber jedem endlichen Kérper.

K4.101 [Herbst 1993] Sei K ein Korper, n € IN mit char K {n und L ein Zerfallungskorper des Polynoms
X" —a € K[X]. Zeigen Sie: Die Galoisgruppe von L|K ist isomorph zu einer Untergruppe der

Gruppe der Matrizen <:g Z{) mit ¢ € (Z/nZ)* und y € Z /nZ.
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K4.102 [Friihjahr 1993]

(a) Man beweise, dak ¢ = 1—% eine primitive achte Einheitswurzel ist.

(b) Man beweise, daf Q (¢) = Q(v/2,i) ist, und man bestimme den Grad des Korpers iiber @ .
(c) Man bestimme die Galoisgruppe Gal(Q (¢)| Q) und alle quadratischen Teilkorper von Q (¢).
(d) Es sei @ = /2. Man berechne den Grad von Q (a) iiber Q.

(e) Man beweise, daR Q («,i) der Zerfillungskorper des Polynoms X® — 2 iiber @ ist, und man
berechne seinen Grad iiber @ .

(f) Man bestimme die Struktur der Galoisgruppe von Q («,i) iber @ durch Angabe von Erzeugen-
den und definierenden Relationen.
K4.103 [Friihjahr 1997]  Sei p eine ungerade Primzahl und ¢ eine weitere Primzahl. Setze f := X? —q.

a) Zeigen Sie: Ist z € C eine Nullstelle von f, so enthiilt der Korper Q (z) keine weitere Nullstelle
von f.

b) Welche Ordnung besitzt die Galoisgruppe von f iiber Q ?

K4.104 [Friihjahr 1999] Sei K|Q eine galoissche Erweiterung vom Grade 55 mit einer Galoisgruppe G, die
nicht abelsch ist.

Man zeige, dass es genau einen echten Zwischenkorper L von K|Q gibt, der iber Q galoissch ist
und bestimme seinen Grad iiber @ .

K4.105 [Friihjahr 2000] Sei p prim und f(z) = 2P —a € Q[z] irreduzibel. Zeigen Sie, dass die Galoisgruppe
von f(z) iiber @ isomorph ist zu der Gruppe der Transformationen des Primkorpers IF, von der
Form y — ky + € mit k, L €1F,, k £ 0.

K4.106 [Herbst 2000]

a) Man zeige, dass das Polynom f — X999 — 2000 irreduzibel iiber @ ist.

b) Man bestimme die Ordnung der Galoisgruppe von f {iber Q .

Auflésbare Galoisgruppen

K4.107 [Herbst 1988]
a) Ist K(V/5) normal iiber K, wobei K := Q ( — 1 + 1/=3) ist?

b) Sei L:= Q(v/2) und K := Q (3/2). Zeige: L|K und K|Q sind normale Kérpererweiterungen,
aber L|Q ist es nicht.

c) Seien K; und K> normale Korpererweiterungen eines Korpers k, und sei L eine gemeinsame
Korpererweiterung von K; und Ky . Zeige:

i) K - K, ist normal iiber k; (K, - K ist dabei der von K; und K> in L erzeugte Korper).

ii) K; N K, ist normal iiber k.



4. Galoistheorie 128

K4.108 [Herbst 1972] Nach L. Euler gewinnt man den Zerfallungskorper eines biquadratischen Polynoms

K4.109

K4.110

K4.111

flz) =2"4az’ +bz+c

mit Koeffizienten aus einem Kérper K dadurch, daf man die Quadratwurzeln 6; = v/%; der Nullstellen
t; der sogenannten kubischen Resolventen

R(t) = t* + 2at* + (4c — a®)t — b*

zum Grundkorper K adjungiert.
Man untersuche die Folge der biquadratischen Polynome

fo(z) =2 —2z—n fir n=1,2,3,...
aus dem Polynomring @ [z] iiber dem rationalen Zahlkérper @ . Es bezeichne G,, die Galoisgruppe
des zugehorigen Zerfallungskérpers K, von f, iiber @ .
a) Fiir welche Werte n ist f(z) in Q irreduzibel?

b) Fiir welche Werte n ist die Resolvente R, (t) irreduzibel?

¢) Man bestimme Ordnung und Struktur der Galoisgruppe G,

i. im Falle eines irreduziblen Polynoms f,(z),

ii. im Falle eines reduziblen Polynoms f,(z).

[Friihjahr 1983]  Zeigen Sie fiir das Polynom f — X* + X +1 € Z[X]:
a) f hat keine reelle Nullstelle.
b) f ist irreduzibel iiber @ .

Hinweils: Reduktion modulo 2

c) Ist u+iv (mit u,v € R) eine Nullstelle von f in € ,soist g = X®>—4X —1 das Minimalpolynom
von 4u? iiber Q.

d) Die Galoisgruppe von f iiber @ besitzt ein Element der Ordnung 3.
e) Sei a eine Nullstelle von f in €. Ist a, als Punkt der Zahlenebene, aus den Punkten 0 und 1

mit Zirkel und Lineal konstruierbar (Begriindung)?

[Herbst 1096] Man zeige fiir das Polynom f — X* — X +1 € Z[X]:
a) f hat keine reelle Nullstelle.
b) f ist irreduzibel iiber @ .

Hinweils: Reduktion modulo 2

c) Ist u+iv (mit u,v € R) eine Nullstelle von f in € ,soist g = X®>—4X —1 das Minimalpolynom
von 4u? iiber Q.

d) Die Galoisgruppe von f iiber @ besitzt ein Element der Ordnung 3.

e) Keine Nullstelle @ € € von f ist, als Punkt der Zahlenebene, aus den Punkten 0 und 1 mit
Zirkel und Lineal konstruierbar.

[Friihjahr 1995]  Sei F'|K eine nichttriviale endliche Galoiserweiterung mit auflésbarer Galoisgruppe.
Zeigen Sie, daf es einen Zwischenkoérper K C E C F gibt, so dal E|K galoissch mit abelscher
Galoisgruppe ist.
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K4.112

K4.113

K4.114

K4.115

K4.116

[Herbst 1982]  Zeigen Sie: Eine galoissche Erweiterung N|K mit N # K, deren Galoisgruppe auflos-
bar ist, besitzt stets eine galoissche Teilerweiterung L|K mit einer Galoisgruppe vom Primzahlgrad.

[Herbst 1997] Sei L|K eine galoissche Korpererweiterung vom Grad 40. Beweisen Sie, dal es Zwi-
schenkorper vom Grad 2, 4 und 8 {iber K gibt, die galoissch iiber K sind.

[Herbst 2001]  Sei L|K eine galoissche Korpererweiterung mit einer zur alternierenden Gruppe A4
isomorphen Galoisgruppe.

a) Bestimmen Sie fiir jedes n € IN die Zahl z,, der Zwischenkérper Z von L|K mit dem Grad
[Z:K]=n.

b) Wie viele Zwischenkorper Z von L|K gibt es, fiir die Z|K eine Galoiserweiterung ist?
Begriinden Sie Ihre Aussagen.
[Herbst 2002] Das Polynom
f(X)=X%+3X%+3
habe die Nullstelle a € C .
a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel iiber @ ist.
b) Zeigen Sie, dass Q (a) die dritte Einheitswurzel

enthélt.
c) Zeigen Sie, dass Q (a) nicht normal {iber Q ist.

d) Bestimmen Sie den Grad des Zerfallungskorpers von f iiber Q .

[Frithjahr 1975]

a) Fiir das Polynom f — Z?:o a; X" von geradem Grad n = 2m (d.h. a, # 0) gelte a; = a,,_; fiir
alle i = 0,...,m. Zeige: Die rationale Funktion X ™ f(X) ist ein Polynom in ¥ = X + X1
vom Grade m .

b) Stelle das in a) gesuchte Polynom in Y fiir
f=X04+3X%+5X%+3X +1 € Q[X]

explizit auf, berechne dessen Wurzeln und die Wurzeln von f als Quadratwurzelausdriicke.
c) Bestimme die Grade der von den Wurzeln von f iiber @ erzeugten Korper.
d) Zerlege f in Q[X] und in IR[X] in irreduzible Faktoren.

e) Bestimme die Galoissche Gruppe von f iiber @ .

Nichtauflosbare Galoisgruppen

K4.117 [Herbst 1997] Essei f(X) = X°-5X —1€ Q[X].

a) Beweisen Sie, daff f {iber @ irreduzibel ist.
b) Bestimmen Sie die Anzahl der reellen Nullstellen von f.

c) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von f iiber @ .
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K4.118

K4.119

K4.120

K4.121

K4.122

K4.123

[Herbst 1999]  Die Antworten auf die folgenden Fragen sind mit einer kurzen Begriindung zu versehen:

a) Gibt es ein irreduzibles Polynom aus Q[X], dasin C eine doppelte Nullstelle besitzt?

b) Gibt es ein irreduzibles Polynom aus K[X], das in einem Erweiterungskorper von K eine doppelte

Nullstelle besitzt, wenn K ein endlicher Korper ist?

c) Geben Sie einen Koérper K an und ein irreduzibles Polynom aus K[X], das im algebraischen
Abschluss von K eine doppelte Nullstelle besitzt.

d) Geben Sie einen Korper K und ein Polynom 5. Grades aus K[X] an, das nicht durch Radikale
auflosbar ist.

[Herbst 2002] Zu f € Q[z] sei G die Galoisgruppe von f iiber Q . Geben Sie — mit Begriindung

— jeweils ein Beispiel fiir ein f mit folgender Eigenschaft an:

a) Gf ~ Z2 X Z4

b) Gy~ S5 (symmetrische Gruppe auf fiinf Elementen)

[Herbst 1991] Es sei K|k eine endliche galoissche Korpererweiterung, deren Galoisgruppe isomorph

zur symmetrischen Gruppe S, (n > 2) ist. Man beweise, daf K einen und nur einen iiber k
quadratischen Teilkérper enthilt.

[Frithjahr 2003] Sei f ein separables Polynom vom Grad n mit Koeffizienten in einem Koérper k.
Der Zerfallungskoérper K von f iiber k habe den Grad n! iiber k. Zeigen Sie, dass f irreduzibel
ist, und dass die Galoisgruppe von f iiber k die symmetrische Gruppe S, ist.

[Frithjahr 1973]  Es sei
fr(@) =2 —kx +1 (keZ)

a) Fiir welche Werte von k ist fi(z) iiber Q reduzibel?
Man gebe in jedem dieser Fille die zugehorige Primzerlegung an.

b) Fiir welche Werte von & hat die Gleichung fi(z) = 0 genau drei reelle Nullstellen?

c) Im Fall k > 3 zeige man, dafs die Galoisgruppe G der Gleichung fi(xz) = 0 tiber Q einen Zyklus
der Lénge 5 und eine Transposition enthélt. Welche Gruppe ist dann G'?

[Herbst 2002]  Fiir eine rationale Zahl ¢ € Q sei G, die Galoisgruppe des Polynoms

fa(2) = 2° — 2002z + q

iiber dem Korper @ der rationalen Zahlen. Zeigen Sie:
a) Fiir unendlich viele ¢ € Q ist |G,| = 120.

b) Fiir unendlich viele ¢ € Q ist |G4| ein Teiler von 24.
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5. Transzendente Korpererweiterungen

Transzendente Erweiterungen

K5.1 [Herbst 1982]  Q[X,Y] sei der Polynomring in den Unbestimmten X und Y iber @ und f :=
X34+ X?2-Y2.

a) Zeigen Sie, daf A := Q[X,Y]/(f) ein Integritdtsbereich ist.

b) Zeigen Sie, da der @ -Homomorphismus a: Q[X] — A, bei dem X auf die Restklasse X + (f)
abgebildet wird, injektiv ist.

c¢) Ist der Quotientenkorper K von A algebraisch iiber @ ?

K5.2 [Herbst 1991]  K(z) sei eine einfache transzendente Erweiterung des Korpers K . Man beweise die
folgenden beiden Aussagen:

a) K(2?) ist eine transzendente Erweiterung von K .

b) Es gibt unendlich viele Zwischenkérper zwischen K und K(z).

K5.3 [Herbst 1987] K sei ein Korper, f € K[X] ein irreduzibles und separables Polynom vom Grad n
und L ein Zerfillungskorper von f iiber K. Seien ag,...,a, die Nullstellen von f in L. Weiter
seien K = K(Xi,...,X,) und L= L(X4,...,X,) die Korper der rationalen Funktionen in n
Unbestimmten Xi,...,X,, {iber K bzw. L. Beweisen Sie:

a) L ist eine Galoiserweiterung von K .
b) Fiir jedes Element o der Galoisgruppe Aut(i,f() von L iiber K gilt: o(L) C L.
c) Aut ( ) Aut(L,K).

d) Sei g:=a1X; +...+a,X, und o € Aut(E,I/(\'). Gilt o(g) = g, soist o die Identitdt auf L.

e) L=K(g).

K5.4 [Frithjahr 2002]  Sei K (t) der Korper der rationalen Funktionen in einer Unbestimmten iiber einem

Korper K ,und sei f € K (t) nicht konstant. Schreiben Sie f = 4 mit g,h € K[t|] und ggT(g,h) = 1.
Zeigen Sie:

a) Das Polynom h(X) - f —g(X) € K(f)[X] ist irreduzibel.
b) Genau dann ist K(f) = K(t), wenn f von der Form

£+ b
f:Ztid (a,b,c,d € K, ad—bc # 0)

ist.

c) Die Automorphismengruppe von K (t) iiber K ist isomorph zur Faktorgruppe

GL(2,K)/{ <3 2) : /\760}



5. Transzendente Korpererweiterungen 127

Inseparable Erweiterungen

K5.5 [Herbst 1991] Es sei K ein Korper der Charakteristik p (p eine Primzahl) und L = K(t) eine
einfache transzendente Erweiterung. Man beweise, daff das Polynom XP —t iiber L irreduzibel und
inseparabel ist.

K5.6 [Frithjahr 1992] Es sei F ein endlicher Korper, z transzendent {iber F' und K = F(z).

a) Warum gibt es keine irreduziblen inseparablen Polynome in F[X]?
b) Geben Sie ein irreduzibles inseparables Polynom in K[X] an (mit Begriindung!).

K5.7 [Friihjahr 1973] Sei P ein Primkorper der Charakteristik p > 0 und sei L := P(y,z) der Korper
der rationalen Funktionen in den Unbestimmten y und z mit Koeffizienten in P. Zeige:

a) Das Polynom X? —y € L[X] hat nur eine (und folglich p-fache) Nullstelle in einem Zerfallungs-
korper und ist irreduzibel.

b) Sei § Nullstelle von X? —y und sei v Nullstelle von X? — z. Gib eine Basis von L(3,) iiber
L an.

c) Sei a € L(B,7), a ¢ L. Gib eine Basis von L(a) iiber L an.
d) Gib unendlich viele verschiedene Zwischenkorper zwischen L und L(3,7) an.

K5.8 [Friihjahr 1978] Sei P ein Primkorper der Charakteristik p > 0 und sei L := P(y,z) der Korper
der rationalen Funktionen in den Unbestimmten y und z mit Koeffizienten in P. Zeige:

a) Das Polynom X? —y € L[X] hat nur eine (und folglich p-fache) Nullstelle in einem Zerfillungs-
korper und ist irreduzibel.

b) Sei § Nullstelle von X? —y und sei v Nullstelle von X? — z. Gib eine Basis von L(3,7) iiber
L an.

c) Sei a € L(B,7), a ¢ L. Gib eine Basis von L(a) iiber L an.

d) Gib unendlich viele verschiedene Zwischenkorper zwischen L und L(8,7) an.

Galoistheorie in K(t)

K5.9 [Herbst 1978]  Sei k ein Korper und K := k(x) der Korper der rationalen Funktionen in der Unbe-
stimmten z {iber k. Jedes Element von K hat also die Form !J; g;”)) mit teilerfremden f(z),g(z) €

k[z]. Der Grad von % sei das Maximum der Grade von f(z) und g(x). Beniitzen Sie im weiteren
folgenden Satz:

SATz: Ist u = gg;; € K vom Grad n >0, soist [K : k(u)] =n.

a) Zeigen Sie:
i. Fir u € K gilt K = k(u) genau dann, wenn « von der Form

axr +b
cr+d

, a,d,b,c€k mit ad—bc#0

ist.
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ii. Die Gruppe G derjenigen Automorphismen von K, die k elementweise festlassen, ist iso-
morph zur Gruppe der gebrochenen linearen Substitutionen

axr +b

P mit a,b,c,d€ k und ad—bec#£0

b) Seiim weiteren k der Kérper mit 2 Elementen, also gleich Z /27 . Man identifiziere die Automor-
phismengruppe G aus 1b) mit der Gruppe der gebrochenen linearen Substitutionen.

i. Zeigen Sie |G| =6.
ii. Seien die Elemente «, 3,7 € G definiert durch
1 1
a:z—zxz+1 |, Brorz—— |, y:z—14—
T T
Zeigen Sie
G = (a,8) = () = (B;7)
((...) = Erzeugnis).
iii. () ist ein Normalteiler von G'.

c) Sei die Situation wie in b). Fiir eine Untermenge U von G sei
FixU:={a € K; n(a) =aVne G}

der Fixkorper von U in K.

i. Fiir welches F' € {Fixa, Fix 8, Fixv,FixG} ist K|F galoissch? Gibt es noch weitere Zwi-
schenkorper k C F C K, so daf K|F galoissch ist?
3 .2
1
i. Zeigen Sie Fixy = k(u), wobei u das Element % ist
34+ +1
iii. Bestimmen Sie Fixa und Fix 3 (vergleiche ii.).

—

iv. Zeigen Sie, daf Fixy unter G invariant ist. Zeigen Sie a|rixy = B|rix~ -

v. Bestimmen Sie mit Hilfe von iv. den Kérper Fix G (vergleiche ii.).

d) Beweisen Sie den anfangs formulierten Satz.

ANLEITUNG: Zeige, dal das Polynom f(X) — ug(X) in k(u)[X] (X Unbestimmte, ggT(f,g) = 1)
irreduzibel ist.

K5.10 [Friihjahr 1994] Es sei K ein Korper, L = K (z) sei der Korper der rationalen Funktionen iiber K .
Die Elemente ¢ und 7 von Aut(L|K) seien durch o(z) = 1—2 und 7(z) = 1 definiert, sie erzeugen
eine Gruppe H der Ordnung 6. (Das ist nicht nachzuweisen.) Man setzt

(22 —z +1)3

W T oy
Y 22 (z —1)2 <

Zeigen Sie: Der Fixkorper von H ist K(y).

K5.11 [Friihjahr 1999]  Der Korper @ (¢) der rationalen Funktionen {iber Q hat zwei Automorphismen
o,7 mit o(t) =+ und 7(t) =1 —¢. Essei G die von diesen beiden Automorphismen erzeugte
Untergruppe von Aut Q (¢) und F der Fixkorper von G.

a) Bestimmen Sie die Ordnung und die Struktur von G.

b) Wie viele Zwischenkorper hat die Erweiterung Q (¢)|F und was sind deren Grade iiber F'? (Be-
griindung!)
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K5.12 [Herbst 1984] Es seien K ein Korper, = eine Unbestimmte und n eine ganze Zahl > 1.

a)

Bestimmen Sie alle Automorphismen von K(z), die K(z™) elementweise festlassen. Thre Menge
sei G.

Ermitteln Sie die Struktur der Gruppe G.
Beschreiben Sie den Fixkorper F, jedes Elements 7 aus G .
Geben Sie den Fixkorper F' von G und alle Teilkérper von K (z) an, die F enthalten.

Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, daf K (z) iiber K (z™) galoissch
ist.

K5.13 [Herbst 1987] Sei HI[T| der Polynomring in der Unbestimmten 7' iiber einem Korper H der Cha-
rakteristik p > 2 und sei L := H(T) der Quotientenkorper von H[T|. Ferner seien g und g» die

Korperautomorphismen von L|H , die durch

an(T)=-T , ¢gT)=1-T

bestimmt sind.

a)

b)

c)

)

Zeigen Sie: Die von g1 und g» erzeugte Untergruppe G von Aut(L) hat die Ordnung 2p. Ist
G abelsch?

Sei K der Fixkorper von G in L. Zeigen Sie, daf (X? — X)? — (T? — T')?> das Minimalpolynom
von T in K[X] ist. Geben Sie auch das Minimalpolynom von 1 — T an.

Die Koérperautomorphismen ¢g; und ¢» von L|K sind auch Endomorphismen von L als K-
Vektorraum (d.h. K -lineare Abbildungen von L nach L). Bestimmen Sie die Minimalpolynome
von ¢g; und go.

Geben Sie die Eigenvektorrdume von ¢g; und go an.

K5.14 [Herbst 2003] Gegeben sei das Element z = X2 + X2 des rationalen Funktionenkorpers @ (X).

a)
b)

c)

Zeigen Sie, dass Q (X)) iiber @ (z) endlich vom Grad < 4 ist.
Bestimmen Sie die Gruppe aller Automorphismen von ® (X), die z festlassen.

Zeigen Sie, dass Q (X)) iiber Q(z) galoissch ist und geben Sie alle Korper zwischen @ (X) und
Q(z) an.

Galoistheorie iiber K(t)

K5.15 [Friihjahr 1987] K = Q(t) sei der Korper der rationalen Funktionen in der Unbestimmten ¢ {iber

Q.

a)
b)

c)

Zeigen Sie, daf das Polynom f:= X™ —t¢ € K[X] irreduzibel ist.
Bestimmen Sie die Einheitswurzeln in K .

Sei L der Zerfillungskorper von f {iber K . Bestimmen Sie die Galoisgruppe von L|K .
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K5.16 [Friihjahr 1988] K sei ein endlicher Koérper und K(t) der Korper der rationalen Funktionen in einer
Unbestimmten ¢ iiber K.

a) Gibt es zu jedem n > 1 ein irreduzibles Polynom n-ten Grades iiber K ?

b) Gibt es ein irreduzibles Polynom iiber K (t), das im algebraischen Abschluff von K (t) mehrfache
Nullstellen besitzt?

c) Gibt es ein irreduzibles Polynom iiber Q , dasin C eine doppelte Nullstelle besitzt?

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

K5.17 [Friihjahr 1995]  Sei x transzendent iiber einem Korper k.

a) Man zeige: k(z) ist eine algebraische Erweiterung von k(w“jl) .

b) Man bestimme das Minimalpolynom von z {iber k(;—jl) .
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1. Elementare Zahlentheorie in Z

Z1.1 [Frihjahr 1977] Es sei ni,n2,ngs,... eine additiv abgeschlossene, streng monotone Folge natiirlicher
Zahlen. Es gebe ein g € IN mit ny, = 2¢g. Man beweise die Ungleichung

Zni >g(g+1)

i—1
Man zeige, daf hierin das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn n; = 2i fiir 1 <i < g ist.

ANLEITUNG: Man ordne die nicht in der Folge vorkommenden natiirlichen Zahlen < 2g nach Restklassen
mod m; und schitze ihre Summe nach oben ab.

Teilbarkeit
Z1.2 [Friihjahr 1975] Eine Zahl p € IN heifit eine Primzahl, wenn p # 1 und p in IN nur die Teiler p
und 1 besitzt.

a) Zeige: Ist a € IN, a > 1, dann gibt es eine Primzahl p mit p|a (p Teiler von a).
(Beachte: Die eindeutige Primzahlpotenzzerlegung der natiirlichen Zahlen steht noch nicht zur
Verfiigung)

b) Zeige: p € IN ist genau dann eine Primzahl, wenn fiir beliebige a,b € IN aus p | ab stets folgt:
pla oder p|b.

Hinwers: Benutze die Wohlordnungseigenschaft von IN.

c) Beweise die eindeutige Primzahlpotenzzerlegung der ganzen Zahlen: Jede ganze Zahl z € Z,
z # 0, z # £1 1dft sich eindeutig in der Form

z = (£D)pi*...p}"

schreiben, wobei pq,...,p; paarweise verschiedene Primzahlen sind und alle n; > 1 fiir ¢ =
1,....t.

Z1.3 [Friihjahr2001] Bestimmen Sie alle Tripel (a, b, ¢) paarweise verschiedener natiirlicher Zahlen, derart,
dass jede dieser drei Zahlen die Summe der beiden anderen teilt.

Z1.4 [Herbst 2002] Geben Sie eine natiirliche Zahl n an, so daf n! im Dezimalsystem mit genau 2002
Nullen endet)!

Z1.5 [Friihjahr 1980] Beweisen Sie, daf /2 irrational ist.

Z1.6 [Friihjahr 1981] Seien py,...,p, verschiedene Primzahlen und m € IN, m > 2. Zeige: %/p1...pr
ist irrational.

Z1.7 [Herbst 1974]  Zeigen Sie: Die Zahl 2% — 1 ist nur dann eine Primzahl, wenn k eine Primzahl ist.
Eine Primzahl der Form 2% — 1 heift eine Mersennesche Primzahl.

Z1.8 [Friihjahr 1983]  Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Ist 2" — 1 eine Primzahl, dann auch n.

b) Ist 2™ 4+ 1 eine Primzahl, dann ist n eine Potenz von 2.
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Z1.9

71.10

71.11

71.12

Z1.13

[Herbst 1090]  Beweisen Sie: Sind m und n zwei verschiedene natiirliche Zahlen, so sind 22" + 1
und 22" + 1 teilerfremd.

[Herbst 1996]  Zeigen Sie, daf die Fermatzahlen F,, = 22" +1 paarweise teilerfremd sind, z.B. mittels
einer Zerlegung von Fj, ., — 2, und folgern Sie daraus den Satz von Euklid, daf es unendlich viele
Primzahlen gibt.

[Herbst 1988] Beweisen Sie die folgende Aussage:
Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit der Eigenschaft, daf 6 kongruent zu einem Quadrat modulo
p ist.

Hinwers: Modifizieren Sie den Beweis Euklids, daft es unendlich viele Primzahlen gibt.

[Friihjahr 1989]

a) K sei ein Kérper der Charakteristik # 2. Es soll gezeigt werden, daf die Losungsmenge C' C K?
der Gleichung X2 +Y?2 =1 aus (0,1) und den Punkten

2t 2 -1
- it teK,t2+140
(t2+1 t2+1) m 17
besteht. Betrachten Sie hierzu alle Geraden in K2 durch (0,—1) und ihre Schnittpunkte mit C .

b) Ein Tripel (a,b,c) € Z? heifit pythagordisch, wenn a® + b> = ¢2. Im folgenden sei (a,b,c) ein
pythagoriisches Tripel, wobei a,b,c € Z\ {0} teilerfremd sind. Zeigen Sie:

1) a und b sind nicht beide gerade und nicht beide ungerade.

2) Ist a gerade, so gibt es Zahlen u,v € Z mit
(a,b,c) = (2uv, u® —v?, u? +v?)

3) Jedes Tripel (2uv,u? —v2 u? +v?) mit u,v € Z ist pythagoriisch.

Lineare Kongruenzen

[Herbst 1976]  Seien my, ..., m, paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen # 1, sei n = mymsy-...-m,
und n; = ;= fir i =1,...,r.

a) Zeige: Die Gleichung n1 Xy + noXs + ...+ n,.X, = 1 ist in ganzen Zahlen 16sbar.
b) Zeige: Es gibt genau einen Ringisomorphismus
0: LInZ — L]miZ X Z]moZ x ... X Z[m,ZL
¢) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Urbildern ¢~%(0,...,0,1 + m;Z,0,...,0), i =
1,...,r, und einer Losung der Gleichung in a)?
d) Zeige: Die Einheitengruppe (Z/nZ)* von Z/nZ ist isomorph zu dem direkten Produkt
(Z)miZ)* % ... x (Z]m.ZL)*
der Einheitengruppen von Z/miZ, ..., 7 [m,Z .

e) Stelle die Einheitengruppe von Z /1687 als direktes Produkt zyklischer Untergruppen von Prim-
zahlpotenzordnung dar.
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Z1.14 [Frithjahr 1980] Man bestimme alle Losungen z € Z des Kongruenzensystems

z =7 mod 12
z =11 mod 20

Z1.15 [Frithjahr 1982] Beantworten Sie die folgenden Fragen und begriinden Sie Thre Antwort.

a) Wie lautet die letzte Ziffer in der 12-adischen Darstellung von 210007
b) Gibt es Zahlen z,y € Z mit 264z + 195y — 127

c) Gibt es Zahlen a,b € Z, so dak das Kongruenzensystem

T =a mod 6

x =b mod 15
keine Losung in Z hat?

71.16 [Herbst 1983]
a) Man beweise: Die Kongruenz
ax + by = ¢ (mod n)

ist fiir die ganzen Zahlen a,b, ¢ und die natiirliche Zahl n genau dann l6sbar, wenn
ggT(a,b,n) ein Teiler von ¢ ist

b) Ist die Kongruenz
23707z + 33673y = 1831 (mod 47867)

16sbar?
Z1.17 [Herbst 1986] Berechnen Sie alle = € Z , welche die Kongruenzen
r=7Tmod8 , z=2mod9 , xz=-1mod 5
gleichzeitig 16sen.

Z1.18 [Frithjahr 1988]  Berechnen Sie alle Zahlen x € 7Z , die die folgenden Kongruenzen gleichzeitig erfiillen:

z =5 mod 8
z =4 mod 9
z =3 mod 5

Ho6here Kongruenzen

Z1.19 [Frithjahr 1976]  Ist die Gleichung
10012% + 1000y — 999

mit ganzen Zahlen x,y € 7Z losbar?

Z1.20 [Herbst 1979]  Ist die Gleichung 2% + 2% = 7y* in natiirlichen Zahlen z,y losbar?
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71.21

71.22

71.23

71.24

71.25

71.26

71.27

71.28

[Friihjahr 1994]  Man bestimme alle Losungen der Kongruenz

32° =20 +9=0 (mod35)

[Herbst 1998] Wieviele Losungen besitzt die Kongruenz
2> =9 mod 1386

im Bereich {0,1,...,1385}7

[Frithjahr 1999]  Man beweise oder widerlege die Behauptung
229 = 2® mod 221 fiiralle z € Z

[Frithjahr 1098]
a) Man zeige, daR die Gleichung 22 + y? + 22 = 7 unlsbar in ganzen Zahlen z,y,z € Z ist.

b) Man zeige, daf eine Zahl n € Z mit
n =7 mod 8

in Z nicht Summe von drei Quadraten ist.

[Frithjahr 2003]  Geben Sie drei Korper mit verschiedenen Charakteristiken an, fiir die die binomische
Formel

(a+b)® =a® +b°

fiir alle Kérperelemente a,b gilt.

Lineare Gleichungen

[Frithjahr 1984]  Finden Sie eine ganzzahlige 3 x 3-Matrix mit Determinante 1, deren erste Zeile 4,
10, 15 lautet.

[Herbst 1994]  Sei x ein Geldbetrag (in Mark und Pfennig) unter 100 Mark mit folgender Eigenschaft:
Vertauscht man Mark- und Pfennigbetrige miteinander und zieht 5 Pfennig ab, so erhilt man das
Doppelte von z. Wie grofs ist =7

Struktur von Z/nZ

[Frithjahr 1975]
a) Zeige: Z ist ein Hauptidealring.

b) Zeige: Sind a,b € Z und ist ¢ ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b, dann gibt es z,y € Z
mit ax + by = c.

c¢) Gib alle maximalen und minimalen Ideale von Z an.
d) Gib alle maximalen und minimalen Ideale des Ringes 7 /127 an.

e) Bestimme Ideale A und B von R := Z /127 mit
R=A+B , AnB=0 , A#R , B#R

f) Zeige fiir n € IN: Der Ring Z/nZ ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.
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Z1.29 [Herbst 1975]  Fiir jede Primzahl p berechne man die Anzahl a(p) der p-ten Potenzen in dem
Restklassenring Z/3757Z.

Z1.30 [Friihjahr 1979] R sei ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal I von R mit I # R heilt primar,
wenn in R/I jeder Nullteiler nilpotent ist. Welches sind die Primérideale # (0) des Rings Z der
ganzen Zahlen? (mit Beweis!)

Z1.31 [Herbst 1981] Zu einem Ideal A in einem kommutativen Ring R definiert man das Radikal r(A)
durch
r(A) ={r; re R, r™ € A fiir ein geeignetes n € IN}

Fiir welche Ideale in Z gilt r(A) = A?

Z1.32 [Friihjahr 1998]

a) Zeigen Sie, daf in dem Ring Z /817 jeder Nullteiler nilpotent und jeder Nichtnullteiler invertierbar
ist.

b) Gelten diese Aussagen auch in dem Ring 7 /100Z?

Z1.33 [Friihjahr 1983]  Fiir den Ring R := 7 /(420) bestimme man die Anzahl

a) aller Ideale, aller Primideale und aller maximalen Ideale,
b) aller idempotenten und aller nilpotenten Elemente,
c) aller Einheiten und aller Nullteiler.

Die Antworten sind zu begriinden.

Z1.34 [Herbst 1993] Sei R := Z/100000Z der Ring der ganzen Zahlen modulo 100000 .

a) Bestimmen Sie alle nilpotenten und alle idempotenten Elemente von R sowie die Anzahl der
Nullteiler von R.

b) Geben Sie alle Primideale und alle maximalen Ideale von R an.

c¢) Bestimmen Sie die Struktur der Einheitengruppe von R durch Angabe ihrer invarianten Faktoren.

71.35 [Friihjahr 1997]
a) Beweisen Sie, dafs die Abbildung

5 { Z)9Z x Z|5Z — 7/A5Z
' (@ mod 9, b mod 5) — 10a — 9b mod 45

wohldefiniert und ein Ringisomorphismus ist.
b) Bestimmen Sie den zu ¢ inversen Isomorphismus.

c¢) Bestimmen Sie alle nilpotenten Elemente von Z/45Z.

Z1.36 [Friihjahr 2000] Bestimmen Sie die Anzahl der Ideale, der Primideale, der Einheiten, der Nullteiler
und der nilpotenten Elemente im Ring Z/2000Z.

Struktur von (Z/nZ)*

Z1.37 [Herbst 1981]  Es ist ein kommutativer Ring R gesucht, in dem das Polynom X2 + 1 mehr als vier
verschiedene Nullstellen hat.
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Z1.38 [Friihjahr 1985]

a) Bestimme z € IN, 1 <z < 30, so dafs die Restklasse z im Ring Z/(30) eine Einheit der Ordnung
4 ist.

b) Ist die Einheitengruppe von Z/(30) zyklisch?

Z1.39 [Frithjahr 1996] Es sei a eine zu 10 teilerfremde natiirliche Zahl. Man zeige, daf unendlich viele der
Dezimalzahlen 1, 11, 111, 1111, ...durch a teilbar sind.

Z1.40 [Friihjahr 1998]

a) Sei p ein Primteiler der natiirlichen Zahl n. Zeigen Sie, daf die Einheitengruppe des Ringes
Z [nZ ein Element der Ordnung p — 1 enthlt.

b) Beweisen Sie, daf in der Einheitengruppe von Z/nZ genau dann e? = 1 fiir jede Einheit e gilt,
wenn n ein Teiler von 24 ist.

71.41 [Herbst 1999]

a) Sei p eine ungerade Primzahl und v € Z, v > 0. Zeigen Sie, dass die Gleichung X? = 1 im Ring
Z](p”) genau zwei Losungen besitzt.

b) Sei n = p{'-...-p% mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen p; und positiven ganzen
Zahlen v; (i = 1,...,s). Ferner sei a eine Einheit des Rings Z/(n). Zeigen Sie, dass die
Gleichung X2 = a in Z/(n) entweder keine oder genau 2° verschiedene Losungen besitzt.

Z1.42 [Frithjahr 2000]  Bestimmen Sie den Isomorphietyp der primen Restklassengruppe modulo 360, und
geben Sie hierin explizit ein Element n + 360Z maximaler Ordnung an.

Z1.43 [Herbst 2000] Wie viele Elemente  mit der Eigenschaft x> = z hat der Ring Z/15015Z? Geben
Sie vier solche Elemente explizit an.

Zahlentheoretische Funktionen

Z1.44 [Frithjahr 1977] Es sei ¢ die bekannte Eulersche Funktion. Fiir natiirliche Zahlen a und b sei mit
ggT(a,b) der grokte gemeinsame Teiler bezeichnet. Fiir n € IN definiere

o= 3ot (4.3)

a) Man zeige, dafs h multiplikativ ist, d.h. es ist h(mn) = h(m)h(n) fir teilerfremde m und n.
b) Man berechne h(p™) fiir Primzahlen p und natiirliche Zahlen n.
c) Man berechne h(432).

Z1.45 [Frithjahr 1989]  Fiir welche natiirlichen Zahlen n ist ¢(n) ungerade?

Hinweis: Die Eulersche ¢-Funktion ist definiert als ¢(n) = Zahl der invertierbaren Elemente im Ring
Z/nZ.
Z1.46 [Frithjahr 1985] Es sei p eine Primzahl und 1 < n € IN. Man zeige:

a) Es gibt genau dann ein 0 <m € IN, so dak n|p™ —1, wenn ptn.
(pla: pteilt a; pin: p teilt n nicht)

b) Ist p{n, dann gibt es sogar ein 0 < m € IN mit m | ¢(n) und n | p™ —1.
(¢ = Eulersche ¢-Funktion)
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Z1.47 [Frithjahr 1981]
a) Zeige: 30 teilt n® —n fiir alle n € Z.

b) Es bezeichne ¢ die Eulersche Phi-Funktion.

Man finde alle m € IN, fiir die ¢(m) ein Teiler von m ist.

Bruchrechnung

Z1.48 [Herbst 1976] Sei m # 1 eine zu 10 teilerfremde natiirliche Zahl. Zeige: Die Periode in der Dezi-

malbruchentwicklung von % ist gleich der Ordnung des Elementes 10 + nZ in der Einheitengruppe
(Z/nZ)* .

Z1.49 [Frithjahr 1989] Sei N =1+ 10™. Welche Linge hat die Periode des Dezimalbruchs fiir % ?

Z1.50 [Frithjahr 1982]  Sei p eine Primzahl. Man zeige:
a) L) = {% € Q; s#0 mod p} ist Integritétsring.

b) p-Z) = {p- € Q; s#0 mod p} ist das einzige maximale Ideal in Z ).
¢) Zp)/p- Ly ~Z/(p).

Z1.51 [Frithjahr 1991] Sei @ die Menge der rationalen Zahlen. Sei M eine Teilmenge der natiirlichen
Zahlen, die die 1 enthilt. Sei

QM::{%E Q;a€Z,beM, aundb teilerfremd}
Zeigen Sie:

a) Q,, ist genau dann eine Gruppe unter der Addition, eine sogenannte rationale Gruppe, wenn
M alle Teiler und alle kleinsten gemeinsamen Vielfachen seiner Elemente enthélt.

b) Eine solche rationale Gruppe @ ,; ist genau dann ein Teilring von @ , wenn M multiplikativ
abgeschlossen ist.

Z1.52 [Herbst 1992] Es sei R der folgende Teilring des Korpers der rationalen Zahlen
a
R={3: abel, ggT(10) 1}

a) Man bestimme die Einheitengruppe von R.
b) Man bestimme alle Ideale von R und zeige, daf R ein Hauptidealring ist.

¢) Man bestimme alle irreduziblen Elemente von R bis auf Assoziierte.

Z1.53 [Friihjahr 1994]  Sei p eine Primzahl. Dazu werde die Menge

Lp) = {%; beIN, a€Z; gegT(a,b) =1, ggT(b,p) = 1}
betrachtet. Zeigen Sie:
a) Z(p) ist ein Unterring mit Eins von Q.
b) my:= {§; pteilt a und nicht b} ist das einzige maximale Ideal in Z .

¢) Zp)/my, ist isomorph zu IF,, dem Korper mit p Elementen. Geben Sie den Isomorphismus an.
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2. Ganze algebraische Zahlen

72.1

72.2

723

72.4

725

72.6

Grundlagen

[Friihjahr 1981] @ sei der algebraische Abschluk von @ im Koérper C der komplexen Zahlen.
r € Q heift ganze algebraische Zahl, wenn ein Polynom f = X" + a; X" ' + ... + a, € Z[X]
existiert mit n > 0 und f(z) = 0. Zeigen Sie:

a) Das Minimalpolynom von z iiber Q ist in Z[X] enthalten.

b) Fiir jede ganze algebraische Zahl z sind auch die zu z {iber @ konjugierten Zahlen ganz alge-
braisch.

[Friihjahr 1992]  Eine Zahl a € C heift ganz-algebraisch, wenn a Nullstelle eines Polynoms aus Z[X]
ist mit hochstem Koeffizienten 1, d.h. f(a) =0 mit

f=X"+fou X" "+ + X+ fo , fi€L

Es sei
A:={a€ C; a ist ganz-algebraisch}

Zeigen Sie:
a) Ist z € C algebraisch iber @ , dann gibt es ein ¢ € Z mit ¢ # 0 und gz € A.
b) Esgilt ANQ =7%.

c) a € A < Z]|a] liegt in einer endlich erzeugten additiven Untergruppe von C .
(Man kann fiir die Implikation von rechts nach links beispielsweise verwenden, daf Untergruppen
endlich erzeugter abelscher Gruppen stets endlich erzeugt sind.)

d) A ist ein Unterring von C .

Der Ring der vierten Einheitswurzeln
[Frithjahr 1993]  Zeigen Sie, daf der Ring der Gaufsschen Zahlen
Zlil={a+bi; a,beZ}, i=+-1 ,
aus genau denjenigen Elementen des Korpers @ (i) besteht, die einer normierten Gleichung
X?4+eX+d=0
mit ganzen Koeffizienten c¢,d € Z geniigen.

[Friihjahr 2003]  Sei R := Z+4Z der Ring der ganzen GauRschen Zahlen mit i> = —1 und a := 1+2i.
Zeigen Sie, dass der Faktorring R/aR ein Korper mit fiinf Elementen ist.

[Frithjahr 1978]  Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von @ = 31 — 2 und b = 6 + 8i
im Ring Z[i] der ganzen Gaufschen Zahlen.

[Herbst 1990]  Zerlegen Sie 2, 3 und 5 im Ring Z[i] der Gaufschen ganzen Zahlen in Primfaktoren.
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72.7

72.8

72.9

72.10

72.11

[Herbst 1984]  Sei Z[i] der (euklidische) Ring der ganzen Gaufischen Zahlen. Zeigen Sie in elementarer
Weise fiir die Primzahl p:

a) p ist genau dann zerlegbar in Z[i], wenn p die Summe zweier Quadrate ist (p — a® + b? mit
a,be 7).

b) Ist p # 2 zerlegbar, so wird p — 1 von 4 geteilt.

[Herbst 1988]  Entscheiden Sie, ob es rationale Zahlen a,b gibt, die die Bedingung
a® +b” = 1988

erfiillen, und begriinden Sie Thre Entscheidung.

[Frithjahr 2003]  Sei p eine Primzahl =1 mod 4. Zeigen Sie:

a) Es gibt eine natiirliche Zahl z mit 2> = —1 mod p.

b) p ist kein Primelement im Hauptidealring Z[i] der ganzen Gaufsschen Zahlen.

c¢) Es gibt natiirliche Zahlen z,y mit p = 22 + y2.

[Herbst 2003] Sei R = 7Z + Zi der Hauptidealring der ganzen GauRschen Zahlen mit 2 = —1, sei
N: R — Z die komplexe Norm N(a + bi) = a® + b*.

a) Zeigen Sie, dass 11 ein Primelement und 13 kein Primelement in R ist.

b) Zeigen Sie, dass 11R ein maximales Ideal in R ist, und zerlegen Sie 13R in ein Produkt von zwei

maximalen Idealen.

c) Welche Ordnung und welche Struktur hat die Gruppe (R/11R)* der teilerfremden Restklassen
modulo 11 in R?

d) Welche Ordnung und welche Struktur hat die Gruppe (R/13R)* der teilerfremden Restklassen
modulo 13 in R?

Hinweis: Der Chinesische Restsatz kann niitzlich sein.

Der Ring der dritten Einheitswurzeln

[Frithjahr 1988]  Der Unterring Z[w] = {a + bw; a,b € Z}, w = _1%‘/__3 primitive dritte Einheits-
wurzel, von Q (v/—3) ist abgeschlossen unter komplexer Konjugation a + bw + a + bw und versehen
mit der Normabbildung

N(a + bw) = (a + bw)(a + bw) = a® — ab + b*

ein euklidischer Ring (Dies ist nicht zu beweisen).

a) Zeige, daf ein Element y in Z[w] genau dann eine Einheit ist, wenn N(y) = 1 gilt. Bestimme
alle Einheiten des Ringes Z[w].

b) Zeige: Ist = € Z[w] ein Primelement, so gibt es eine Primzahl p aus @ mit N(z) = p oder
N(z) = p?. Falls N(z) = p? gilt, so ist = assoziiert zu p; falls N(z) = p gilt, so ist z zu keiner
Primzahl ¢ assoziiert.

c) Zeige: Gilt N(z) = p fiir ein Element z aus Z[w], wobei p eine Primzahl ist, so ist z ein
Primelement in Z[w].

d) Zeige: Ist p eine Primzahl, die kongruent zu 2 modulo 3 ist, so ist p als Element in Z[w] ein
Primelement.
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Der Ring des goldenen Schnitts
Z2.12 [Herbst 1977] Man betrachte den Unterring R — Z[w] von IR mit
1

Man zeige:

a) Jedes z € R laft sich auf genau eine Weise in der Form
z=a+bw

mit ganzen Zahlen a und b darstellen.

b) Sei @ := 1(1—+/5). Dann ist fir z = a + bw € R\{0} mit a,b € Z die Norm N(z) :=
|(a + bw)(a + bw)| von z eine von 0 verschiedene natiirliche Zahl.

c) Es gilt
N(z122) = N(z1) -N(z2) fiir 21,20 €R
Genau dann ist z € R Einheit, wenn N(z) =1 ist.

d) Man zeige: R bildet mit der Funktion N : R\ {0} — IN einen euklidischen Ring, d.h. zu zwei
Elementen z,w € R\ {0} gibt es u,v € R mit

Z—=uw+v

wobei v =0 oder N(v) < N(w) ist.

z

Hinwers:  Das Element = aus dem Quotientenkorper von R schreibe man in der Form
z
— =u+ (z+yw)
w

mit einem w € R und rationalen Zahlen z,y, deren Betrag kleiner oder gleich % ist.

e) Euklidische Ringe sind bekanntlich Hauptidealringe; insbesondere gilt der Satz von der eindeutigen
Primfaktorzerlegung. Man zeige durch Normbetrachtungen:

i) Eine Primzahl p € IN betrachtet als Element von R, ist — bis auf Einheiten — Produkt von
hochstens zwei Primelementen aus R.

ii) 2ist auch in R Primelement.

iii) Aufler p =5 enthélt keine Primzahl p einen quadratischen Primfaktor in R.

HINWEIS: Sei z = a + bw quadratischer Primfaktor von p; dann teilt p sowohl z? als auch N(z) =
1 2 2
71(2a + b)* — 5b7|.

iv) Genau dann ist eine Primzahl p # 2,5 Produkt zweier nichtassoziierter Primelemente von R,
wenn 5 Quadratrest modulo p ist.
f) Die Primfaktorzerlegungen von 11 und 19 in R gebe man explizit an.

g) Man zeige: Der Unterring S := Z[v/5] von R ist kein Hauptidealring.
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Sonstige faktorielle quadratische Zahlringe

Z2.13 [Friihjahr 1986] Essei R der Unterring von Q (y/—2) aller Zahlen der Form a+by/—2 mit a,b € Z .
Fir z € Q(v/-2) sei N(z) := z- & gesetzt, wobei z die zu x konjugiert-komplexe Zahl bezeichnet.

a) Man beweise, daf die Funktion N folgende Eigenschaften hat:

N(z) e N fiiralle x € R, 2 #0
N@©) =0 , N1 =1, N(zy)=N()N(y)

b) Man beweise, dafs ein Element # € R genau dann eine Einheit in R ist, wenn N(z) = 1 ist. Man
bestimme alle Einheiten von R.

c¢) Man beweise, daf zu jedem 2 € Q(v/—2) ein y € R existiert mit N(z —y) < 2.
d) Man beweise, dall R beziiglich der Funktion N ein euklidischer Ring ist.

e) Man beweise, dal 19 in R zerlegbar ist.
Z2.14 [Herbst 1998] Betrachten Sie das Gitter

1 —
R {nsm Y=

5 ;n,mEZ}

in der komplexen Ebene C .
a) Zeigen Sie, dass R ein Ring ist.
b) Sei
d(z,R) = min{|z — r|; r € R}

der Abstand einer komplexen Zahl z vom Gitter R. Bestimmen Sie das Maximum dieser Ab-
stinde, also

d = maxd(z,R) ,
zeC

und zeigen Sie d < 1.

c) Folgern Sie aus b), dass R ein euklidischer Ring ist, wobei die euklidische Wertfunktion auf R
der Absolutbetrag komplexer Zahlen sei.

Nichtfaktorielle quadratische Zahlringe
72.15 [Frithjahr 1982]  Sei R:=Z[v/=3]={a+by/-3; a€Z,be L} .
a) Man bestimme die Einheiten von Z .

b) Durch Zerlegung von 4 zeige man, dafy R kein faktorieller Ring (ZPE-Ring) ist.

c) Ist jedes in R unzerlegbare Element prim in R?

Z2.16 [Friihjahr 1983]  Zeigen Sie: Z[v10] = {a +b/10 € C, a,b € Z} ist kein ZPE-Ring.

HinwErs:  Verwenden Sie die Multiplikativitit der Norm N(a + by/10) = a® — 105
und 3% = (v/10 +1)(v/10 — 1) ohne Beweis.
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72.17

72.18

72.19

72.20

72.21

[Herbst 1988]  Es sei der Integritétsbereich
R:=Z[V-5|={m+nV-5€ C; m,n €}

gegeben. Zeige:

a) Sind z := 1 +x2v/—5 und y :=y1 +y2v/—5 in R, wobel z1,%2,y1,y2 aus Z gewihlt sind und
zy # 0 ist, so gilt: Genau dann ist z ein Teiler von y in R, wenn z7 + 5z% ein gemeinsamer
Teiler von z1y; + 5x2y2 und y1x1 — y1o2 in 7Z ist.

b) Die Einheitengruppe R* von R ist { —1,+1}.
c¢) Jede Nichteinheit # 0 aus R ist Produkt von irreduziblen Elemente aus R.
d) R ist nicht faktoriell.

[Frithjahr 1995]  Sei R der Integritétsbereich
R :=Z[v-5]

Man zeige:
a) Fiir Elemente z := x1 + z2v/—5 # 0 und y := y1 + y2/—5 von R gilt:

x|y = a:f + 5:5% ist gemeinsamer Teiler von z1y1 + 5xoys und yox1 — Y122 in Z.
b) Die Einheitengruppe von R ist R* = {+1}.
c¢) Jede Nichteinheit # 0 aus R ist Produkt von irreduziblen Elementen.
d) R ist nicht faktoriell.

[Frithjahr 1996] Im Ring R := Z[+/—3| sei die Norm eines Elementes = a + by/—3 definiert durch:
N(a +bvV=3) := (a + bv/=3)(a — bv/=3) = a® + 3b°

Zeigen Sie:

a) = € R ist eine Einheit in R genau dann, wenn N(z) = 1 gilt, und dies gilt genau dann, wenn
r==1.

b) 2 ist ein irreduzibles Element in R, das heifst, es gibt keine Zerlegung 2 = zy, wobei z,y € R
beide keine Einheiten in R sind.

c) Das von 2 und 1+ +/—3 in R erzeugte Ideal ist kein Hauptideal.
d) 2 ist kein Primelement in R.

[Herbst 1996]  Zeigen Sie, dak der Ring Z[v/—31] = {a + bv/—31; a,b € Z} nicht faktoriell ist, d.h.
keine Primfaktorzerlegung hat.

HiNwEIs: Verwenden Sie etwa, daff 32 = (1 4+ 1/—=31)(1 — 1/-31) gilt.

Einheiten quadratischer Zahlringe

[Herbst 1989] Im Ring R := Z[v?2] = {a + b\/2; a,b € Z} ist die Normabbildung N : R — 7
definiert durch N(z) := a? — 2b?. Bekanntlich ist N(z) multiplikativ. Zeigen Sie:

a) Die Einheiten von R sind genau die Elemente mit Norm +1.
b) Elemente # von R mit 1 < x < w := 1+ /2 sind keine Einheiten.

c) Die Einheitengruppe von R enthélt genau die Elemente +w™, n € Z , und ist isomorph zu Z-®Z .
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72.22 [Herbst 1994]  Gegeben sei der Teilring R = Z + Z+/2 von C. Mit R* sei seine Einheitengruppe
bezeichnet. Man zeige:

a) Fiir alle ¢ =z + yv/2 € R gilt 22 —2y% = +1.
b) Fiiralle ¢ =z +yv2 € R* gilt: (e>1 —= x,y>0),
¢) Min{e € R*; e > 1} =1+/2,
d) R* ={+(1+v/2)"; n € IN}.
72.23 [Friihjahr 1999]  Gegeben sei der Teilring R = Z + Z+/5 von C .
a) Man zeige, dass in R jedes von (0) verschiedene Primideal maximal ist.

b) R* bezeichne die Einheitengruppe des Ringes R. Man zeige:
Fiir alle ¢ = 2 + yv5 € R* gilt 2> — 5y% = £1.

Hohere Einheitswurzeln

Z2.24 [Herbst 1995] Sei K ein Korper, n > 2 eine natiirliche Zahl und ( eine n-te Einheitswurzel {iber
K . Man beweise:

a)
n—1
k_fn falls¢=1
> =15

sonst

b) ( ist genau dann primitive n-te Einheitswurzel iber K , wenn gilt:
n—1

ZCikZO fir 1<i<n
k=0

c) Ist n = 2" mit einer natiirlichen Zahl r, so gilt fiir alle a € K :

n—1 r—1
> at = JLa+e)
k=0 k=0

d) Sei nun p eine Fermatsche Primzahl und K = IF,,. Seien r,s natiirliche Zahlen mit 927" =

p—1.Sei n=2" und ¢ =22 € K. Dann ist ( eine primitive n-te Einheitswurzel.

e) Man bestimme eine primitive 16-te Einheitswurzel in Zgss37-

Z2.25 [Herbst 2002]  Zeigen Sie:

a) Ist ¢ = e™/1901 gine primitive 2002-te Einheitswurzel in € , so ist € = 1 + ¢ + ¢? eine Einheit
in Z[C].

ANLEITUNG: Stellen Sie l = (-1
e (¢3-—1

als Summe von Potenzen von ( dar.

b) Es gibt keinen Integrititsring der Charakteristik Null, der genau 2002 Einheiten besitzt.

c) Ist R ein Integritétsring mit genau 2002 Einheiten, so hat R die Charakteristik 2003 (ist
Primzahl!).

d) Geben Sie zwei nichtisomorphe Integritétsringe mit genau 2002 Einheiten an.
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3. Quadratisches Reziprozititsgesetz

Z3.1

73.2

733

Z3.4

Z3.5

7Z3.6

[Herbst 1973] Man untersuche, ob die Gleichung
22 +391y —7=0
eine ganzzahlige Losung besitzt.

[Friihjahr 1976]  Uber welchen endlichen Kérpern IF, (q = Elementezahl des Korpers) ist der goldene
Schnitt realisierbar, d.h. wann gibt es zu a € T stets ein b€ F, mit a:b="5b:(a—b)?

[Herbst 1998] Sei ¢ eine ungerade Primpotenz. Man zeige: Genau dann kann man den goldenen
Schnitt iiber dem endlichen Kérper IF, realisieren, d.h. genau dann gibt es drei verschiedene Elemente
a, 3,7 € IFy mit

y—a y—B

v=6 B-a ’

wenn 5 ein Quadrat in IF, ist.

[Frihjahr 1992]  Fiir Primzahlen p bezeichne IF, den Ko&rper aus p Elementen. Kennzeichnen
Sie durch Kongruenzbedingungen diejenigen ungeraden Primzahlen p, fiir die das Polynom X2 —5
irreduzibel in IF,[X] ist.

[Frishjahr 1993]  Fiir Primzahlen p sei IF, der Korper aus p Elementen. Welche der folgenden
Aussagen ist fiir alle Primzahlen p giiltig? (Beweis oder Gegenbeispiel!)

a) Das Polynom X? — 17 ist genau dann irreduzibel in IF,[X], wenn X2 — p irreduzibel in IFy7[X]
ist.
b) Das Polynom X? — 3 ist genau dann irreduzibel in IF,[X], wenn X2 — p irreduzibel in F3[X]

ist.

[Herbst 1997] Sei p = 4k + 3 eine Primzahl, so dafs auch ¢ = 2p + 1 eine Primzahl ist. Zeigen Sie,
daf ¢ ein Teiler von 2P — 1 ist.
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Mengenlehre

M.1 [Herbst 1975] Sei M Menge. Fiir i = 1,2 sei R; Aquivalenzrelation auf M mit kanonischer
Projektion p; : M — M/R;. Man zeige:

Gibt es eine bijektive Abbildung f: M/Ry — M/Ry und gilt fop, = ps,soist Ry = Ry und
f die identische Abbildung.

Gruppen und Ringe

M.2 [Herbst 1983]
a) Man zeige, dafs es bis auf Isomorphie genau eine Gruppe der Ordnung 1295 gibt.

b) Es sei R ein Ring mit 1, der aus 1295 Elementen besteht. Man beweise, daf R isomorph zu
einem direkten Produkt von drei Kérpern ist und man bestimme diese Korper.

c) Was ist die Ordnung der Einheitengruppe von R?
d) Wieviele Nullteiler enthélt R?

M.3 [Herbst 1995]
a) Zeigen Sie, dak jede abelsche Gruppe der Ordnung 1995 zyklisch ist.

b) Geben Sie eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 1995 an.
c) Wieviele maximale Ideale hat der Restklassenring 7 /199577

Gruppen, Ringe, Korper

M.4 [Herbst 1972]  Alle Ringe seien kommutativ mit Eins-Element und fiir alle Ringhomomorphismen

f: R— S gelte: f(1g) =1s.
Ist f: A — B ein Homomorphismus zwischen Gruppen (bzw. Ringen, bzw. Koérpern) A und
B, dann heife f rechiskiirzbar, wenn fiir alle Gruppen (bzw. Ringe, bzw. Korper) C' und fiir alle
Homomorphismen h,k: B — C gilt: Aus hf = kf folgt h = k.
a) Seien f,g Homomorphismen und sei gf definiert; man zeige:

i. Ist gf rechtskiirzbar, dann auch g.

ii. Sind ¢ und f rechtskiirzbar, dann auch gf.

b) Man zeige: Ein Homomorphismus zwischen abelschen Gruppen ist genau dann rechtskiirzbar,
wenn er surjektiv ist.

c) Seien Z die additive Gruppe der ganzen Zahlen, n € Z, n # 0 und g : Z — Z /nZ der kanonische
Homomorphismus.
Man suche eine Untergruppe A C 7, so daf fiir die Inklusion i : A — Z gilt: gi ist surjektiv,
aber i ist nicht rechtskiirzbar.



Gemischte Staatsexamensaufgaben 47

M.5

M.6

d) Seien p prim, m,n € Z, 0 # m < n und g : Z/p"Z — Z/p™Z der Homomorphismus mit
gz +p"Z) =z +p™Z fir alle z+p"Z € Z/p"Z . Sei f: A — Z/p"Z ein Homomorphismus von
einer beliebigen abelschen Gruppe A in Z/p"Z . Man berechne die Untergruppen von Z/p"Z
und zeige:

Ist gf surjektiv, dann auch f.

e) Sei R ein Integritdtsring und K sein Quotientenkorper. Man zeige: Die Inklusion i : R — K
ist rechtskiirzbarer Ringhomomorphismus.

g) Man zeige: Die Inklusion K — K (X) ist kein rechtskiirzbarer Homomorphismus (wobei K (X)
den Korper der rationalen Funktionen iiber einem Koérper K bezeichnet).

h) Seien K C  eine Kérpererweiterung, ) algebraisch abgeschlossen, a € Q) ein separables Element
mit einem Minimalpolynom vom Grad n.

Man zeige: Die Anzahl der Homomorphismen von K («) nach Q, die K elementweise fest lassen,
ist n.

i) Sei K C L eine endlichdimensionale Korpererweiterung, char K =0 oder K endlich.
Man zeige: Falls die Inklusion ¢ : K — L rechtskiirzbar ist, gilt K = L.

j) Sei K C L eine rein inseparable Korpererweiterung mit char K = p # 0 (d.h. fiir alle « € L gibt
es eine natiirliche Zahl e, so dag z*" € K).

Man zeige: Die Inklusion ¢ : K — L ist rechtskiirzbar.

k) Sei K C L eine endlichdimensionale Kérpererweiterung, char K =p #£ 0.
Man zeige: Die Inklusion ¢ : K — L ist genau dann ein rechtskiirzbarer Kérperhomomorphismus,
wenn L eine rein inseparable Korpererweiterung von K ist.

[Frithjahr 1981]  Man gebe fiir die folgenden Fille jeweils ein Beispiel an oder begriinde kurz, warum
es ein derartiges Beispiel nicht gibt:

a) eine auflosbare nicht-abelsche Gruppe,

o

eine einfache nicht-abelsche Gruppe,

c¢) eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 7,

o

@

ein maximales Ideal in Q[X,Y7], das nicht Hauptideal ist,

-

)

)

)

) ein kommutativer Korper mit genau 6 Elementen,

)

) ein irreduzibles separables Polynom 2. Grades in GF(2)[X],
)

g) ein irreduzibles Polynom 3. Grades in R[X].

[Herbst 1992]  Definieren Sie folgende Begriffe, und geben Sie in allen Fillen noch mindestens eine
zur Definition dquivalente Charakterisierung an:

a) auflésbare Gruppe

b) noetherscher kommutativer Ring

c¢) durch Radikale auflésbares Polynom (Charakterisierung im Falle der Charakteristik 0).
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M.7

M.8

M.9

M.10

M.11

M.12

Zahlentheorie und Algebra

[Herbst 1991]

a) Es sei die natiirliche Zahl n in ihrer Dezimaldarstellung

n=> a0k |  0<a,<9
£>0
gegeben. Man beweise die Kongruenz

n=> (-1*a  (mod 11)

k>0
und leite daraus ein Kriterium fiir die Teilbarkeit durch 11 her.

b) Man zerlege 1991 in Primfaktoren.
¢) Man bestimme alle Gruppen (bis auf Isomorphie) der Ordnung 1991.

d) Es sei R der Restklassenring 7Z/19917Z und R* seine Einheitengruppe. Man stelle R* als
direktes Produkt von zyklischen Gruppen von Primzahlpotenz-Ordnung dar.

[Frithjahr 1997]

a) Zeigen Sie: Fiir jede Primzahl p ist die Menge der primitiven p-ten Einheitswurzeln aus C linear
unabhingig iiber @ .

b) TIst 19971997 — 4 durch 7 teilbar? Begriinden Sie Thre Antwort.

[Frithjahr 1997]  Beantworten Sie die folgenden Fragen. Es werden keine Begriindungen verlangt.

a) Zu welchem direkten Produkt zyklischer Gruppen ist die Einheitengruppe des Ringes Z /2557
isomorph?

b) Definieren Sie das Legendre-Symbol <2> fiir Primzahlen p # 2. Wie lautet das quadratische
Reziprozititsgesetz von Gaul? !

c) Welche Teilkorper besitzt der Korper mit 128 Elementen?

d) Nennen Sie eine Definition fiir die Quaternionengruppe @ der Ordnung 8. Wie viele Elemente
der Ordnung 2 gibt esin Q7

[Herbst 1997]

a) Wieviele Primitivwurzeln modulo 1997 gibt es? Gehen Sie davon aus, dak 1997 eine Primzahl ist.
b) Berechnen Sie die Summe der Koeffizienten des Polynoms (X2 — X + 1)1997.
¢) Untersuchen Sie, ob die Kongruenz X2 = 593 mod 1997 eine Losung in Z /19977 besitzt.

[Herbst 2001]
a) Zeigen Sie: Es gibt keine ganzen Zahlen = und y mit 2% + 3y% = 2001.

b) Bestimmen Sie die Isomorphieklassen der Gruppen der Ordnung 2001.

[Frithjahr 2002]  Beantworten Sie die folgenden Fragen und geben Sie jeweils eine kurze Begriindung
fiir Thre Antwort:

a) Kann man ein regelméfiges 19-Eck mit Zirkel und Lineal konstruieren?

b) Ist 2> + x + 11 = 0 ( mod 370368) 15sbar?

c) Ist Z[z]| ein Hauptidealring?

d) Sei f(x) =2 + 19z + 57 € Q|z]. Ist die Restklasse von x'® +2 in Q|z]/(f) invertierbar?



