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Aufgabe 1 (Herbst1994). Gegeben seien a,b € Q. Zeigen Sie: Wenn es einen Korperisomorphismus
v :Q(Va) » Q(Vb)
gibt, dann gilt ¢ € (Q*)2.

Lésung. Angenommen /a € Q\0, also a € (Q*)?, dann ist Q(\/a) = Q. Gibt es einen Isomorphismus ¢
wie in der Angabe, so ist auch Q(v/d) = Q, das heikt v/b € Q 0, in anderen Worten b € (Q*)2. Zusammen

7€ (@)%
Sei also 0 # v/a ¢ Q, damit auch 0 # v/b ¢ Q Fiir jede natiirliche Zahl gilt
en)=p(l+...+1)=p(1)+-+¢(1) =n.
Also insbesondere p(a) = a. Schreiben wir ¢(y/a) = a1 + ag\/b. Also
a=p(a) = o(v/a)? = (a1 + aaVb)? = a2 + a2b + 2a1ax\V/b.

Da /b irrational ist, ist notwendigerweise ajas = 0. Angenommen as = 0, dann ist a = a%, Widerspruch
zur Irrationalitdt von \/a. Also ist a3 = 0 und

I(J,QEQ

SIS

rational. In anderen Worten

()

wie gewiinscht.

Dies beendet die Aufgabe. Wir bemerken noch, daf dies zeigt, daf § € (Q™)? eine notwendige Vorausset-
zung dafiir ist, daf ein Isomorphismus ¢ : Q(y/a) - Q(v/b) existiert.
Wir zeigen hier noch, daf es auch eine hinreichende Voraussetzung ist:

Sei % = r rational. Wir definieren

¢:Q(Va) » @(\/5)§ ay +ax/a - ay + CLQT\/E

und zeigen, daf dies ein Isomorphismus von Korpern ist. Da ¢ offensichtlich ein Isomorphismus von
additiven Gruppen ist, geniigt es zu zeigen, daf ¢ mit der Multiplikation kompatibel ist.

(a1 +azxv/a)(ay +a5/a))

(a1ay + azaba + (ajah + ajaz)v/a)
= ayd} +azaha + (ayab + aza)rV/b
= a1a) + agalyr?®b + (ayal + agal)rb
= (a1 +asrVb)(a} + abrV'b)
= p(a1 +axva)p(a) +ayv/a)
Aufgabe 2 (Herbst 2015). Sei K c L eine Korpererweiterung und seien «, 3 € L algebraisch iiber K.

Sei f das Minimalpolynom von « iiber K und g das Minimalpolynom von f iiber K. Zeigen Sie, daf f
irreduzibel {iber K () ist, genau dann, wenn g irreduzibel iiber K («) ist.

Lisung. Wir zeigen, daf g genau dann irreduzibel iiber K («) ist, wenn [ K (o, 8) : K] = deg(f) deg(g).-
, = “: Sei g irreduzibel iiber K(«). Da g € K[X] ¢ K(«)[X] normiert ist und g(8) = 0, ist g auch das
Minimalpolynom von f iiber K («). Es folgt

[K (e, B) : K(a)] = deg(g)-

Da f nach Voraussetzung das Minimalpolynom von « iiber K ist, gilt

[K () : K] = deg(f).
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Mit der Gradformel erhalten wir
[K(a,8): K] =[K(a,B): K(a)][K(a): K] =deg(g) deg(f).
, < “ Sei [K(a,B): K] =deg(g)deg(f). Wieder mit der Gradformel gilt

deg(g) deg(f) = [K(a, 8) : K] = [K(a, ) : K(a)][K(a) : K.

Wieder ist, da f nach Voraussetzung das Minimalpolynom von « iiber K ist,

[K () : K] = deg(f).

Da Z ein Integritétsring ist, also [K(«, 3) : K(«)] = deg(g). Das Minimalpolynom h von 8 iiber K(«)
mufs g teilen, denn g(8) = 0. Wire h ein echter Teiler von g, so wire [K (o, ) : K(«)] = deg(h) < deg(g),
Widerspruch. Also g = h. Insbesondere ist g irreduzibel iiber K («).

Genauso zeigt man, daf f genau dann irreduzibel tiber K («) ist, wenn [K(«, ) : K] = deg([f) deg(g).
Zusammen ergibt dies die gewiinschte Aussage.

Aufgabe 3 (Frithjahr 1985). Berechne die Grade der folgenden Koérpererweiterungen in R bzw. C:
(a) QcQ(V40).
(b) Qi) cQ(e¥).

Lésung. Zu (a): Es ist /40 € R und Q c Q(/40) c R. Das Element /40 ist Nullstelle des Polynoms
X7 -40 € Z[X] c Q[X]. Also ist /40 algebraisch iiber Q, und der Grad der Erweiterung Q c Q(/40) ist
der Grad des Minimalpolynoms f von ¥/40.

Das Minimalpolynom f teilt X7 —40. Aber X7 40 ist irreduzibel nach dem Eisensteinkriterium fiir p = 5,
denn 40 =5-23. Also ist f = X7 —40 und

[Q(%):Q] =deg(f)="1.

Zu (b): Esist e € C\R und Q c Q(i) c Q(e® ) c C. Das Element e ist eine 16* Einheitswurzel,
also Nullstelle des Polynoms X6 — 1 € Z[ X]. Dieses ist jedoch weder irreduzibel iiber Q, noch iiber Q(7).
Das Element e% erzeugt die Gruppe der 16%*" Einheitswurzeln ji16 = Z /16 Z. Ein solches Element nennt
man primitiv. Diese Elemente entsprechen genau den invertierbaren Elementen von Z /16 Z, also gibt es
|Z /16 Z* | = ¢(16) = 8 Stiick, wobei ¢ die Euler’sche o-Funktion ist. Das Minimalpolynom von e iiber
Q ist das 16 Kreisteilungspolynom, dessen NUllstellen sind genau die primitiven 16°°® Einheitswurzeln.
Da es 8 davon gibt, hat es Grad 8, und

[Q(e¥):Q] =8.

Andererseits ist auch i als NUllstelle des irreduziblen Polynoms X2+ 1 € Q algebraisch iiber Q, und damit
[Q(¢) : Q] = 2. Mit der Gradformel sehen wir

8=[Q(e¥): Q] =[Q(e¥): Q)] [Q) : Q]
also [Q(e%): Q()] = 4.

Aufgabe 4. Seien p,q € N verschiedene Primzahlen. Man bestimme das Minimalpolynom von \/p +./q
iiber Q.

Lésung. Sei a = ./p+./q. Wir berechnen a?, 16sen nach ./pq auf, und uadrieren nochmal. Dies ergibt ein
Polynom vom Grad 4:

f=X"=20p+q)X*+ (p-q)* e Q[X].
Das Mnimalipolynom von « teilt f. Wir zeigen, daf f irreduzibel ist.
Zunichst beweisen wir, dak Q(\/p+/q) = Q(\/p./q)- Es ist klar, daf \/p+./q € Q(\/P, /7). Andersherum
ist \/p-/q= \/gjr(\]/a € Q(\/p+ /q) also auch \/p,/q € Q(/p +/4)-
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Als néchstes zeigen wir, daf die Erweiterung Q(./p,+/q)/ Q Grad 4 hat. Nach Aufgabe 2 sind Q(/p) und
Q(+/q) nicht isomorph. Beide haben Grad 2 iiber Q, denn X2 - pund X? - ¢ sind Minimalpolynome von
/P bzw. \/q (da sie normiert sind und irreduzibel nach Eisenstein). Es gilt

Qe Q(vp) € Qvp: Va) = (VP V4l

Das Minimalpolynom von /g iiber Q(,/p) muf X?2—q teilen, hat also Grad 1 oder 2. Nach der Gradformel

ist [Q(v/p,va) : Q] = [Q(/P, @) : Q(/P)I[Q(/P) : Q] € {2,4} Wiire es = 2, also \/g € Q(\/p), damit
Q(v/q) = Q(y/p) Widerspruch. Also ist [Q(\/p,/q) : Q] = 4.

Aufgabe 5 (77). Sei K c L eine Korpererweiterung, seien «, 8 € L gegeben, so daf a+3 und af algebraisch
iber K sind. Man zeige, daf « und g algebraisch {iber K sind.

Lisung. Da a+ § und «af algebraisch iiber K sind, ist M = K[a + 3,a8] = K(a + 8,af) endliche und
damit algebraische Erweiterung von K. Betrachte das Polynom

f=(X-a)(X-8)=X?-(a+B)X +aB e M[X].

Es gilt f(«) = f(8) =0. Also sind « und 8 algebraisch iiber M. Also ist M[«, 3] = M («, 3) endliche und
damit algebraische Erweiterung von M. Nach der Transitivitit algebraischer Erweiterungen ist also auch
M]Ja, B]/K algebraische Korpererweiterung. Also sind « und 8 algebraisch {iber K.

Aufgabe 6. Ist der Korper C(¢) der rationalen Funktionen iiber C algebraisch abgeschlofen?

Lésung. Wire der Korper C(t) algebraisch abgeschlossen, so hiitte das Polynom X2 -t eine Wurzel in
C(t). In anderen Worten, es gébe Polynome P, Q € C[t] mit

2

Aber dies ist unmdoglich, da in der Zerlegung in irreduzible Polynome auf der linken Seite, die irreduziblen
Faktoren nur in gerader Potenz vorkommen, wihrend auf der rechten Seite auch irreduzible Faktoren in
ungerader Potenz vorkommen, ndmlich ¢. Aber die Zerlegung in irreduzible Elemente in dem faktoriellen
Ring C[t] ist eindeutig, Widerspruch.
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