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Aufgabe 1 (Frithjahr 1985). Seien R ein kommutativer Integritdtsring und a,b € R mit b # 0. Beweise
die Aquivalenz folgender Aussagen:

(a) Es gibt ¢,d € R mit d # 0, § = § (im Quotientenkdérper von R) und Rc + Rd = R.
(b) Ra + Rb ist ein Hauptideal.
Lisung. (a) = (b): Nach Voraussetzung ist ad = bc (da R integritétsring ist) und es gibt 71,72 € R mit
ric+ rod = 1. Dann ist
a=a-1=a(ric+rad) = riac+ read = riac + robe = c(ria + r3b)
b="b-1="0b(ric+rad) = ribc + robd = r1ad + robd = d(ria + r2b)

Es folgt, daf das Ideal Ra + Rb = (a,b) von dem Element & = r1a + 72b erzeugt wird, denn nach obiger
Rechnung ist a,b € (£), also (a,b) C (§), und (£) C (a,b) ist klar.

(b) = (a): Ist Ra+ Rb ein Hauptideal, dann gibt es £ € R mit (§) = R{ = Ra+ Rb = (a,b). Insbesondere
gibt es ¢,d € R mit a = ¢ und b = d§, und da b # 0 ist auch d # 0 und £ # 0. Also ist

ad€ = bck
und mit der Kiirzungsregel in Integritétsringen ist

ad = be.

Also stimmen die Aquivalenzklassen § und § iiberein.

Da £ in dem Ideal Ra + Rb liegt, gibt es 71,72 € R mit £ = rya + r2b. Einsetzen von a = ¢£ und b = d¢
ergibt
E=ria+rob=r1c€ + rod€
und Kiirzen, da £ # 0
1 =7ric+ raod.

Also ist R = Re + Rd.
Aufgabe 2 (Herbst 1987). Man zeige: Der Korper Q enthélt keinen echten Unterkorper.

Lésung. Sei K — Q ein Unterkorper von Q. Also sind 0,1 € K. Es folgt, daf 2 = 1 4+ 1 # 0 ebenfalls
in K ist. Angenommen n € K. Dann ist n+1 = (1 + ...+ 1) + 1 nach Induktion ebenfalls in K. Es
folgt N C K. Da (K,+) eine abelsche Gruppe ist, ist fiir n € N auch das additive Inverse —z € K. Es
folgt Z — K, und dies ist ein Ringhomomorphismus. Das Bild der multiplikativ abgeschlofsenen Menge
S = Z\{0} unter diesem Ringhomomorphismus ist in K\{0} = K* enthalten. Nach der universellen
Eigenschaft von Quotientenringen, gibt es also einen eindeutigen Ringhomomorphismus Q — K, so daft

das Diagramm
K

kommutiert. Dieser ist invers zu K < Q. Also ist K = Q.

Z

Q

Aufgabe 3. Sei A= {2 ; m € Z,n € 2N+1}. Zeigen Sie, daR (A, +,-) ein Ring ist und bestimmen Sie
seine invertierbaren Elemente.

Lésung. A ist ein Unterring von Q: Sei x = 7>,y = ’:—,/ € A. Dann ist

/ /

mn' —m/n
rT—y=——
nn
mm'’
Ty = ;
nn

Dan,n’ =1 mod 2 ist auch nn’ =1 mod 2, also z — y,zy € A. Aufserdem 1 = % € A, insbesondere ist
A+ o.
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Die Inversen von A: Sei x = 7* € A invertierbar, also gibt es y = % mit zy = 1, das heifit

mm’ mm’

nn' nn'

oder mm’ = nn’. Da nn/ ungerade ist, gilt das insbesondere auch fiir m.

Ist andererseits x = ™ € A mit m undgerade, dann ist y = > € A (falls m > 0 und y = = € A falls
m < 0). Und 2y = 1, also ist z invertierbar.

Insgesamt: die invertierbaren Elemente von A sind genau die 7 mit m € Z, n € N, m, n ungerade.

Bemerkung: Die ungeraden ganzen Zahlen sind S = Z\(2). Also ist A genau der Ring
T T
ZS:Z(Q):{f; TEZ,SGS}:{*; r,sGZ,2J(s}.
s s

Aufgabe 4 (Friithjahr 1997). Sei R ein Integrititsring mit Primring Z /(p), p > 0. Zeigen Sie, daf die
Abbildung
F:R— Rz 2P

ein Ringhomomorphismus ist (der Frobenius).

Lisung. Es ist klar, dafs F'(1) = 1 ist und fiir alle z,y € R gilt F(xy) = (zy)? = 2Py? = F(x)F(y), denn
R ist kommutativ. Weiterhin berechnet man fiir z,y € R

Flr+y) = (z+y)
P D p—1 »
k p—k _ k, p—k
> (D)etwt e e X (7)ot
k=0 k=1
Es geniigt nun nach dem vorherigen Beispiel zu zeigen, daf p|(?) fiir k = 1,...,p— 1. Nach Definition von

(2) gilt die Gleichheit
= (P) ko (p— R
p! ( i El-(p—k)!

Da offensichtlich p|p!, aber p{ k! und p t (p — k)!, und p eine Prmzahl ist, mufs p (i) teilen. Damit ist
Zz;i (P)a*y?=F =0 und F(z +y) = 2P + y? = F(x) + F(y).

Aufgabe 5 (Herbs 1974). (a) Sei K ein Korper der Charakteristik # 0. Zeigen Sie, daf dann die addi-
tive Gruppe von K nie isomorph zur multiplikativen Gruppe K* sein kann.

(b) Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Beweisen Sie, daff dann die additive Gruppe von K nie
isomorph zur multiplikativen Gruppe K* sein kann.

Lésung. Zu (a): Es ist char(K) = p eine Primzahl. Der Primkérper Ky von K ist isomorph zu F, =
7 IpZZ.
Wir bemerken zunéchst, daf fiir alle z € K gilt pz =0, denn pr =p(1-2) =(p-)a=0-z =0.
Angenommen (K, +) und (K \ {0},) wéren isomorph (als Gruppen), das heiflt es gébe einen Gruppeni-
somorphismus
v KX > K
Es gilt fiir z,y € K \ {0}
Yz y) = v(x) +¥(y)
Insbesondere ist
P(aP) = py(z) =0

Also enthélt ker(¢) alle Elemente der Form xP. Wir miissen nun ausschlieffen, daf alle 2? trivial sind.
Fiir F, gilt nach dem kleinen Satz von Fermat 2? = x fiir alle x € F,,. Also gilt dies auch fiir Ky = F,,.
Das heifit ker(¢)) enthélt alle x € K, damit ist ¢ nicht injektiv, also kein Isomorphismus.

Zu (b): Sei char(K) = 0, dann ist Ky = Q.
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Angenommen es gibe einen Gruppenisomorphismus
P KX — K.

Wieder gilt 1 (z - y) = ¥(z) + ¥(y). In Q und somit auch in Ky und in K gilt —1 # 1 und (—1)% =
(=1)- (—1) =1. Also ist
0=19(1) =9((-1)%) = 2¢(-1)

und es folgt ¥(—1) = 0. Und damit ist ¢ nicht injektiv, also kein Isomorphismus.
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