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Aufgabe 1 (Frithjahr 2015). Ein Ring R mit Eins heifit idempotent, wenn a - @ = a fiir alle a € R gilt
Beweisen Sie:

(a) —1=1in R.
(b) Jeder idempotente Ring ist kommutativ.

(c) Jeder idempotente Integritéitsbereich is isomorph zu Fs, dem Korper mit zwei Elementen. (Dies
werden wir spater besprechen.)

Lisung. Zu (a): Fiir beliebige x,y € R gilt wie in jedem Ring zy = (—z)(—y), denn
(—2)y+ay=((-2)+2) y=0-y=0=2-0=2-((-y) +y) = x(-y) +zy.
das heiflt —zy = (—2)y = z(—y), und damit
zy = —(—wy) = —(x(=y)) = (=2)(=y).
Also insbesondere 1-1 = (—1)(—1) und wegen Idempotenz folgt
1=1-1=(-1)(-1) = —1.
Zu (b):Um die Kommutativitit zu zeigen, betrachten wir fiir z,y € R
cty=(@+y)’ =" +aoytyrt+y’=s+aoytyrty.
Nach Subtraktion von z und y auf beiden Seiten erhilt man 0 = zy+yx, also yr = —zy = (—1)zy = 1-zy.

Aufgabe 2 (Herbst 1999). Die Menge Z? ist ein Ring beziiglich komponentenweiser Addition und Mul-
tiplikation. Wir untersuchen hier seine Ideale.

(a) Sei I <Z? ein Ideal und

I = {z€Z|(2,0)€l}
L = {yeZ|(0,y)el}
Man zeige, daft I; und I Ideale von Z sind.
(b) Man zeige I = I; x Is.
(c) Man bestimme die Ideale von Z?

€l,also 0 € I.

Lisung. Zu (a): I is nicht-leer, da (0, 0)
(y,0) € I, also (z —y,0) = (x,0) — (y,0) € I, da I C Z* ein Ideal

Sei z,y € I; und k € Z. Dann ist (z,0),
ist. Es folgt x —y € I1.

Weiter ist fiir [ € Z beliebig (kz,0) = (k,1)(z,0) € I, also kx € I.

Ahnlich fiir I.

Zu (b): Sei (z,y) € I, x I. Dann ist (x,0),(0,y) € I. Also (z,y) = (2,0) + (0,y) € I, und damit
Iy x Iy C 1.

Andererseits ist fiir (x,y) € I auch (z,0) = (1,0)(x,y) € I und (0,y) = (0,1)(z,y) € I, also x € I; und
y € I». Damit (Z‘,y) e€li xIround I C I; x I».

Zu (c): Wir wissen, dak die Ideale von Z genau die Untergruppen sind, also gibt es a,b € Z mit Iy = aZ
und I, = bZ. Wir folgern, daR jedes Ideal von Z? die Form I = aZ xbZ = (a,b) Z* hat.

Aufgabe 3 (77). Sei A € M, (R) eine n x n-Matix iiber den reellen Zahlen. Sei
Ka:={M € M,(R) | AM = MA}

die Menge der mit A vertauschbaren Matrizen.
Zeigen Sie, dafk K 4 eine R-Agebra ist.
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Lésung. Die Menge K aist ein Unterring des Matrizenrings M,,(R): sie enthélt die Einheitsmatrix F,, (und
die Nullmatrix 0,), und fiir B,C € K4 gilt

(B—C)A = BA—CA = AB—AC = A(B—C) und (BC)A = B(CA) = B(AC) = (BA)C = (AB)C = A(BC)

also B—C € Ky und BC € K 4.
Des weiteren definiert die Abbildung

p:R—= Ky, a— aFE,

einen Ringhomomorphismus mit im(¢) C Z(K4), denn

©(0) =0,
(1) = E,
pla+B) = (a+ B)E, = aby, + BE, = p(a) + ¢(B)
pla-B) = (a-B)E, = aE, - BE, = ¢(a) - ¢(B)
im(p) C Z(My,(R))

Aufgabe 4 (Herbst 1978). Sei E eine Menge und A = P(FE) ihre Potenzmenge mit den Verkniipfungen

E\AE;={e€ E|e€ EyUEse¢ EyNEy}

EiNEy
(a) Man zeige, dal (A, A,N) ein kommutativer Ring ist.
(b) Sei E endlich und E’ C E. Man zeige, dak I = P(E’) ein Ideal von A ist.
(

(c

d

)
)
) Sei andererseits I ein Ideal von A. Sei X,Z € T und Y C X. Man zeige Y € T und X U Z € I.
) Man zeige, dal es E' C E gibt, so dak I = P(F’).

)

(e

Sei E' unendlich. Man zeige, dass die Menge der endlichen Teilmengen von E ein Ideal von A bilden,
das nicht on der Form P(E’) ist.

Lisung. Zu (a): Man muf die Axiome nachpriifen, da A kein Unterring eines bekannten Rings ist. Es ist
klar, dafs A und N Verkniipfungen A x A — A definieren, da E1AF, C Eund F1 N FEs C E.
Wir zeigen, daft (A, A) eine abelsche Gruppe ist:

o Kommutativitit: B AFEy = E5AE; nach Definition.
e Assoziativitit:
(E\AE;)AE; ={e€ E | e € (E1AE;) U Es, e ¢ (EyAE>) N Es}
={e€E|ec EyUE,UFEs,e¢ EyNE;UE; N E3UE; N Es}
E1A(E2AFEs) ={e€ E | e € E1A(E2UE3),e ¢ E1 N (E;AE3)}
:{GGE ‘ e€c Fy UEQUEg,e¢E10E2UE1QE3UE20E3}

Neutrales Element:

GAE' ={ecE|ec FUg=F,e¢ ENo=0}=F

Inverses Element:
EF'AE' ={ecE|ecFUE =FE,e¢ FENE =F}=0

Wir zeigen, daf (A4,N) ein kommutatives Monoid ist:
e Kommutativitat: klar.

e Assoziativitit: klar.
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e Neutrales Element: E' N E = E'.
e (Aufierdem ist A = P(FE) idempotent: E' N E' = E'.)
Wir zeigen das Distributivgesetz:

(E1AE;)NEs={e€ E | e€ (E1UEy)NE3,e ¢ Ey N E,}
:{GGE | e c (ElmEg)U(E30E3)7€¢ (El ﬂEg)m(EgﬂEg;) = (ElmEg)A(EgﬂEg)

Zu (b): Wie oben sieht man, daff P(E’) eine abelsche Gruppe ist, also insbesondere eine Untergruppe
von P(FE). Weiter ist fiir X € P(E') und Y € A

XNYCXCE

also X NY € P(E).
Zu (c):Sei X e Tund Y C X, alsoY € A. Da I ein Ideal von A ist,ist Y =Y NX € I.
Sei X,Z € I, setze X1 = X \ Z, dann sind X; und Z disjunkt, und es gilt

XUZ=X1UZ=XAZel,

da X7 C X € I und I ein Ideal ist.

Zu (d): Sei E’ die Vereinigung aller Elemente in I. Natiirlich ist E' C F eine endliche Menge, und mit
Iduktion folgt nach (c), daf E’ € I. Nach (c) is auch klar, daf P(E’) C I. Aber wenn X € I ist, ist auch
X C E/, also X € P(E'). Damit I = P(E").

Zu (e): Die Menge der endlichen Teilmengen ist ein Ideal von A: diese Menge enthélt die leere Menge
und ist abgeschlossen unter A und fiir X € A und eine endliche Teilmenge Y C E ist X NY endlich.

Sie ist nicht von der Form P(FE’): Angenommen dies wiire der Fall. Dann wire fiir z € F und X = {z}
auch X € P(F’), das heift z € E’, in anderen Worten E = E’. Aber da das Ideal nur die endlichen
Teilmengen von E enthilt, kann es nicht P(E) sein.

Aufgabe 5 (Herbst 1975). Sei R ein endlicher kommutativer Ring (nicht notwendig mit 1). Beweisen Sie,
dafs jedes Element = € R eine der drei folgenden Aussagen erfiillt:

(a) z ist 0 oder nilpotent,
(b) z ist eine Einheit in R,
(c) eine Potenz von x ist idempotent.

Lésung. Angenommen z € R ist nicht null, nicht nilpotent, und keine Einheit. Betrachte die Menge
{z,2%,2%,...} CR.

Da R endlich ist, ist auch diese Menge endlich, und es gibt a < b € N mit 2% = 2. Sei b = a +r. Dann ist

ma _ xa—i—r _ xaxr _ xa—i—rmr _ xa+2r - = xa+kr

fir alle k£ € Ny und

na _ x(n—l)axa (n—l)ama+kr — xna—i—kr.

T =z
Wiéhlen wir also n = r und k = a, so erhalten wir

xra — xra+ar — xarxar.
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