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Zusammenfassung

Die Geometrie der euklidischen Ebene hat eine lange Tradition in der bildenden
Kultur und wurde schon zur Zeit der Griechen genutzt um den Geist zu schirfen
und das Denken und Debattieren zu iiben. Bei der Geometrie ist es wie bei vie-
len anderen Fertigkeiten, wie Klavier spielen oder Radahren: Um sie sich wirklich
anzueignen, geniigt es nicht, sich theoretisches Wissen anzueignen, sondern man
mufl Geometrie betreiben. Dieses Skript ist als Unterstiitzung in der Vorlesung zur
Elementargeometrie fiir das Selbststudium gedacht.
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1 Mathematik fiir das Leben?

Der Gegenstand dieser Vorlesung ist die Geometrie, einer der éltesten Zweige der Ma-
thematik. Genauer werden wir uns mit der Geometrie der Ebene, und noch genauer mit
der euklidischen Geometrie beschéftigen.

1.1 Die Urspriinge der Geometrie

Das Wort Geometrie kommt uas dem griechischen und bedeutet , Vermessung der Erde“.
Ausgrabungen prihistorischer Kulturen erzidhlen schon eine frithe Geschichte der Geo-
metrie. Auch die mit den ersten Hochkulturen entstehenden Schriftsprachen iiberliefern
geometrisches Wissen aus Baukunst, Handwerk, Landwirtschaft und Astronomie. Die
Mathematik erfiillte in solchen Kulturen, wie zum Beispiel der der Agypter oder Ba-
bylonier oft einen praktischen Zweck: wieviele Steinblocke mufl man fiir die Pyramiden
anfertigen, wie teilt man eine Ernte auf, wie grof§ ist ein Acker, wann kommt die néchste
Niliiberschwemmung, wieviel Fliissigkeit pafit in ein Gefaf}, wieviel Erde ergibt sich beim
Auskoffern eines Bewiisserungsgrabens, etc. Nur selten wurde der Versuch unternommen,
die Mathematik zu begriinden oder logisch herzuleiten.

Anders bei den Griechen. Das Messen von Langen, Flachen oder Winkeln interessiert die
griechischen Mathematiker iiberhaupt nicht. Wéahrend es sich nicht sicher klaren lasst,
warum manche Griechen begannen, geometrische Aussagen zu hinterfragen, scheint es
naheliegend zu sein, daf} die griechische Philosophie- und Diskussionskultur eine entschei-
dende Rolle spielte. In Streitgespréichen wurden immer schirfere Mafistéabe entwickelt,
immer mehr Aussagen wurden hinterfragt und man begann Argumente auf logische Feh-
ler zu untersuchen. Diese konstruktive Skepsis machte auch vor der Mathematik nicht
halt, die also Moglichkeit gesehen werden konnte, seinen Geist zu schérfen. Thr zentra-
les Anliegen war also das geordnete Denken entlang festgelegter Schlufifolgerungsregeln,
damit man dann irgendwann, nach mehreren Jahren, reif ist fiir das Studium der Phi-
losophie.

Dies macht die griechische Geometrie so einzigartig im Vergleich zu anderen Kulturen.
Wenn also die Kinder heute Schwierigkeiten haben, den Wert der mathematischen Logik
zu erkennen, kénnen wir uns trosten mit der Beobachtung, dafl praktisch alle anderen
Hochkulturen diesen auch nicht erkannten.

1.2 Erwartungen an den Mathematikunterricht

Da wir im Laufe unseres Lebens einen grofien Teil unserer Zeit in Bildungseinrichtungen
verbringen, sei es in der Schule, in der Ausbildung, im Studium, etc. scheint es ange-
bracht zu erwarten, dafl diese Zeit sinvoll verbracht werden sollte. Schiiler, Studenten
und Lernende im Allgemeinen sollten etas aus dieser Zeit mitnehmen, am besten etwas,
das sie im Leben weiterbringt. Umgekehrt heifit das, dal wir als Lehrer und Dozenten
den Unterricht bezihungsweise die Vorlesung so gestalten sollten, daf3 dies moglich ist,
natiirlich in einem gewissen Rahmen, der uns vom Lehrplan oder Studienplan vorgege-
ben wird.

Was kann man in dieser Hinsicht vom Mathematikunterricht oder Mathematikstudium
erwarten? Wahrscheinlich zumindest die folgenden Punkte:

o Wenn Sachinhalte vermittelt werden, sollten diese einen Wert haben.
Sachinhalte konnen unter anderem einen Wert haben, wenn sie fiir Anwendungen
relevant sind (z.B. Prozentrechnen), wenn sie Werkzeuge fiir andere Wissenschaften
bilden (z.B. Vektorrechnen fiir die Physik), oder wenn Vernetzungen mit anderen
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Gebieten hergestellt werden (z.B. Bruchrechnen zur Musiktheorie). Elementargeo-
metrie fillt selten in diese Kategorie.

e Mathematik kann die Kunst des klaren Denkens schulen.

Das schlieit die Fahigkeit ein auf begriindete Weise Sinn und Unsinn zu unterschei-
den, was in Verantwortungspositionen eine wiinschenswerte Kompetenz darstellt.
Ein wichtiger Aspekt der Mathematik ist es, Aussagen zu beweisen. Das finden
oder verstehen von Beweisen kann somit als Training des Denkens und Argumen-
tierens gesehen werden. Die Elementargeometrie eignet sich hier besonders, da
man sich mit Skizzen leichter iiber das Problem und die Fragestellung Klarheit
verschaffen kann.

o Mathematik kann die Kunst des klaren Redens vermitteln.

Dieser Punkt héngt eng mit dem vorherigen zusammen. Sich klar ausdriicken zu
konnen ist nicht nur in der Wissenschaft sonder fast iiberall im téglichen Leben
wichtig. Dazu gehort ein Gespiir, dafl jedes Wort eine Bedeutung besitzt, ent-
sprechend der es dann auch eingesetzt wird. In der Mathematik lernen, dafl De-
finitionen etwas wertvolles sind, weil man sich daran festhalten kann, und davon
ausgehend seine Argumente prasentieren kann. Insbesondere fiir die schwécheren
Schiiler (aber auch fiir alle anderen) ist es wichtig, mit maximaler Klarheit zu
unterrichten und einen Sachverhalt mal richtig auf den Punkt zu bringen.

o Mathematikunterricht soll die mathematische Fachkultur vermitteln.

An der Schule und der Universitét gibt es viele Tétigkeiten, die keinen direkten
praktischen Nutzen fiir die berufliche Zukunft der Schiiler und Studenten hat, wie
etwas Gedichtinterpretationen, chemische und physikalische Experimente, Muse-
umsbesuche, Zoofithrungen, verschiedene Sportarten, etc. Die Schule soll jedoch
eine verniinftige Auswahl des Wissens der Menschheit an die néichste Generati-
on weitergeben, sonst geht dieses Wissen irgendwann verloren. Zu dieser Auswahl
gehort ein authentischer Einblick in unterschiedliche Wissenschaften. Mathemati-
ker arbeiten mit Beweisen, also gehoren einige Beweise in die Schule. Die Kunst
der Didaktik besteht in einer klugen Auswahl der zu behandelnden Beweise. Geo-
metrische Beweise eignen sich dafiir besonders gut.

e Schule soll Menschen stark machen.

Das ist wahrscheinlich ein Punkt, auf den sich alle verstéindigen kénnen. Doch wie
kann Mathematikuntrericht dazu einen Beitrag leisten? Menschen werden stark,
wenn sie merken, daf} sie durch eigenes Handeln, Anstrengung und Ausdauer et-
was erreichen konnen, daraus entsteht dann Selbstvertrauen. Wir sind kein Stiick
Treibholz, das von den Gewalten des Ozeans herumgeworfen wird, sondern wir
konnen einen eigenen Weg wihlen und dann auch gehen. Nichts motiviert einen
Menschen stérker als ein Erfolg, vorausgesetzt, dafy diesem Erfolg eine Anstrengung
vorausging. Die Kunst besteht nun darin, als Lehrer oder Dozent die passenden
Aufgaben zu finden, mit denen dies erreicht werden kann. Wir schauen uns an, was
die schwerste Aufgabe ist, die der Schiiler ohne Hilfe bewéltigen kann, und was die
schwerste Aufgabe ist, die er mit Hilfe schafft. Und in dieses Intervall zielen wir
hinein, wenn wir Aufgaben suchen.

Es gibt vier tiberfachliche Kompetenzen, die in die Punkte oben hineinspielen: Lernen,
Begriinden, Kommunizieren, Problemlosen. Diese Kompetenzen heiflen iiberfachlich,
weil sie zwar im Mathematikunterricht vermittelt werden, aber aus dem Fach Mathe-
matik herausgreifen und fiir das allgemeine Leben relevant sind.
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1.3 Aufgaben

Aufgabe 1.1. Versuche eine moglichst genaue Formulierung des Innensummenwinkel-
satzes im Dreieck anzugeben.

Aufgabe 1.2. Ein gingiger Schulbeweis des Innenwinkelsummensatzes des Dreiecks
scheint zu sein, dafl man einen Bleistift an eine Kante des Dreiecks anlegt, um jede Fcke
schiebt, bis er wieder an der urspriinglichen Stelle ankommt, und dann beobachtet, daf}
er sich um 180° (oder das Winkelmaf 7) gedreht hat.

Begriinde, dafl dieser Beweise logisch nicht zuléssig ist, und iiberlege Dir, wie man ihn
retten kann.

Hinweis: Wende dasselbe Prinzip auf andere Polygone an. Was konnen wir beobachten?
Was ist die stdarkste Aussage, die wir daraus folgern konnen? Kann man das in eine
Formel schreiben? Welche Schranke erfillt jeder einzelne Innenwinkel eines Dreiecks?
Konnen wir diese Aussage verwenden?
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2 FEuklid’s Elemente

Es ist fast nichts von Euklid’s Leben bekannt — er lebte ungefidhr 300 v.Ch., nach Plato
und vor Archimedes — jedoch haben wir mehr seiner mathematischen Schriften, als
eines jeden anderen antiken Mathematikers. Sein wohl bekanntestes Werk, die Elemente
(Stoicheia) ist eine Sammlung von dreizehn Einzelbiichern und bildet die Grundlage der
Geomtrie und somit dieses Kurses. Seine weiteren Werke sind Data, Porisma, Pseudaria,
Uber die Teilung von Figuren, Oberflichenorter, Kegelschnitte. Nicht alle seiner Biicher
sind tiberliefert, einige gelten als verschollen, andere Werke werde ihm félschlicherweise
zugeschrieben.

2.1 Euklid’s Axiomensystem

In den Elementen versucht Euklid die Geometrie axiomatisch, als eine deduktive Wis-
senschaft aufzubauen. Fiir uns interessant ist das erste Buch, das sich mit der Ebenen
Geometrie beschiftigt. Hier fangt er mit 23 Definitionen, 5 Axiomen und 5 Postulaten
an.

2.1.1 Definitionen

Ein Axiomensystem sollte mit einer Liste von Termen beginnen, die es verwendet. Zuerst
werden primitive Begriffe definiert, deren Bedeutung von Eigenschaften kommt, die
in den Axiomen und Postulaten verwendet werden. Dann werden aufbauend auf den
primitiven Begriffen weitere Begriffe eingefiihrt.

Ein Punkt ist, was ohne Teil ist.

FEine Linze ist breitenlose Linge.

Die Enden einer Linie sind Punkte.

Gerade ist eine Linie, die zu den Punkten auf ihr gleichméfig liegt.

Eine Fldche ist, was nur Lénge und Breite hat.

Die Enden einer Fléche sind Linien.

Eben ist eine Fldche, die zu den geraden Linien auf ihr gleichméBig liegt.

Ein ebener Winkel ist die Neigung zweier Linien in einer Ebene gegeneinander,
die einander treffen, ohne einander gerade fortzusetzen.

(D9) Wenn die den Winkel umfassenden Linien gerade sind, heifit der Winkel geradlinig.

(D10) Wenn eine gerade Linie, auf eine gerade Linie gestellt, einander gleiche Nebenwin-

kel bildet, dann ist jeder der beiden gleichen Winkel ein Rechter; und die stehende
gerade Linie heifit senkrecht zu (Lot auf) der, auf der sie steht.

Stumpf ist ein Winkel, wenn er grofler als ein Rechter ist.
Spitz ist ein Winkel, wenn er kleiner als ein Rechter ist.
Eine Grenze ist das, worin etwas endigt.

Eine Figur ist, was von einer oder mehreren Grenzen umfafit wird.
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(D15) Ein Kreis ist eine ebene, von einer einzigen Linie umfafite Figur mit der Eigen-
schaft, daf3 alle von einem innerhalb der Figur gelegenen Punkte bis zur Linie
laufenden Strecken einander gleich sind.

(D16) Und Mittelpunkt des Kreises heifit dieser Punkt.

(D17) Ein Durchmesser des Kreises ist jede durch den Mittelpunkt gezogene, auf beiden
Seiten vom Kreisumfang begrenzte Strecke; eine solche hat auch die Eigenschaft,
den Kreis zu halbieren.

(D18) Ein Halbkreis ist die vom Durchmesser und den durch ihn abgeschnittenen Bogen
umfafite Figur.

(D19) Geradlinig von Strecken umfafite Figuren: dreiseitige die von drei, vierseitige die
von vier, vielseitige die von mehr als vier Strecken umfafiten.

(D20) Von den dreiseitigen Figuren ist ein gleichseitiges Dreieck jede mit drei gleichen
Seiten, ein gleichschenkliges jede mit nur zwei gleichen Seiten, ein schiefes jede
mit drei ungleichen Seiten.

(D21) Weiter ist von den dreiseitigen Figuren ein rechtwinkliges Dreieck jede mit einem
rechten Winkel, ein stumpfwinkliges jede mit einem stumpfen Winkel, ein spitz-
winkliges jede mit drei spitzen Winkeln.

(D22) Von den vierseitigen Figuren ist ein Quadrat jede, die gleichseitig und rechtwinklig
ist, ein ldngliches Rechteck jede, die zwar rechtwinklig aber nicht gleichseitig ist,
ein Rhombus jede, die zwar gleichseitig aber nicht rechtwinklig ist, ein Rhomboid
jede, in der die gegeniiberliegenden Seiten sowohl als Winkel einander gleich sind
und die dabei weder gleichseitig noch rechtwinklig sind; die iibrigen vierseitigen
Figuren sollen Trapeze heiflen.

(D23) Parallel sind Geraden, die in derselben Ebene liegen und sich auch bei Verldngerung
nach beiden Seiten ins Unendliche nicht treffen.

Einige dieser Definitionen sind etwas verworren oder gar esoterisch formuliert. Sie sind
wohl aus dem Wunsch heraus entstanden, die Realitét in einem logisch abgeschlossenen
System abzubilden. Nehmen wir einmal die Definition eines Punktes, sie hat sich im
Laufe der Zeit folgendermaflen entwickelt:

Plato, ca. 380 v. Chr.: Fin Punkt ist der Anfang einer Linie.

Aristoteles, ca. 340 v. Chr.: Ein Punkt ist eine unteilbare Finheit, die eine Position
besitzt.

Euklid, ca. 325 v.Chr.: Was keine Teile hat, ist ein Punkt.

Heron, ca. 50 n. Chr.: Fin Punkt ist, was keine Teile hat oder eine Begrenzung ohne
Dimension oder die Grenze einer Linie.

Simplicius, 6.Jh.n. Chr.: Punkte sind Anfinge von Grdifien und das, woraus diese
erwachsen. Weiterhin sind Punkte die einzigen Objekte, die iber eine Position
verfiigen.

Offenbar geniigt keine dieser Definitionen den Anspriichen logischer Exaktheit. Sie stel-
len eher Versuche dar, den Begriff Punkt zu beschreiben. Fiir die Verwendung in ma-
thematischen Beweisen sind alle diese Definitionen ungeeignet. Das muf} bereits Euklid
bemerkt haben, da er bei Beweisen nie Definitionen benutzt, sondern immer auf Postu-
late und Axiome zuriickgreift.
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2.1.2 Postulate

Jedes der Postulate ist eine Aussage die ohne Beweis akzeptiert wird, und in diesem
Sinne ein Axiom. Wihrend Euklid dies nicht explizit erwdhnt, so wird doch klar, dafl
alle Postulate fiir die Geometrie einer Ebene gedacht sind.

(P1) Von einem Punkt zu einem anderen Punkt kann man eine Strecke ziehen.
(P2) Man kann eine Strecke zu einer Geraden verldngern.

(P3) Man kann einen Kreis mit jedem gegebenen Radius und jedem gegebenen Mittel-
punkt ziehen.

(P4) Alle rechten Winkel sind einander gleich.

(P5) Wenn bei einer Geraden, die zwei andere Geraden schneidet, die Summe der beiden
Innenwinkel (Nachbarwinkel) an der gleichen Seite kleiner ist als die Summe von
zwei rechten Winkeln, so werden sich die beiden Geraden auf der Seite schneiden,
an der sich diese beiden Winkel befinden.

Die ersten drei der Postulate sind Forderungen an die Konstruierbarkeit. Diese bilden
insbesondere die Grundlage der Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Das vierte Po-
stulat befasst sich mit einer Gréfle und ist die Grundlage der Winkelmessung. Unter
diesem Aspekt ordnet es sich eher in die Liste der ,,Axiome* die im néchsten Abschnitt
folgt ein.

Das letzte Postulat wird oft Parallelenaxiom genannt, da man mit ihm Eigenschaften
paralleler Linien beweisen kann. Es ist historisch gesehen das umstrittenste. Alle Versu-
che, dieses Postulat aus den anderen zu beweisen, waren gescheitert, sodafl der Wunsch
aufkam, Modelle fiir Geometrien zu entdecken, in denen dieses Axiom nicht gilt. Dies
fiihrte zur sogenannten nicht-euklidischen Geometrie.

2.1.3 Axiome

Was hier Axiome genannt wird, bezieht sich auf Groflen verschiedener Art. Das hat nicht
unbedingt etwas mit Grofenmessung zu tun, ist aber eine Grundlage dafiir. Stattdessen
werden Strecken, Winkel und Figuren selbst als Gréflen angesehen. Die Formulierung
der Axiome ist allerdings allgemeiner, so daf sie als Grundlage der abstrakten Algebra
aufgefasst werden kann.

A1) Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.

A2) Wenn Gleichem Gleiches hinzugefiigt wird, sind die Ganzen gleich.

(
(
(A3) Wenn von Gleichem Gleiches weggenommen wird, sind die Reste gleich.
(A4) Was einander deckt, ist einander gleich.

(

A5) Das Ganze ist grofler als der Teil.

Groflen der gleichen Art kénnen verglichen, addiert und subtrahiert werden, aber Gréflen
verschiedener Art nicht. So kann man keine Linie zu einem Rechteck addieren, und keinen
Winkel mit einem Fiinfeck vergleichen.

Man kann argumentieren, dafl die Axiome nicht vollstindig sind. In der Tat verwendet
Euklid Eigenschaften von Gréflen, die er vorher nicht auffithrt oder beweist. Eine zentrale
darunter, die mehrmals verwendet wird und als Axiom hétte genannt werden sollen, ist
das
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Prinzip der Trichotomie. Fiir zwei Gréfien der gleichen Art x und y gilt genau einer
der drei Fille x <y, x =y oder x > y.

2.2 Einige Folgerungen

Der Rest des ersten Buches der Elemente besteht aus Aussagen und Konstruktionen,
die sich aus dem Axiomensystem herleiten lassen sollten. Sie sind als Propositionen
bezeichnet, wobei der Begriff jedoch in einem breiteren Sinn aufgefasst wird, als wir ihn
heute verwenden. Wir werden hier und in den Aufgaben einige davon kennenlernen.

Proposition 2.1. Uber einer gegebenen Strecke kann ein gleichseitiges Dreieck errichtet
werden.

Konstruktion. Sei AB die gegebene Strecke. Nach Postulat (P3|) ziehen wir einen Kreis
um A mit Radius AB. Ebenso ziehen wir einen Kreis um B mit Radius BA = AB. Diese
schneiden in einem Punkt C'. Nach Postulat ( konnen wir A und B mit C' verbinden
und erhalten Strecken [AC] und [BC].

Da A der Mittelpunkt des ersten Kreises ist, ist nach Definition ( AB gleich AC.
Ebenso ist, da B der Mittelpunkt des zweiten Kreises ist, ist AB gleich BC. Nach
Axiom ( ist somit auch AC gleich BC. Somit geniigt das erhaltene Dreieck A 4pc
der Definition (, ist also gleichseitig wie gewiinscht. q.e.f.

Fiir die beiden néchsten Konstruktionen mufl man wissen, das nach dem Axiomensystem
von Euklid der Zirkel a priori nicht abgehoben und unverédndert an einem anderen Punkt
mit gleicher Weite einzusetzen. Es muf erst gezeigt werden, dafl dies moglich ist.

Proposition 2.2. An einem gegebenen Punkt kann man eine einer gegebenen Strecke
gleiche Strecke anlegen. (Die Richtung der angelegten Strecke kann man dabei nicht
festlegen)

Konstruktion. Sei ein Punkt A und eine Strecke [BC| gegeben. Nach Postulat (P[1))
verbinden wir A und B zu einer Strecke [AB]. Nach Proposition konstruieren wir
ein gleichseitiges Dreieck A 4pp iiber [AB].

Nach Postulat (P2) kénnen wir [DA] respektive [DB] iiber A respektive B hinaus belie-
big verldngern. Postulat ( erlaubt es uns einen Kreis um B mit Radius BC zu ziehen.
Dieser schneidet die Verlangerung von [DB] in einem Punkt E. Wiederum nach Postulat
(P ziehen wir einen Kreis um D mit Radius DE. Dieser schneidet die Verlingerung
von [DA] in einem Punkt F.

Da B der Mittelpunkt des ersten Kreises ist, ist nach Definition ( BC gleich BE.
Genauso ist, da D der Mittelpunkt des zweiten Kreises ist, DE gleich DF. Da nach
Konstruktion DA gleich DB ist, sind nach Axiom ( die Reste AF und BFE gleich.
Da BE gleich BC ist, folgt mit Axiom [1, dafl auch AF gleich BC ist. Somit haben wir
an A eine Strecke angetragen, die gleich lang wie [BC] ist. q.e.f.

Proposition 2.3. Wenn zwei ungleiche Strecken gegeben sind, kann man auf der grifleren
eine der kleineren gleiche Strecke abtragen.

Konstruktion. Dies wird in den Aufgaben behandelt. q.e.f.

Nun kommen wir zu der ersten Kongruenzaussage.

Proposition 2.4. Wenn bei zwei Dreiecken zwei Seiten und deren Zwischenwinkel
tbereinstimmen, dann sind die Dreiecke gleich. Insbesondere stimmen die verbleiben-
den Seiten und Winkel tberein.
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Beweis. Seien A gpc und Appr zwei Dreiecke, wobei die Seite [AB] mit [DE] iibereinstimmt,
und [AC] mit [DF], und der Zwischenwinkel ¥ g ¢ mit dem Zwischenwinkel 4 gpp
iibereinstimmt.

Wenn wir die beiden Dreiecke iibereinander legen, so daf§i A auf D liegt und die Strecke
[AB] auf [DE]. Dann stimmt auch B mit E iiberein, da [AB] gleich [DE]. Da die Winkel
JIpac und < ppp gleich sind, liegt auch [AC] iiber [DF], welche gleich sind, und somit
ist C' gleich F.

Es folgt, da [EF] von [BC)| iiberdeckt wird, diese sind also nach Axiom (AH]) gleich.
Und weiter iiberdeckt das Dreieck A 4 g das Dreieck A pgp, sie sind also wiederum nach
Axiom (A{]) (deckungs)gleich. Insbesondere sind auch die Winkel ¢4 und <pgp,
beziehungsweise < 4op und < pprg gleich. q.e.d.

Die Methode des obigen Beweises wird manchmal ,, Uberdeckung® genannt. Euklid moch-
te sie anscheinend nicht, denn er verwendete sie nur spérlich. In der Tat ist nicht klar,
was mathematisch genau mit , Uberdeckung® gemeint ist. Eine hiufige Interpretation
ist, das Teile der Dreiecke miteinander assoziiert werden. Es gibt auch keine Postulate
in Eulers System, die es erlauben, Schlussfolgerungen aus ,,Uberdeckungen“ zu ziehen.
Eine Moglichkeit wére, die Aussage selbst als Axiom hinzuzunehmen, und genau das ist
es, was Hilbert macht, wie wir sehen werden.

Proposition 2.5. In einem gleichschenkligen Dreieck stimmen die Basiswinkel iiberein.
Wenn die Schenkel verlingert werden, stimmen die Winkel unter der Basis tiberein.

Beweis. Der erste Teil wird in den Aufgaben besprochen. Zeigen wir also den zweiten
Teil.

Sei A gpc ein gleichseitiges Dreieck definiert in Definition (D20)) mit den beiden gleichen
Seiten AB und AC, die wir Schenkel nennen. Nach Postulat (P2)) kénnen wir [AB] iiber
B hinaus, und [AC] iiber C hinaus beliebig verldngern. Sei D ein beliebiger Punkt auf
der Verlédngerung von [AB] aulerhalb des Dreiecks. Nach Propositionkbnnen wir von
der Verldngerung von [AC| auBlerhalb des Dreiecks eine Strecke gleich [BD] abtragen.
Sei E der so erhaltene Punkt auf der Verlingerung von [AC]. Somit sind BD und CE
gleich. Nach Postulat ( kénnen wir D und C, sowie E und B verbinden.

Betrachte nun die Dreiecke A spc und A agp. Da AB und AC, sowie BD und C'E gleich
sind, sind nach Axiom ( auch AD und AFE gleich. Also haben die beiden Dreiecke
je zwei gleiche Seiten. Weiterhin ist nach Konstruktion <t p4c gleich <gap, das heifit
die Zwischenwinkel stimmen ebenso iiberein. Somit sind nach Proposition [2.4] die beiden
Dreiecke gleich. Insbesondere sind die iibrigen Winkel auch gleich, das heifit < 4gg ist
gleich < 4op und < 4pc ist gleich < 4pp. Weiterhin ist DC gleich EB.

Nun betrachten wir die beiden Dreiecke Appe und Agcp. Wir wissen, dafl die Seite
BD des ersten Dreiecks gleich der Seite CE des zweiten Dreiecks ist. Gerade haben
wir gesehen, daf8 die Seite DC des ersten Dreiecks gleich der Seite EB ist, und da8 die
Zwischenwinkel < 4ggp und <X ¢cp libereinstimmen. Wieder nach Proposition sind
die beiden Dreiecke gleich. Insbesondere gleicht der Winkel <t ppc dem Winkel < gog,
und das war zu zeigen. q.e.d.

Um den ersten Teil der obigen Proposition zu zeigen, kann man die Argumentation an
dieser Stelle fortfiihren. Es gibt aber auch ein direkteres Argument. Wir betrachten als
néchste den Umkehrschluss von Proposition [2.5

Proposition 2.6. Wenn in einem Dreieck zwei Winkel einander gleich sind, so sind
auch die jeweils gegeniiberliegenden Seiten einander gleich.
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Beweis. Ubung. q.e.d.

Wir listen hier noch die weiteren Sitze von Euklid ohne Beweise auf. Auf diese werden
wir zum Teil noch spéter eingehen.

Proposition 2.7. Seien an jedem Ende einer Strecke jeweils eine Gerade angelegt, die
sich in einem Punkt schneiden. Dann kann es auf der gleichen Seite der Strecke micht
zwei weitere Geraden geben, die sich in in einem anderen Punkt treffen, aber gleich den
ersten beiden sind.

Proposition 2.8. (SSS-Satz) Wenn bei zwei Dreiecken alle Seiten tbereinstimmen,
so stimmen auch die Winkel tiberein.

Proposition 2.9. Fin gegebener Winkel kann halbiert werden.
Proposition 2.10. FEine gegebene Strecke kann halbiert werden.

Proposition 2.11. Auf einer gegebenen Strecke kann in einem gegebenen Punkt eine
Senkrechte errichtet werden.

Proposition 2.12. Von einem gegebenen Punkt aus kann man auf eine gegebene Ge-
rade, auf der der Punkt nicht liegt, das Lot fillen.

Proposition 2.13. Nebenwinkel ergeben zusammen zwei rechte Winkel.

Proposition 2.14. Wenn an einem Punkt auf einer Geraden auf jeder Seite eine Halb-
gerade angelegt ist, und die gegeniiberliegenden Winkel zwei rechte Winkel ergeben, so
liegen die beiden Halbgeraden in einer gemeinsamen Geraden

Proposition 2.15. Scheitelwinkel sind gleich.

Proposition 2.16. (AuBlenwinkelsatz) An jedem Dreieck ist der bei Verlingerung
einer Seite entstehende Auflenwinkel grifer als jeder der beiden gegeniiberliegenden In-
nenwinkel.

Proposition 2.17. In jedem Dreieck ist die Summe von zwei beliebigen Innenwinkeln
echt kleiner zweier rechten Winkel.

Proposition 2.18. In jedem Dreieck ist der Winkel gegeniiber der grifieren Seite grofer.

Proposition 2.19. In jedem Dreieck ist die Seite gegeniiber dem gréfieren Winkel
grofier.

Proposition 2.20. (Dreiecksungleichung) In jedem Dreieck ist die Summe zweier
Seiten grofler als die dritte.

Proposition 2.21. Wenn an den Enden einer Seite eines Dreiecks zwei Geraden an-
gelegt werden, die sich innerhalb des Dreiecks schneiden, dann ist die Summe der erhal-
tenen Strecken kleiner als die Summe der beiden anderen Seiten des Dreiecks, aber sie
schlieflen einen grifferen Winkel ein, als die beiden anderen Seiten des Dreiecks.

Proposition 2.22. Man kann ein Dreieck mit drei gegebenen Seiten konstruieren, wenn
jeweils die Summe von zwei grifier als die dritte ist.

Proposition 2.23. Man kann das Lot auf einer Geraden in einem gegebenen Punkt auf
der Geraden errichten.
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Proposition 2.24. Wenn bei zwei Dreiecken zwei Seiten iibereinstimmen, aber bei dem
einen schlieffen sie einen grofieren Winkel ein, so ist auch die gegeniiberliegende Seite
dieses Dreiecks grifier als bei dem anderen.

Proposition 2.25. Wenn bei zwei Dreiecken zwei Seiten tibereinstimmen, aber bei dem
einen die dritte Seite grofier ist, so ist bei diesem auch der Winkel, der von den ersten
beiden Seiten eingeschlpssen wird grifSer.

Proposition 2.26. (WWS-Satz) Wenn bei zwei Dreiecken zwei Winkel dbereinstimmen,
und entweder die Seiten zwischen den Winkeln oder jeweils eine einen der Winkel ge-
geniiberliegende Seite gleich sind, so sind die Dreiecke gleich.

Proposition 2.27. Hat ein Geradenpaar an einer dritten Geraden gleiche Wechselwin-
kel, so ist das Paar parallel.

Proposition 2.28. Hat ein Geradenpaar an einer dritten Geraden gleiche Stufenwinkel
oder addieren sich die inneren Winkel auf einer Seite zu zwei rechten Winkeln, so ist
das Paar parallel.

Proposition 2.29. Wenn eine Gerade auf zwei parallele Geraden fillt, so sind die
Wechselwinkel und Stufenwinkel gleich, und die inneren Winkel auf einer Seite addieren
sich zu zwei rechten Winkeln.

Proposition 2.30. Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so auch untereinander.

Proposition 2.31. Konstruktion der Parallelen zu einer gegebenen Gerade durch einen
Punkt.

Proposition 2.32. Der Auflenwinkel eines Dreiecks ist die Summe der zwei nicht an-
liegenden Innenwinkel. Die Summe aller drei Winkel ist zwei rechte Winkel.

Proposition 2.33. Sind zwei Gegenseiten eines (konvexen) Vierecks gleich und parallel,
so gilt das auch fiir das andere Gegenseitenpaar.

Proposition 2.34. Im Parallelogramm sind gegeniiberliegende Seiten beziehungsweise
Winkel gleich, jede Diagonale zerlegt das Parallelogramm in zwei kongruente Dreiecke.

Proposition 2.35. Parallelogramme zwischen denselben Parallelen mit gleicher Basis
sind flichengleich.

Proposition 2.36. Parallelogramme zwischen denselben Parallelen mit gleichlanger Ba-
sis sind fldchengleich.

Proposition 2.37. Dreiecke zwischen denselben Parallelen mit gleicher Basis sind
flachengleich.

Proposition 2.38. Dreiecke zwischen denselben Parallelen mit gleichlanger Basis sind
flachengleich.

Proposition 2.39. Flichengleiche Dreiecke mit gleicher Basis in der gleichen Geraden
liegen zwischen denselben Parallelen.

Proposition 2.40. Flichengleiche Dreiecke mit gleichlanger Basis in der gleichen Ge-
raden liegen zwischen denselben Parallelen.

Proposition 2.41. Haben ein Parallelogramm und ein Dreieck dieselbe Grundlinie und
liegen sie zwischen denselben Parallelen, so hat das Parallelogramm die doppelte Fldiche
wie das Dreieck.
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Proposition 2.42. Konstruktion eines einem Dreieck flichengleichen Parallelogrammes
mit gegebenem Winkel.

Proposition 2.43. Teilt man ein Parallelogramm durch einen inneren Punkt einer
Diagonale in vier Parallelogramme mit parallelen Seiten, so sind die zur Diagonalen
fremden Parallelogramme fldchengleich.

Proposition 2.44. Konstruktion eines einem Dreieck flichengleichen Parallelogrammes
mit gegebenem Winkel an eine gegebene Gerade.

Proposition 2.45. Konstruktion eines einem Viereck flichengleichen Parallelelogram-
mes mit gegebenem Winkel.

Proposition 2.46. Konstruktion eines Quadrates iber einer Seite.

Proposition 2.47. (Satz des Pythagoras) Im rechtwinkligen Dreieck ist die Summe
der Quadrate tber den anliegenden Seiten des rechten Winkels gleich dem Quadrat tiber
der gegeniiberliegenden Seite (Hypotenuse).

Proposition 2.48. Wenn in zwei Dreiecken das Quadrat tiber einer der Seiten gleich
der Summe der Quadrate tiber den restlichen beiden Seiten ist, dann ist der von diesen
etngeschlossene Winkel ein rechter.
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2.3 Aufgaben

Aufgabe 2.1. Versuche zu definieren, was ein Punkt ist.

Aufgabe 2.2. Gib basierend auf Euklid’s Axiomensystem eine Konstruktion an, wie
man von der grofleren zweier gegebener ungleicher Strecken eine Strecke gleich der klei-
neren abtrigt.

Aufgabe 2.3. Zeige basierend auf Euklid’s Axiomensystem, daf in einem gleichseitigen
Dreieck die Basiswinkel iibereinstimmen.

Aufgabe 2.4. Zeige basierend auf Euklid’s Axiomensystem, dafl wenn in einem Dreieck
zwei Winkel einander gleich sind, auch die jeweils gegeniiberliegenden Seiten einander
gleich sind.
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3 Wie soll ein Axiomensystem der euklidischen Geometrie
ausschauen?

Wir haben schon gesehen, dafl das Axiomensystem von Euklid nicht den heutigen Stan-
dards entspricht. Wir sind vor allem auf die Méngel der Definitionen eingegangen, die
nicht den Anspriichen der logischen Exaktheit, die die Wissenschaft heutzutage hat,
geniigen. Kin dhnliches Problem haben allerdings auch die Axiome und Postulate, deren
Formulierungen oft nicht exakt genug sind. Zum Beispiel wird nicht gesagt, was ,,gleich
sein“ bedeutet. Diese beiden Punkte sind angesichts des Entstehungszeitraums, und der
Zeit, die seitdem vergangen ist, nicht verwunderlich.

Ein weiteres Problem, das man nicht ohne weiteres sieht, beziehungsweise nicht so ein-
fach nachpriifen kann, ist das der Vollstdndigkeit. Nicht alle relevanten Aussagen der
Geometrie lassen sich aus dem Axiomen und Postulaten herleiten. Wir haben schon
bemerkt, dal wir das Gesetz der Trichotomie an mehreren Stellen benotigen.

3.1 Anforderungen an ein Axiomensystem
Definition 3.1. Ein klassisches Axiomensystem sieht folgerndermafien aus:

1. Festlegung der Grundbegriffe (=primitive Terme).

2. Angabe einer Liste grundlegender Aussagen (=Azxiome) iiber die primitiven Terme.
Die Axiome sollten moglichst einfach gehalten werden, und iiber ihre Wahrheit
sollte allgemeine Einigkeit herrschen.

3. Alle anderen bendétigten Begriffe werden mit Hilfe der primitiven Terme und der
Axiome erklart (=Definitionen).

4. Alle weiteren Aussagen (=Theoreme, Propositionen,Lemmata) werden aus den
Axiomen oder aus vorher bewiesenen Aussagen logisch hergeleitet.

Definition 3.2. Unter einem Modell einer mathematischen Theorie (in unserem Fal
eines Axiomensystems) verstehen wir die Interpretation dieser Theorie in einer bereits
bekannten (mathematischen oder nichtmathematischen) Struktur.

Das bedeutet, dafl die in der Theorie verwendeten Grundbegriffe innerhalb der bekannten
Struktur eine konkrete Bedeutung zugewiesen bekommen und untersucht wird, ob bei
dieser Interpretation der Grundbegriffe die Axiome der Theorie erfiillt sind. Illustrieren
wir das zunéchst an einem Beispiel, das scheinbar nichts mit Geometrie zu tun hat.

Beispiel 3.3. Wir wollen eine Ansammlung von Bidumen untersuchen, die ein Land-
schaftsgértner gepflanzt hat. Sie sind so angeordnet, dafl manche in einer Reihe stehen
— damit wir sinnvolle Aussagen machen kénnen, wollen wir leere Reihen ausschlielen.
Wir werden sehen, dafl es keine Rolle spielt, dafl es um B#dume geht, oder was genau
eine Reihe ist, aber dafl wir fiir jeden Baum x und jede Reihe X entscheiden konnen,
ob z zu X gehort.

Primitive Terme: Die primitiven Terme sind ,,Baum®, ,,Reihe“ und , gehéren zu*.
Es existiere eine Menge 5 und eine Menge R mit folgenden Figenschaften:

Axiom 1: Jeder Baum gehort zu (mindestens) einer Reihe.
Fiir jedes x € B existiert X € R mit x € X.

Axiom 2: Zwei verschiedene Bdume gehoren zu genau einer gemeinsamen Reihe.
Fir x,y € B mit x # y gibt es ein eindeutiges X € R mit x,y € X.

Universitit Regensburg 12. Januar 2023 Fakultat fir Mathematik



Elementargeometrie Seite 16 von |ﬁ|

Definition: Zwei Reihen heiflen disjunkt, falls kein Baum beiden gleichzeitig angehort.

X,Y € R heiffen disjunkt, falls fir allex € X giltx ¢ Y. Wir schreiben XNY = &.

Axiom 3: Jede Reihe ist zu genau einer anderen Reihe disjunkt.

Fiir alle X € R existiert ein eindeutiges Y € R, so daf X NY = @.

Nun kénnen wir anfangen Aussagen zu Beweisen.

Satz

Satz

Satz

Satz

1: Jeder Baum gehort zu mindestens zwei Reihen.
Fiir x € B existieren X, Y e AR mit X #Y undz e X,z €Y.

Beweis. Sei x € B ein Baum. Dann gibt es nach Axiom 1 eine Reihe X € R mit
x € X. Nach Axiom 3 gibt es genau eine Reihe Y e R mit X NY =3. Seiy € Y.
Dieses existiert, da Reihen nicht leer sind. Da X und Y disjunkt sind, ist = # y.
Nach Axiom 2 gibt es eine Reihe Z € R mit x,y € Z. Day € Z und y ¢ X, ist
Z # X. Somit sind X, Z € R verschiedene Reihen, die x enthalten. q.e.d.

2: Jede Reihe enthéilt mindestens zwei Biaume.
Fir X € R gibt es x,y € B mit x #y und x,y € X.

Beweis. Wahle x € X, welches existiert, da Reihen nicht leer sind. Nach Satz 1
gibt es eine Reihe Y € A mit ¥ # X und z € Y. Nach Axiom 3 gibt es eine
eindeutige Reihe Z mit ZNY = @. Da z € Y ist also ¢ Z. Angenommen, X
enthilt nur z. Da x ¢ Z folgt X N Z = &. Wieder nach Axiom 3 gibt es eine
eindeutige Reihe, die mit Z leeren Schnitt hat. Da ZNY = @ = X N Z, folgt also
X =Y. Das ist ein Widerspruch zu Y # X. Somit enthélt X mindestens zwei
Béaume. q.e.d.

3: Es gibt mindestens sechs Reihen.
Es gilt |R| > 6.

Beweis. Sei x € B. Nach Satz 1 gibt es X # Y in R mit z € X NY. Insbesondere
ist XNY # @. Nach Satz 2 gibt es y # = mit y € X. Wegen Axiom 2 mufl
dann gelten y ¢ Y. Aber auch Y mufl nach Satz 2 mindestens zwei Elemente
enthalten. Somit gibt es z € Y mit z # x, und wieder nach Axiom 2 z ¢ X. Sei
nun Z die nach Axiom 2 eindeutige Reihe, mit z, 2 € Z. Nach Konstruktion mufl
gelten X #Z #Y,und X NZ # @ # Y N Z. Nach Axiom 3 gibt es genau eine
zu X disjunkte Reihe V und eine zu Y disjunkte Reihe W. Diese kénnen selbst
nicht disjunkt sein, denn sonst wére nach der Eindeutigkeit von Axiom 3, X = W
und Y = V und somit X NY = &, was nicht moglich ist. Es kann auch nicht
V = W, denn sonst wire wieder nach der Eindeutigkeit von Axiom 3 X =Y, was
ausgeschlossen wurde. Also ist V £ W und VN W # &. Nach Axiom 3 gibt es
eine eindeutige Rethe Umit UNZ =@. DaXNZ#S#YNZmuB X #U #Y
gelten, und wegen der Eindeutigkeit in Axiom 3 auch V # U # W. Wir haben
also sechs paarweise verschiedene Reihen U, V, W, XY, Z gefunden. q.e.d.

4: Jede Reihe enthilt genau zwei Bdume. Insgesamt gibt es genau vier Baume
und sechs Reihen.

Fiir X € R gilt | X| = 2. Weiterhin gilt |'B| = 4 und |R| = 6.

Beweis. Ubung. q.e.d.
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In den Ubungen werden wir feststellen, da8 es sich hier nur um eines von mehreren
Modellen des Axiomensystems handelt.

Bevor wir ein modernes Axiomensystem fiir die ebene Geometrie betrachten, wollen
wir einmal alle Anforderungen auflisten, die es erfiillen sollte. Hierzu benéGtigen wir den
Begriff des Modells.

1. Widerspruchsfreiheit: Diese Anforderung scheint logisch zu sein, denn ist sie
verletzt konnen die Objekte und Aussagen, die wir beschreiben wollen, eventuell
nicht existieren. Die Widerspruchsfreiheit beweist man am besten durch Konstruk-
tion eines Modells. Allerdings ist dies nach Kurt Goédel nicht moglich, ohne die
Widerspruchsfreiheit eines etwas primitiveren Systems als gegeben hinzunehmen.

2. Unabhingigkeit (Minimalitét): Kein Axiom soll aus den anderen hergeleitet
werden konnen. Um zu zeigen, dass Axiom A von einem System S von Axiomen
unabhéngig ist, muss man ein Modell konstruieren, in dem alle Axiome von S
gelten, nicht aber A.

3. Vollstandigkeit (Maximalitét): Ein System ist vollstindig, wenn man kein un-
abhingiges Axiom hinzufiigen kann (das nur die schon bekannten Terme benutzt),
ohne Widerspriiche zu erzeugen. Die Vollstiandigkeit eines Systems ist i.a. sehr
schwer nachzuweisen.

4. Kategorizitit: Ein Axiomensystem heifit kategorisch, wenn es widerspruchsfrei
ist, und wenn je zwei Modelle eineindeutig aufeinander abgebildet werden kénnen.
Man sagt dann, die Modelle sind isomorph.

Natiirlich wére noch wiinschenswert, wenn ein Axiomensystem, das was es beschrei-
ben soll, nicht unnétig verkompliziert, und so Verstdndnis, Studium und Forschung
erschwert.

5. Einfachheit: Ein Axiomensystem sollte so einfach wie moglich sein, ohne die
obigen Anforderungen zu vernachléssigen.

3.2 Geometrische Axiomatik und Realitit

Axiome sind Grundannahmen, die meist aus bereits vorhandenen Vorstellungen iiber
den zu definierenden Begriff resultieren, von deren Giiltigkeit man ausgeht und die
deshalb auch nicht bewiesen werden miissen. Die Axiome der euklidischen oder ebenen
Geometrie sollten demnach auf der Realitdt basieren. Ausgehend davon soll ein System
entwickelt werden, das es erlaubt, Geometrie auf rein deduktivem Wege betreiben zu
konnen. In der Tat werden wir in den Aufgaben ein Beispiel betrachten, wo man sieht,
dafl es gefihrlich sein kann, sich auf die Anschauung zu verlassen.

Dennoch darf die Geometrie auch in ihrer modernen Formulierung den Bezug zur Rea-
litdt nicht verlieren. Insbesondere sollte bei der Aufstellung eines Axiomensystems die
Realitdt in zweierlei Hinsicht ein Rolle spielen:

1. Die Axiome miissen den Gegebenheiten des realen Raumes Rechnung tragen und
diirfen diesen nicht widersprechen.

2. Die Axiome miissen hinreichend sein, um alle uns aus der Anschauung oder der
Praxis bekannten geometrischen Eigenschaften abzuleiten.
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Hierbei sollten wir jedoch stehts im Hinterkopf behalten, dafl unsere Erfahrungen und
Intuitionen nicht immer der Realitét entsprechen. Das Axiomensystem héngt auch da-
von ab, welche geometrischen Strukturen und Sachverhalte beschrieben werden sollen.
Wollen wir zum Beispiel exakte Groflen von Stecken oder Figuren bestimmen, oder sind
wir nur an Groflenverhéltnissen und Groflenvergleichen interessiert? Wollen wir Geome-
trie der Ebene betrachten, oder wollen wir untersuchen, wie sich geometrischen Figuren
auf einer Kugeloberfliche verhalten? In jedem Fall werden wir versuchen, das Axiomen-
system auf unsere Ziele auszurichten.

Ziel 3.4. In diesem Kurs wollen wir uns mit der Geometrie der FEbene befassen, und
versuchen, ein Axiomensystem zu entwickeln, das es erlaubt, die von FEuklid postulierten
Aussagen, das heifit die Propositionen, herzuleiten.

Um dies so einfach wie moglich aber so genau wie nétig zu gestalten, werden wir die
Mengenlehre und die reellen Zahlen als bekannt voraussetzen.

Oft steht mathematische Eleganz dem leichten Verstdndnis gegeniiber, und die Forde-
rung nach einem minimalen oder unabhéngigen System mit recht schwer verstdndlichen
Axiomen verbunden.

Beispiel 3.5. Eine Gruppe ist ein Paar (G,o), wobei G eine Menge ist, und o eine
Verkniipfung, so dafl folgendes erfiillt ist:

(G1’) Fiir alle z,y,z € G gilt (roy)oz=x0 (yoz).
(G2’) Fiir alle a,b € G gibt es x,y € G mit aox = b und yoa = b.

Dieses Axiomensystem ist widerspruchsfrei, da zum Beispiel das Modell (R, -), wobei -
die iiblichen Multiplikation in R ist beide Axiome erfiillt.

Es ist unabhéngig, da das Modell (R, o) mit zoy := % das zweite Axiom erfiillt, aber
nicht das erste, und das Modell (R, o) mit z oy := x das erste Axiom erfiillt, aber nicht
das zweite.

Die Vollstandigkeit ist sehr schwer nachzuweisen.

Das System ist nicht kategorisch, da es zum Beispiel endliche und unendliche Gruppen
gibt.

Weiterhin widerspricht es dem Prinzip der Einfachheit, da es unter anderem miihsam
ist, die Existenz eines neutralen Elements zu beweisen. Deshalb verwendet man lieber
das Axiomensystem

(G1) Fiir alle z,y,z € G gilt (zoy)oz==x0(yoz).
(G2) Es existiert e € G, so daB fiir alle z € G gilt xroe =eox = x.
(G3) Fiir alle x € G existiert y € G, sodaB x oy =yox =e.

Wir werden also nach und nach Grundbegriffe und Axiome einfithren und die wichtigsten
Aussagen und Eigenschaften der euklidischen Geometrie herleiten. Hierbei folgen wir
einem Zugang, der von Hilbert entwickelt wurde. Es gibt fiinf Axiomengruppen, die wir
eine nach der anderen hinzunehmen, und so die Geometrie stufenweise aufbauen. Das
hat mehrere Vorteile:

e Es erlaubt uns von einfacheren zu komplizierteren Aussagen aufzusteigen.

e Wir kénnen untersuchen, welche welche Axiome fiir den Beweis welcher Aussagen
ausreichen.
Historisch gesehen ist es interessant zu sehen, welche Sétze ohne das Parallelenaxi-
om bewiesen werden konnen und fiir welche dieses Axiom unverzichtbar ist.
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e Genauer ist es auch interessant, welche geometrischen Eigenschaften aus den ent-
sprechenden Axiomen heraus noch nicht gegeben sind.
Dazu werden Modelle einzelner Axiomengruppen betrachtet, die verdeutlichen,

welche Spielrdume diese Axiomengruppen offenlassen.
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3.3 Aufgaben

Aufgabe 3.1. Zeige, dafl nach den Axiomen 1-4 aus Beispiel gilt:
Jede Reihe enthélt genau zwei Bdume. Insgesamt gibt es genau vier Bd&ume und sechs
Reihen.

Aufgabe 3.2. Interessanterweise haben wir in Beispiel nie benutzt, daff wir mit
Bédumen und Reihen arbeiten. Genauso hitten wir alles in Form des Schildkratenclubs
formulieren kénnen: Die Mitglieder des Schildkrotenclubs sind Schildkréten, sie finden
sich gelegentlich zusammen, um Ausschiie zu bilden. Im Moment ist die Situation
folgendermaflen:

(a) Jede Schildkrote gehort mindestens einem Ausschufl an.
(b) Je zwei Schildkréten gehoren genau einem gemeinsamen Ausschuf an.

(¢) Zu jedem Ausschuf findet sich genau ein anderer Ausschuf}, dessen Mitglieder alle
dem zuerst genannten Ausschufl nicht angehoren.

Wir koénnen also folgern: Der Club hat genau vier Mitglieder, und es gibt genau sechs
Ausschiifle.

Man spricht von Modellen des Axiomensystems.

Finde ein rein geometrisches Modell des Axiomensystems, und folgere, dafl das Axio-
mensystem Widesspruchsfrei ist.

Aufgabe 3.3. Zeige, dafl die Axiomensystem (G1’)-(G2’) und (G1)-(G2)-(G3) aus Bei-
spiel dquivalent sind.

Hinweis: Zeige hierzu (unter Benutzung von (G1) beziehungsweise (G1°)), dafi (G2)
und (G3) aus (G2’) folgen und umgekehrt.

Aufgabe 3.4. Betrachte folgendes Axiomensystem der Ebene und untersuche es auf
Widerspruchsfreiheit, Unabhéngigkeit und Vollstédndigkeit:

(E1) Geraden sind Mengen von Punkten.
(E2) Zwei voneinander verschiedene Geraden haben héchstens einen gemeinsamen Punkt.

(E3) Durch jeden Punkt der Ebene gibt es zu jeder Geraden, die diesen Punkt nicht
enthélt, genau eine Gerade, die mit der gegebenen Gera- den keinen gemeinsamen
Punkt hat.

(E4) Zu zwei verschiedenen Punkten existiert genau eine Gerade, die diese beiden Punk-
te enthalt.

Hinweise: Finde ein Modell, um die Widerspruchsfreiheit zu zeigen.

Um die Unabhingigkeit zu widerlegen, zeige, daf$ (E2) aus den ibrigen Aziomen folgt.
Formuliere eine Aussage, die nicht bewiesen werden kann, was zeigt, daf8 das System
nicht vollstindig ist.

Aufgabe 3.5. Euklid hatte versucht aus Beobachtungen (die wahrscheinlich oft auf
Skizzen basierten), ein konsistentes System zu entwickeln. Diese Aufgabe zeit, daf es
gefiahrlich ist, wenn man sich nur auf den Augenschein verlafit. Betrachte folgende Aus-
sage und den Beweis dazu, wobei alles Wissen aus der Schulgeometrie verwendet werden
darf. Arbeite den Beweis nahc, und finde den Fehler.

Behauptung: Jedes Dreieck ist gleichschenklig.
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Beweis. Im Dreieck A apo wird der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von < scp
mit der Mittelsenkrechten auf [AB] konstruiert. Wir bezweichnen ihn mit O. Von O
féllen wir ein Lot auf AC' und BC.

(@

Nun gilt

3

C'0=C"0, AC' = ("B, YLacro = Joc'p = 5

Nach dem SWS-Satz stimmen dann die Dreiecke iiberein, und OA = OB. Aulerdem ist

- 1 ™
CO =Co0, Ipco = Faco = 5FACE; Iopo = Jowo =5
Nach dem SWW-Satz ist also Agpo = Acaro und somit

CB' =CA, OB = OA'.

Da auflerdem <pop 4 = ¥pap = § und diese Winkel als rechte jeweils gegeniiber der
lingeren Strecke AO = OB sind, kénnen wir den SSW-Satz anwenden und erhalten
Nop a = Do p. Insbesondere ist

AB' = BA'.

AC = AB’ + B'C, BC =BA + AC

folgt AC = BC. q.e.d.
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4 Axiomatische Beschreibung der euklidischen Geometrie

Wir folgen nun Hilbert um ein modernes Axiomensystem der euklidischen Geometrie
anzugeben. Unser Ziel ist es, damit alle Propositionen von Euklid herleiten zu kénnen.
Wir werden verifizieren, dafl unser Anschauungsmodell R? die Axiome erfiillt.

4.1 Inzidenzaxiome

Wir benutzen einige Begriffe aus der Mengenlehre (Element von einer Menge, Teilmen-
gen, leere Menge, endliche Durchschnitte und Vereinigungen, Differenzen), damit die
Darstellung nicht zu kompliziert und umfassend wird. Die primitiven Terme, die wir
verwenden sind geometrisch motiviert.

Primitive Terme 4.1. Fine Ebene ist eine Menge &, ihre Elemente heiffen Punkte,
bestimmte Teilmengen werden Geraden genannt. Ist A ein Punkt, g eine Gerade und
A € g, so sagen wir A liegt auf g oder g enthdlt A oder A inzidiert mt g.

Axiom 4.2. Jede Gerade g € G enthilt mindestens zwei Punkte.
Axiom 4.3. Je zwei verschiedene Punkte liegen auf genau einer Geraden.

Bemerkung 4.4. Das zweite Axiom konnen wir auch folgendermaflen ausdriicken:

Fiir je zwei verschiedene Punkte A, B € £ gibt es genau eine Gerade g, mit A, B € g.
Der Einfachheit halber bezeichnen wir die durch diese zwei Punkte eindeutig bestimmte
Gerade oft mit g(A, B).

Definition 4.5. Punkte, die auf einer Geraden liegen heilen kollinear
Axiom 4.6. In der Ebene gibt es mindestens drei Punkte, die nicht kollinear sind.

Bemerkung 4.7. Das dritte Axiom garantiert, dafl wir uns in zwei Dimensionen bewegen.
Deshalb wird es auch oft ,,Dimensionsaxiom* genannt. Fiir die rdumliche, also dreidi-
mensionale, Geometrie wiirde man vier Punkte fordern, die nicht alle in einer Ebene
liegen. Allgemein wiirde man in der n-dimensionalen Geometrie n + 1 Punkte fordern,
die nicht in einer Hyperebene liegen.

Beispiel 4.8. Ein minimales Modell fiir die Inzidenz-Axiome ist folgendes:
Sei & = {A, B,C} eine beliebige Menge mit drei Elementen. Die Geraden sind die
zweielementigen Teilmengen {A, B}, {B,C}, {A,C}.

Natiirlich sollte die Ebene der analytischen Geometrie
E:=R?>=R xR,
die auf Descartes zuriickgeht, auch ein Modell der Inzidenzaxiome sein.
Definition 4.9. Eine Gerade der Ebene E ist eine Teilmenge der Form
{P+ M| eR},
wobei P € R? und v # 0 € R

Satz 4.10. Durch zwei verschiedene Punkte A und B der Ebene E verlduft genau eine
Gerade g(A4, B).
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Beweis. Wir zeigen zunéchst die FExistenz einer Geraden durch zwei Punkte. Es seien
also A # B zwei verschiedene Punkte in E = R2. Wir betrachten die Gerade

g = {A+)\-(B—A)|XeR}.

Da A, B verschieden sind, ist v := B — A # 0, d.h. dies ist in der Tat eine Gerade.
Zudem erhalten wir fiir A = 0 den Punkt A und fiir A = 1 erhalten wir den Punkt B.
Mit anderen Worten, A und B liegen in der Tat auf der Gerade. Wir haben also gezeigt,
dass es mindestens eine Gerade gibt, welche durch A und B verlduft.
Wir miissen nun noch die Findeutigkeit der Gerade zeigen. Es sei also

h={P+Xw|l\eR}

eine weitere Gerade, welche durch A und B verlduft. Wir miissen zeigen, dass g = h.
Wir zeigen dies, indem wir zeigen, dass ¢ C h und h C g.

Wir beweisen zuerst, dass g C h. Wir miissen zeigen, dass jeder Punkt @) € g auch auf
h liegt. Es sei also @ = A+ \- (B — A) ein Punkt auf g. Nachdem A und B auf h liegen

gibt es p,v € Rmit A= P+ p-wund B = P + v -w. Dann gilt auch, dass
Q=A+X-(B-A)
=P+p-v+A-(P+v-v—(P+p-v))
=P+ (pu+A-v—=XAp) v

Wir haben also gezeigt, dass @ auf h liegt. Nachdem @ beliebig war gilt nun g C h. In
der Ubung werden wir zeigen, dass h C g. q.e.d.

Korollar 4.11. Die Ebene E = R2 ist ein Modell der Inzidenzaziome.

Beweis. Nach Definition enthilt jede Gerade mindestens zwei Punkte Axiom [£.2]ist also
erfiillt. Nach obigem Satz ist auch Axiom erfiillt. Trivialerweise ist auch Axiom
erfiillt. In der Tat enth:lt R? unendlich (sogar iiberabzihlbar) viele Punkte, die nicht
kollinear sind. q.e.d.

Nun zuriick zum Axiomensystem.

Lemma 4.12. Sei & eine Ebene, in der die Aziome[{.3, [4.3 und[{.4 erfillt sind. Stim-
men zwei Geraden in £ in wenigstens zwei verschiedenen Punkten tiberein, so miissen
ste gleich sein.

Beweis. Seien g, h C £ zwei Geraden, und A # B € £ mit A, B € gund A, B € h. Dann
gibt es nach Axiom eine eindeutige Gerade g(A, B), die A und B enthilt. Es folgt
g=g(A, B)=h. q.e.d.

Daraus ergibt sich weiter:
Korollar 4.13. Zwei verschiedene Geraden haben hichstens einen Punkt gemeinsam.

Wir kénnen nun die erste nicht-triviale Aussage folgern.

Satz 4.14. Es gibt in einer Ebene &, in der die Aziome [{.3, [{.3 und [{.0 erfillt sind,
mindestens drei paarweise verschiedene Geraden.

Beweis. Nach Axiom gibt es drei paarweise verschiedene Punkte A, B, C, die nicht
kollinear sind. Dann sind die Geraden (z.B.nach Korollar 4.13) g(A, B), g(A4,C) und
g(B, C) paarweise verschieden. q.e.d.
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Definition 4.15. Haben zwei Geraden g und h in einer Ebene &, die die Inzidenzaxiome
und erfiillt, genau einen Punkt A gemeinsam, so sagen wir sie schneiden sich
in A. Wenn sie gleich sind, oder keinen gemeinsamen Punkt haben, nennt man sie
parallel.

Nach Korollar gibt es also drei verschiedene Moglichkeiten fiir zwei Geraden g und
h in einer Ebene &:

e g und A sind identisch und demnach parallel;
e g und A sind verschieden und parallel;

e g und h sind verschieden und schneiden sich in einem Punkt.

4.2 Anordnungsaxiome

Fuklid benutzt immer wieder Annahmen iiber die Lage von Punkten, die er eigentlich
nur aus der Anschauung heraus rechtfertigen kann. Um nun die Anschauung ganz aus
dem Axiomensystem verbannen zu kdénnen, miissen wir einen weiteren primitiven Term
einfiithren:

Primitiver Term 4.16. Sei £ eine Ebene, in der die Inzidenzaziome [[.9]4.3 und [{-4
erfullt sind. Zwischen gewissen Punkten A, B,C € & besteht eine Relation A — B — C.
Wir sagen dann: B liegt zwischen A und C.

Axiom 4.17. Gilt A— B—C, so sind die Punkte A, B, C paarweise verschiedene Punkte
auf einer gemeinsamen Geraden.

Axiom 4.18. Gilt A— B — C, so gilt auch C' — B — A.

Axiom 4.19. Sind A, B,C paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden, so gilt
genau einer der drei folgende Fille:

A-B-C oder B-C-A oder C —-A-B.

Bemerkung 4.20. Diese Axiome sind die Formulierungen anschaulicher Sachverhalte, die
Euklid womoglich als iiberfliissig empfunden hétte, da sie recht simple sind.

Beispiel 4.21. Gehen wir zuriick zur reellen Ebene E := R2. Sei g := {P + \v |\ € R}
eine Gerade. Fiir drei Punkte A; = P 4+ \v, As = P+ \wv, A3 = P + A\gv auf g setzt
man

A — Ay — A3 <= A< Ao < A3 oder A1 > Ao > s,

Man sieht leicht, daf diese Relation die Axiome [£.17[4.18 und [.19] erfiillt. Damit ist die
Widerspruchsfreiheit gesichert.

Definition 4.22. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenzaxiome (4.2 und sowie die
Anordnungsaxiome [£174.18 und [£.19 erfiillt, und A # B € £.

(i) Die Teilmenge
AB:={A}U{B}U{X €€|A- X - B}

heifit Strecke mit den Endpunkten A und B
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(ii) Die Teilmenge
AB =ABU{X € €&|A- B X}

heifit Strahl von A in Richtung B.

Bemerkung 4.23. Anschaulich bedeutet die obige Definition, daf} fiir A # B die Strecke
AB aus allen Punkten besteht, die auf der Gerade g(A, B) zwischen A und B liegt,
zusammen mit den Endpunkten.

Der Strahl AB besteht aus den Punkten die auf der Gerade g(A, B) auf der Seite von
A liegen, auf der auch B liegt.

Nun miissen wir noch zwei weitere Anordnungsaxiome einfiihren:
Axiom 4.24. Fir alle A# B e & gibt esC €& mit A— B —C.

Bemerkung 4.25. Hier wird das Postulat 2 von Euklid iiber die Verldngerbarkeit von
Strecken iiber einen Punkt hinaus prézisiert.

Axiom 4.26. Seien A, B,C € & nicht-kollineare Punkte, und g C £ eine Gerade, die
keinen der Drei Punkte enthilt. Ist ABN g # @, so gilt genau eine der beiden folgenden
Aussagen:

ACNg=o oder BCnNng=2.

Bemerkung 4.27. Dieses Axiom wird auch Postulat von Pasch genannt. Es schliefit eine
echte Liicke im Euklidischen Axiomensystem. Anschaulich bedeutet es folgendes: Liegen
die Punkte A und B auf verschiedenen Seiten von ¢, so mufl jeder weitere Punkt C
entweder auf der gleichen Seite wie A oder auf der gleichen Seite wie B liegen.

Lemma 4.28. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenzaziome [[.3, [{.3 und [{.6, sowie die
Anordnungsaxiome [{.17, [{.18, [{.19, [{.24] und[{.26 erfillt. Fir A #+ B € &, enthdilt die
Strecke AB unendlich viele Punkte.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, da8 AB einen weiteren Punkt P enthilt, so da8 A, B, P
paarweise verschieden sind. Rekursiv erhalten wir dann eine unendliche Folge P; von
paarweise verschiedenen Punkten zwischen A und B.

Nach Axiom M gibt es einen Punkt C’, so dafl A, B,C’ nicht kollinear sind. Nach
Axiom gibt es einen Punkt C' auf der Geraden g(A, C"), so dal C' zwischen A und
C liegt. Wir wollen das Axiom auf die nicht-kollinearen Punkte A, B, C' anwenden.
Weiter gibt es einen Punkt B’ aud der Geraden ¢g(C, B), so dal B zwischen C' und B’
liegt. Betrachte die Gerade g(C’, B). Sie schneidet die Strecke AC in C’, aber nicht die
Strecke C'B, denn der Schnittpunkt von g(C’, B') und g(C, B) ist B’ und liegt nicht auf
CB. Nach Axiom schneidet g(C’, B') also AB in einem Punkt P. Dieser ist der
gewiinschte Punkt zwischen A und B. q.e.d.

Definition 4.29. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenz- und die Anordnungsaxiome erfiillt.
Sei g C & eine Gerade. Wir sagen, zwei Punkte A und B liegen auf der gleichen Seite
von g, wenn ABNg=@.

Satz 4.30. Sei & eine Ebene, die die Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfillt und g C €
eine Gerade. Dann gibt es zwei Teilmengen Hi und Ho von € mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(i) € =H1UHaUg, das heifst E\g zerfillt in Hi und Ha.
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(ii)) HiNHe = &, das heifft Hy1 und Ho sind disjunkt.
(iii) Alle Punkte in H1 liegen auf der gleichen Seite von g.
(iv) Alle Punkte in Ha liegen aud der gleichen Seite von g.

Beweis. Fiir zwei Punkte A, B € £ schreiben wir ,A ~ B“, wenn A und B auf der
gleichen Seite von g liegen. Wir zeigen, dafl dies eine Aquivalenzrelation ist.

Reflexivitit Offensichtlich gilt fiir jeden Punkt A ¢ g, dal A ~ A.

Symmetrie Und natiirlich gilt fiir zwei Punkte A, B € £\g auch A ~ B genau dann,
wenn B ~ A.

Transitivitét Seien also A, B,C € £\g, so dal A und B auf der gleichen Seite von g
liegen (d.h. gN AB = @), und B und C auf der gleichen Seite von g liegen (d.h.

gN BC = @). Zu zeigen ist, daBl auch A und C auf der gleichen Seite von g liegen
(dh. gn AC = 2).

1. Fall Die Punkte A,iB, C sind nicht kollinear. Nach Voraussetzung schneidet g
weder AB noch BC'. Nach Axiom schneidet g also auch nicht AC.

2. Fall Die Punkte A, B,C sind kollinear, liegen also auf einer Geraden h =
g(A,B) = g(B,C) = g(A,C). Da A,B,C ¢ g, ist g # h. Die Geraden g
und h haben hochstens einen Schnittpunkt. Da jede Gerade mindestens zwei
Punkte enthélt, gibt es D € g mit D ¢ h. Wir finden nach Axiom einen
Punkt F, so dal A zwischen D und F liegt. Da g(AD) # g, und folgt E ¢ g,
und EANg = &, denn der eindeutige Schnittpunkt von g(EA) mit g ist
D ¢ EA. Also ist E ~ A. Da E nicht auf h liegt, sind die Punkte E, A, B
nicht kollinear. Nach dem ersten Fall folgt aus A ~ Bund A ~ F also B ~ E.
Auch die Punkte E, B, C sind nicht kollinear. Damit folgt aus B ~ E und
B ~ Calso E ~ C. Auch die Punkte E, A, C sind nicht kollinear. Damit folgt
aus F ~ C und F ~ A also endlich A ~ C.

Damit zerfillt £\g in Aquivalenzklassen. Wir miissen noch die Anzahl bestimmen. Es

gibt einen Punkt A ¢ ¢g (Axiom und einen Punkt @ € g (Axiom [4.2). Es gibt einen

Punkt B, so da§ () zwischen A und B liegt (Axiom . Dann ist ABNg = {Q} # @.

Also A « B. Somit gibt es mindestens zwei verschiedene Aquivalenzklassen.

In der Ubung zeigen wir, da8 es genau zwei verschiedene Aquivlenzklassen gibt. Wir

nennen diese H; und Hs, und diese Mengen erfiillen genau die Anforderungen des Satzes.
q.e.d.

Definition 4.31. In der Situation oben bezeichnen wir H; und Hs als Halbebenen
beziiglich g.
Fir A € £\g ist

H(g, A) :={X € E\g| X liegt auf der gleichen Seite von g wie A}

nichts anderes als die Aquivalenzklasse von A beziiglich der oben betrachteten Aquivalenzrelation.
Ist also A € H;, soist H(g, A) = H;, i =1,2.

Bemerkung 4.32. Wir kénnen das gleiche mit Geraden machen:

Sei g C £ eine Gerade, O € g ein Punkt. Wir sagen Punkte A, B € ¢g\{O} liegen auf der
gleichen Seite von O, wenn O nicht zwischen A und B liegt.

Die Menge g\{O} zerfillt in zwei disjunkte Teilmengen hq, ha, so dafl alle Punkte in g;
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auf der gleichen Seite von O liegen, und die Punkte in g; nicht auf der gleichen Seite
von O liegen wie die Punkte in gs:

Da & mindestens drei nicht kollineare Punkte hat, finden wir C' € £\g. Die Gerade
9(0, C) schneidet g genau im Punkt O. Seien H;, i = 1, 2 die Halbebenen von & beziiglich
g(A, B). Dann erfiillen h; = g N H;, i = 1,2, die Voraussetzungen. Man nennt diese
Halbgerade.

Wie oben ist ,auf der gleichen Seite von O liegen“ eine Aquivalenzrelation. Fiir A €

g\{O} ist
h(O,A) :={X € g(O,A)\{O} | X liegt auf der gleichen Seite von O wie A}

die Aquivalenzklasse von A beziiglich dieser Aquivalenzrelation. Ist also A € h;, so ist
h(O,A) = h;, i :_1; 2. .
Es ist klar, dal OA = h(O, A) U {O}. Insbesondere gilt fiir jeden Punkt X € OA, da8

entweder
X=0 oder O—X2 = O—1>4
Wir sind nun in der Lage, Winkel und Dreiecke zu definieren.

Definition 4.33. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfiillt
und O, A, B € £ drei nicht kollineare Punkte.

(i) Wir definieren den Winkel
JAOB 1= O—z>4 U O?
Der Punkt O heifit Scheitel von < 40p, die beiden Strahlen heiflen Schenkel.
(ii) Sei o := 94 40p. Man nennt
I(e) == H(9(0, A), B) N H(g(O, B), A)

das Innere des Winkels a.
Die Menge der Punkte, die weder auf o noch in I(«) liegen, also

Ala) :=E\(aUZ(a)),
bezeichnet man als das AuBere des Winkels.

Bemerkung 4.34. Anschaulich bedeutet das, daf§ wir nur Winkel o mit O° < o < 180°
betrachten (oder 0 < a < ).

Definition 4.35. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfiillt
und A, B,C € & drei nicht kollineare Punkte.

(i) Dann heifit
Aapc := ABUBCUAC

das Dreieck mit den Ecken A, B, C, mit den Seiten a = BC, b = AC, ¢ = AB,
und mit den Winkeln o = Sgac, 8 = <aBc, Y = SACB-

(ii) Die Menge
Z(ABC) := T(a) N Z(B) N ()

nennt man das Innere des Dreiecks.
Die Menge

A(ABC) := E\(Aapc UZ(ABC)) = A(a) U A(B) U A(v)

bezeichnet man als das Auflere des Dreiecks.
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Wir kénnen nun das Axiom folgendermafien umformulieren:

Satz von Pasch 4.36. Wenn eine Gerade eine Seite eines Dreiecks trifft, aber keine
der Ecken, so trifft die Gerade notwendigerweise noch eine andere Seite des Dreiecks.
Eine Gerade, die die FEcken eines Dreiecks nicht trifft, kann nicht gleichzeitig alle drei
Seiten des Dreiecks treffen.

Korollar 4.37. Eine Gerade, die durch eine Ecke und einen inneren Punkt eines Drei-
ecks geht, schneidet die der Ecke gegeniiberliegende Seite.

Beweis. Gegeben sei das Dreieck Ag4pc und ein Punkt X € Z(ABC). Betrachte die
Gerade g(C, X). Wiirde diese ein weiteres Element aus AC oder BC enthalten, so wiire
g(C, X) = g(C, A) oder g(C,X) = ¢g(C,B). In diesem Fall wiirde gelten X € ¢(C, A)
oder X € ¢(C, B), was unmoéglich ist, da beide keine Elemente aus dem Inneren Z(ABC')
enthalten. Der Punkt C ist also der eindeutige Schnittpunkt von ¢(C, X) und g(4, C),
bzw. von ¢g(C, X) und ¢(B,C).

Trifft nun g(C, X) die gegeniiberliegende Seite AB, so sind wir fertig. Angenommen dies
ist nicht der Fall. Wir fithren einen Widersiiruch herbei. Nach Axiom konnen wir
BC verlingern, und finden S mit B — C — S. Dann liegen B und S auf verschiedenen
Seiten von g(A,C) und da S € g(B,C) ist S nicht im Inneren des Dreiecks.

Betrachte das neue Dreieck Agps. Da g(B,S) N g(C,X) = ¢g(B,C) Ng(C, X), trifft
g(C, X) die Seite BS, aber keine Ecke. Nach Axiom muB g(C, X) noch eine weitere
Seite des Dreiecks A 4pg schneiden, und da wir AB bereits ausgeschlossen hatten, mufl
g(C, X) also AS schneiden.

Es gibt also Z mit A—Z—S und Z € ¢g(C, X), genauer C— X — Z. Da g(S, A) # g(C, A)
ist, treffen sich g(5, A) und ¢(C, A) nur im Punkte A. Wegen S — Z — A liegen S und Z
auf der gleichen Seite von g(A, C) und damit Z im AuBeren von A 4pc.

Weil nun Z und X auf verschiedenen Seiten von g(A,C) liegen, gibt es Y mit ZX N
g(A, C) = {Y}. Fiir diesen Schnittpunkt gilt also Z—Y — X. Aber da g(Z, X) = g(C, X)
und ¢g(C, X)Ng(A,C) = {C}, folgt Y = C. Also gilt Z—C—X und Z— X —C, unmoglich
nach Axiom q.e.d.

Satz 4.38. Sei o = Jpac und P € g(B,C). Dann ist P € Z(a) genau dann, wenn P
zwischen B und C' ist.

Beweis. Nach Definition ist Z(a) = H(g(A, B),C) N H(g(A,C), B). Also ist P € Z(«),

genau dann, wenn
P # B, P #C, nicht P — C — B, nicht C' — B — P.
Da P € g(BC) gilt dies genau dann, wenn B — P — C. q.e.d.

Bemerkung 4.39. Die Voraussetzung P € g(B, C) ist notwendig. In der Ubung werden

wir ein Beispiel betrachten, wo P € Z(«), aber es keine Punkte B’ € AB und ¢’ € AC
gibt, so dal P € B'C".

Satz 4.40. Sei a = <pac und P ein Punkt, der nicht auf o liegt.
(i) Ist P € Z(«), so auch alle Punkte X # A auf AP.

(ii) Ist P € A(), so auch alle Punkte X # A auf AP.
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Beweis. Liegt P in Z(«), so ist P ¢ g(A, B) Ug(A,C). Also ist
9(A, P)Ng(A, B) = {A} = g(A, P)Ng(4,C),

das heifit, der einzige Schnittpunkt von g(A, P) mit g(A, B) oder g(A,C) ist A. Fiir
X e ﬁ, X # A, mufl gelten A — X — P oder A— P — X. Also liegen X und P auf der
gleichen Seite von g(A, B) und g(A, C).

Sei nun P € A(a). Fir X € AP ist AX = ﬁ, und C ¢ g(A,B) Ug(A,C). Wire
nun X € Z(«a), so wiirde nach dem gleichen Argument wie oben folgern, dafl P € Z(«).
Widerspruch. Also ist X € A(a). q.e.d.

Korollar 4.41. Sei o = 9 gac und P € Z(«). Dann liegen B und C auf verschiedenen
Seiten von g(A, P).

Beweis. Betrachte das Dreieck A4pc Die Gerade g(A, P) geht durch die Ecke A des
Dreiecks A 4pe aber nicht durch B oder C. Wir machen eine Fallunterscheidung.

1.Fall: P € Z(ABC). Dann schneidet ¢g(A, P) nach Korollar die Seite BC, und
damit liegen B und C' auf verschiedenen Seiten von g(A, P).

2.Fall: P € BC. Dann liegt P zwischen B und C und somit liegen B und C auf
verschiedenen Seiten von g(A, P).

3.Fall: P € A(ABC). Dann liegen A und P auf verschiedenen Seiten von g(B,C), und

es gibt einen Schnittpunkt zﬂ)’ﬂg(B, (') =: X. Nach dem vorherigen Satz ist dann
auch X € Z(a) und daher B — X — C. Wie zuvor folgern wir da B und C auf

verschiedenen Seiten von g(A, P) liegen.

q.e.d.
Satz 4.42. Sei a = <dgac und D ein weitere Punkt in £, sowie a_ := <Lgap und
at<Ipac- Dann ist D € I(«), genau dann, wenn C € A(a_) und B € A(ay).
Beweis. Ubung. q.e.d.

4.3 Bewegungsaxiome

Wir miissen nun eine exakte Formulierung fiir Euklids vage Vorstellungen von ,zur
Deckung bringen“ finden. Dies wird uns auf den Begriff der Kongruenz fiithren. An-
schaulich {iberlegt man sich leicht, daf§ wir folgende Mdoglichkeiten haben: Verschie-
ben/Translation, Drehen/Rotation, Spiegelung/Reflektion):

Seien A, B, C' drei gegebene Punkte, und A’, B zwei weitere Punkte. Wir konnen einen
Punkt A so verschieben, daB er iiber dem Punkt A’ zu liegen kommt. Als nfichstg haben
wir die Moglichkeit, die Strecke AB um A zu drehen, bis B auf dem Strahl A’B’ liegt.
Nun kénnen wir noch an der Geraden g(A’, B') spiegeln, so dafi C' in einer gewiinschten
Halbgeraden liegt.

Primitiver Term 4.43. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenzaziome [{.3, [{.3, [{.0 und
die Anordnungsaxiome |4.17, [4.18, |4.19, |4.2]), [4.20] erfillt. Um obiges gewdhrleisten zu
konnen fordern wir die FExistenz gewisser Abbildungen von &, die wir Bewegungen nen-
nen.

Axiom 4.44. Die Menge B aller Bewegungen bilden eine Gruppe.

Insbesondere ist die Identitét eine Bewegung, und jede Bewegung hat ein Inverses.
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Axiom 4.45. Gilt A— B — C und ist ¢ € B, so gilt auch ¢(A) — p(B) — ¢(C).

Bewegungen bilden also Geraden auf Geraden ab, und erhalten die Anordnung auf den
Geraden. Es folgt, dafl dann auch Strecken auf Strecken und Strahlen auf Strahlen
abgebildet werden, denn diese Mengen wurden mit Hilfe der Zwischenrelation definiert.

Axiom 4.46. Es seien A, B,C und O, P,(Q jeweils drei nicht-kollineare Punkte. Dann
gibt es genau eine Bewegung ¢, so daf:

p(A) =0, #(B) € OP, #(C) € H(g(0, P), Q).

Bemerkung 4.47. Eine gewéhlte Konstellation von Punkten wie oben induziert eine
eindeutige Bewegung. Andererseits kann eine Bewegung von verschiedenen Punktekon-
stellationen induziert sein.

Insbesondere das letzte Axiom ist von der (anschaulich klaren) Beschreibung von Trans-
lationen, Rotationen und Reflektionen motiviert.

Definition 4.48. Eine Spiegelung/Reflektion ist eine Bewegung, die induziert ist von
einer Punktekonstellation A, B, C, O, P, Q die folgende Bedingungen erfiillt:

e A=0.

OPEE.

e Die Punkte C und @ liegen auf verschiedenen Seiten von g(A4, B).
Man nennt dies die Spiegelung an der Geraden g(A.B).

Satz 4.49. Sei o4 eine Spiegelung an der Geraden g = g(A, B) induziert durch die
Punktekonstellation A, B,C, O, P,Q wie oben beschrieben. Dann gilt:

(i) Fir alle X € E\g liegen X und 04,(X) auf verschiedenen Seiten von g.
(ii) Es ist 0g004 =idg.
(iii) Fir alle X € g ist 04(X) = X.

Beweis. (i) Seien H(g, C) und H(g, Q) die Halbebenen definiert durch g. Nach Definition
ist klar, daBl C' € H(g,C) und o4(C) € H(g, Q) auf verschiedenen Seiten von g liegen. Sei
also C # X € H(g,C). Dann ist CX Ng = @. Wir miien zeigen, dafl o,(X) € H(g, Q).
Angenommen, o4(X) € H(g,C). Da 04(C) € H(g,Q) gilt 04(C)oy(X) Ng # @. Also
gibt es Y/ € g mit 04(C) — Y’ — 04(X). Da o0, als Bewegung invertierbar ist kénnen
wir ag_l darauf anwenden und erhalten die Anordnung C' — ag_l(Y’ ) — X. Da ag_l als
Inverses von o, die Gerade g auf sich selbst abbildet, ist ¥ := og_l(Y’ ) € g, das heifit
CX Nng={Y}, Widerspruch. Also mu8} o4(X) € H(g,Q) sein.

Da jedes X € H(g,C) nach H(g,Q) abgebildet wird, und g auf sich selbst abgebildet
wird, mufl es D € H(g, Q) geben, mit o4(D) € H(g,C). Wir kénnen nun das Argument
von gerade mit D anstelle von C' (und C' anstelle von @) wiederholen, um zu zeigen,

daB jedes X € H(g,Q) nach H(g,C) abgebildet wird.
(ii) Da die Bewegungen eine Gruppe bilden, ist o4 0 0, wieder eine Bewegung. Sie 148t

A fest, sendet B auf AB und H(g,C) nach H(g,C). Das tut auch die Identitdt. Aber
nach Axiom gibt es nur eine Bewegung, die das tut. Also ist o400, =id¢.
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111 Ir miilen zeigen, dab 04|, = 1d ;. Angenommen, es gibt € gmit o .
iii) Wi B i daB 04|y =id4. A ibt X it og(X) #X
Dann ist

04(04(X)) =ide(X) = X,

o4 vertauscht also X und o4(X). Da 0, den Strahl AB auf sich selbst abbildet, mufl
04(X) auf der gleichen Seite von A liegen wie X. Es gibt also zwei Moglichkeiten:

1. Fall: Ist A— X —o0,4(X), so ergibt nochmaliges Anwenden von o4, dal 04(A4) —oy(X)—
04(0¢(X)) =A—04(X) — X. Beides ist aber gleichzeitig nicht moglich.

2.Fall: Ist A — 04(X) — X, so ergibt nochmaliges Anwenden von o,, daf§ o4(A4) —
04(0¢(X)) —04(X) =A—X —04(X). Beides ist aber gleichzeitig nicht moglich.

Somit war die Annahme falsch, und es muf} gleten o4(X) = X. q.e.d.

Beispiel 4.50. Im R? kénnen wir die Spiegelung anschaulich beschreiben. Sei g C R?
eine Gerade und X € R? ein Punkt. Dann erhélt man das Spiegelbild o4(X) in drei
Schritten:

(i) Es sei h die eindeutig bestimmte Gerade durch X senkrecht auf g.
(ii) Sei @ der LotfuBBpunkt - dieser kann gleich X sein, falls X € g.
(iii) Dann ist og(X) gegeben durch X +2(Q — X) = Q + (Q — X).

Ist X € g, also X = @, so ist damit natiirlich 04(Q) = Q. Ist X ¢ g, so ist klar, dafl
X,Q,04(X) auf einer Geraden (ndmlich h) liegen, und dafl @ zwischen X und o4(X)
liegt. Anschaulich ist auch klar, da X und o4(X) von @ den gleichen Abstand haben.
Aber da wir den Abstand noch nicht definiert haben, gehen wir hier nicht nidher darauf
ein.

Man kann die Bewegungen an Hand von ihren Fixpunktmengen charakterisieren.

Definition 4.51. Sei ¢ € B eine Bewegung der Ebene £. Dann nennt man
Fix (¢) = {X € £ | o(X) = X}
die Menge der Fixpunkte von .

Oben haben wir gesehen, dafl eine Spiegelung eine Bewegung ist, die eine Gerade g
punktweise festlédfit und die durch g bestimmten Halbebenen miteinander vertauscht.

Korollar 4.52. Fine Spiegelung ist eine Bewegung o, so daf$ es eine Gerade g gibt, mit
Fix (o) = g, und so dajf$ es fiir alle X € E\g ein Element P € g gibt, mit X — P — o (X).

Proposition 4.53. Sei ¢ € B eine Bewegung. Wenn Fix (p) mindestens zwei verschie-
dene Punkte A # B enthdlt, so ist ¢ entweder die Identitit oder die Spiegelung an der
Geraden g(A, B).

Beweis. Da jede Bewegung Geraden auf Geraden abbildet, ist ¢(g(A, B)) = g(A,%.
Weil A und B Fixpunkte sind (und Anordnungen erhalten werden), sogar ¢(AB) = AB.
Sei P ein Punkt, der nicht auf g(A, B) liegt (das heifit, A, B, P sind nicht kollinear) und
Q@ := ¢(P). Dann gibt es (nach Axiom genau eine Bewegung 1 mit ¢¥(A) =
A, Y(B) € AB und ¢¥(P) € H(g(A,B),Q). Ist H(g9(A, B),Q) = H(g9(A, B),P), so
ist dies die Identitit, andernfalls die Spiegelung an g(A, B). Und ¢ hat genau diese
Eigenschaften. q.e.d.

Nun koénnen wir also die Bewegungen betrachten, die einen oder gar keinen Fixpunkt
haben.
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Definition 4.54. Eine Bewegung p € B heifit Drehung, wenn sie genau einen Fixpunkt
hat.

Bemerkung 4.55. Wir konnen dies auch mit Hilfe einer Punktekonstellation A, B, C, O, P, Q
definieren, die folgende Bedingungen erfiillt:

e A=0.

e Der Punkt C' liegt im Inneren des Winkels < g4p.

e Der Punkt @ liegt nicht auf der gleichen Seite von g(A, P) wie C.
Man nennt dies eine Drehung um den Punkt A um den Winkel < g4p.

Beispiel 4.56. Wieder beschreiben wir Drehungen im R? anschaulich. Seien P, X,Y €
R? drei nicht kollineare Punkte, und a = < x py. Die Drehung um P mit Winkel « ist
die eindeutige Bewegung, die charakterisiert ist durch

(i) pa(P) = P.
(ii) pa(PX) = PY.
(iii) Die Strahlen PX und pO[(P—Y2 ) liegen auf verschiedenen Seiten der Geraden g(P,Y").
Drei nicht kollineare Punkte induzieren also eine eindeutige Drehung.
Nun bleiben also noch die Bewegungen ohne Fixpunkte.

Definition 4.57. Eine Bewegung 7 heifit Verschiebung, falls eine Gerade g existiert,
so daB folgende Eigenschaften erfiillt sind: 7(g) = g, und fiir jede Gerade ¢’, die nicht
parallel zu g ist, ist 7(¢') N ¢ = @.

Bemerkung 4.58. Wir kénnen dies auch mit Hilfe einer Punktekonstellation A, B, C, O, P, Q
definieren, die folgende Bedingungen erfiillt:

e Die Geraden g(4, B) = ¢(O, P).
e Esgilt A—-B—Ound B—0O — P.
e Die Punkte @ und C liegen auf der gleichen Seite von g(A, B).
Man nennt dies die Verschiebung um AQ in Richtung 1@
Proposition 4.59. Ist T € B eine Verschiebung, so gilt
(i) Fix (1) = @.
(ii) Fiir alle X € £ gilt X — 7(X) — 72(X).
Beweis. Ubung. q.e.d.

Beispiel 4.60. Im R? kann man Verschiebungen wie folgt beschreiben. Sei v € R2. Die
Abbildung

7, i R2 5 R? X=X+

heiBt Verschiebung um v. Nach dieser Definition ist klar, da8 fiir jede Gerade g C R?, g
parallel zu 7,(g) ist.
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Bemerkung 4.61. Man kann zeigen, dafl alle Bewegungen sich aus Spiegelungen, Ver-
schiebungen und Drehungen zusammensetzen lassen.

Wir kénnen nun den Begriff der Kongruenz einfiihren.

Definition 4.62. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenzaxiome die Anord-
nungsaxiome [£.17], {.18], [£.19] [£.24] [4.26] und die bisher eingefiihrten Bewegungsaxiome
|4.44) |4.45] |4.46)| erfiillt. Zwei geometrische Figuren .7 ,. %’ C £ heiflen kongruent, falls es
eine Bewegung ¢ : £ — & gibt mit o(.7) = F'.

Wir schreiben dann % =.%'.

Lemma 4.63. Die Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Wir miissen die drei Eigenschaften einer Aquivalenzrelation zeigen. Diese folgen
direkt aus den Gruppeneigenschaften von B:

Reflexivitit: Natiirlich ist jede Figur .# zu sich selbst kongruent, denn mit der Identitét
gilt id (F) = Z#.

Symmetrie: Sei .% kongruent zu .#'. Das heifit, es gibt eine Bewegung ¢ mit ¢(.7) =
Z'. Da B eine Gruppe ist, hat ¢ ein Inverses. Fiir dieses gilt dann =1 (.#') = .Z. Also
ist .#’ auch kongruent zu .%.

Transitivitét: Sei .# kongruent zu .#’ und %’ kongruent zu .#”. Dann gibt es ¢ € B
mit o(F) = .F' und ¢ € B mit (F') = .F". Da B eine Gruppe ist, ist ¥ o ¢ ebenfalls
eine Bewegung, und es gilt 1) o p(F) = Y (p(F)) = p(F') = F". Also ist .F kongruent
zu F. q.e.d.

Bemerkung 4.64. Die Transitivitat entspricht dem Axiom (A[l) von Euklid:
, Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.

Proposition 4.65. Zwei Strecken AB und AC sind genau dann kongruent, wenn es
eine Bewegqung ¢ € B gibt mit

w(A) =C und ¢(B) =D oder ©(A) =D und p(B) = C.

Beweis. Dies folgt aus der Tatsache, dafl jede Bewegung bijektiv ist, und die Zwischen-
relation respektiert. q.e.d.

Wir wissen bereits nach Axiom daf} je zwei Strahlen ﬁ und Cﬁ kongruent sind
vermoge einer Bewegung ¢ mit ¢(A) = C. Die néichste Proposition zeigt, dafl dies die
einzige Moglichkeit ist.

Proposition 4.66. Sind die Strahlen E und Cﬁ kongruent vermdge einer Bewegung
@, so ist auf jeden Fall p(A) = C.

Beweis. Wir nehmen an, es wire p(A) # C. dann mufl es ein A # Y € AB geben mit
oY) =C. Fiir jedes X € AB mit A — Y — X ist dann

((A) — oY) — (X)) = (p(4) = C = p(X))
auf dem Strahl @ Doch das ist nach der Definition von @ nicht méglich.  q.e.d.

Wir konnten mit den bisherigen Axiomen nicht beweisen, da es, wenn AB = CD, eine
Bewegung ¢ gibt mit ¢(A) = C und ¢(B) = D. Unsere Anschauung sagt uns jedoch,
daB das der Fall sein sollte. Wir briuchten ja notfalls nur die Strecke C'D um 180° =7
zu drehen. Es ist daher Zeit fiir ein weiteres Bewegungsaxiom.
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Axiom 4.67. Zu je zwei Punkten A # B € & gibt es eine Bewegung ¢ € B mit o(A) = B
und ¢(B) = A.

Jetzt folgt aus der Proposition direkt das
Korollar 4.68. Ist AB=CD, so gibt es eine Bewegung ¢ mit p(A) = C und ¢(B) = D.

Bemerkung 4.69. Man kann sogar noch mehr sagen: Ist AB = CD so ist nach der Wahl,
dal A nach C' abgebildet werden soll, schon festgelegt welcher Punkt wohin abgebildet
wird, unabhéngig von der gewédhlten Bewegung.

Wir kommen nun zum Abtragen von Strecken.

Satz 4.70. Seien eine Strecke AB und ein Strahl (ﬁ gegeben. Dann gibt es genau einen
Punkt Q € O? mit AB = OQ.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz eines Punktes Q) € O? mit AB = OQ. Nach
Axiom existiert eine Bewegung ¢ € B mit p(A) = O und ¢(B) € OP. Setzt man
Q = ¢(B), so ist AB = 0Q.

Zeigen wir nun die Eindeutigkeit dieses Punktes. Angenommen, es gebe einen weiteren
Punkt Q' € O? mit AB = OQ'. Nach Axiomgibt es eine Bewegung ¢ mit ¢(A4) = O
d ¢(B) = Q, und eine Bewegung ¢ mit ¢)(A) = O und (B) = Q’. Da die Bewegungen
eine Gruppe bilden, ist auch 1 o p~! eine Bewegung, und es gilt

Yoy H(0)=0 und Yoy Q) =Q".

Die Bewegung 1 o ¢! bildet also die Gerade g(O, P) = g(0,Q) = ¢(O,Q’) auf sich
selbst ab und es gibt die folgenden zwei Moglichkeiten:

e Bildet 10! einen Punkt R € £\g(O, P) auf einen Punkt der gleichen Halbebene
ab, so mufl wegen der Eindeutigkeit aus Axiom ot =id, also ¢ =1 und
damit Q = Q'.

e Bildet 1 op~! einen Punkt R € £\g(O, P) auf einen Punkt der anderen Halbebene
ab, so mufl wegen der Eindeutigkeit aus Axiom 1 o p~! die Spiegelung an
9(O, P) sein. Diese lifit die Gerade g(O, P) punktweise fest. Wieder folgt Q = Q.

Also bilden alle Bewegungen, die A auf O und B auf einen Punkt von O—}% abbilden, B
auf den gleichen Punkt ab. q.e.d.

Bemerkung 4.71. Dieser Satz ist recht wichtig, und wir werden bald sehen, dafl er etwas
mit Euklids Vorstellungen von Kreisen und mit seinem Postulat (Pj3)) zu tun hat.

Zuvor miiflen wir jedoch auf den Vergleich und die Addition von Strecken eingehen.

Korollar 4.72. Sind zwei Strecken AB und CD gegeben, so gibt es genau einen Punkt
Qe C"ﬁ mit AB=CQ, und es muf genau eine der folgenden Aussagen zutreffen:

(i) Es ist @ = D, dann ist AB=CD.
(ii) Esist C —Q — D. Dann schreiben wir AB < CD.
(iii) Es ist C — D — Q. Dann schreiben wir AB > CD.
Bemerkung 4.73. Das entspricht genau Euklids Vorstellung vom Vergleich zweier Strecken.

»,Das Ganze ist grofier als der Teil.“ nach seinem Axiom (A[5)).
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Der Vollstandigkeit halber definieren wir noch:

AB<CD e AB < CD oder AB=CD,
AB>CD e AB > CD oder AB=CD.

Nun kommen wir zur Addition und Subtraktion von Strecken.

Satz 4.74. Seien in der Ebene & Punkte mit A— B — C und A’ — B' — C' gegeben.
(i) Ist AB= A’B’ und BC = B'C’, so ist auch AC=A'C’.
(ii) Ist AC = A’C" und BC = B'C’, so ist auch AB=A'B’.

Beweis. Wir zeigen zuerst (i). Nach Voraussetzung gibt es eine Bewegung ¢ mit p(A) =
A" und ¢(B) = B'. Dann gilt aber

A'— B —(0) und A'—B -

Also liegen ¢(C) und C” auf der gleichen Seite von B’, in anderen Worten
—
o(C) e B'C".

Nach Voraussetzung gilt BC' = B/C’. Aufierdem ist, da ¢ eine Bewegung ist, auch BC' = p(B)p(C) =
B'¢(C). Also mufl nach dem Satz iiber das Abtragen von Strecken (genauer nach der

dort gezeigten Eindeutigkeit) ¢(C) = C’. Also ist auch AC = A’,C".

Zeigen wir nun (ii). Ist AC' = A’C’, so gibt es eine Bewegung mit ¢(A) = A’ und ¢(C) =

C’. Da die Werte von ¢ auf allen Zwischenpunkten eindeutig festgelegt sind, mufl auch

¢(B) = B’ sein. Daraus folgt die Behauptung. q.e.d.

Ahnlich wie die Kongruenz fiir Stecken verhilt es sich mit der Kongruenz von Winkeln.

Satz 4.75. Zwei Winkel « = <pac und 8 = <gpr sind genau dann kongruent, wenn
es eine Bewegung ¢ mit

o(4) =D, o(B) € DE, o(C) = DF
oder eine Bewegung v mit

$(A) = D, ¥(B) € DF, ¥(C) € DE
gibt.

Beweis. Gibt es eine Bewegung wie beschrieben, so ist klar, dafl die Winkel o und 8
kongruent sind.

Ist andererseits o = 3 vermoge einer Bewegung ¢. Dann gibt es ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit X € AB mit X # A und ¢(X) = D. (Der Fall X € AC wird analog
behandelt.)

Wir wihlen £ mit A — X — E. Dann gehort E auch zu ﬁ und es ist
[p(A) = p(X) = p(E)] = [p(A) = D — (E)].

Also liegen ¢(A) und ¢(E) weder beide in DE noch beide in DE. Aber sie liegen beide
auf einer Geraden durch D. Unméglich!

Wir wissen somit, dafl p(A) = D. Liegt ¢(B) in DE so mu8 ©(C) in DF liegen und
umgekehrt. q.e.d.
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Die Situation ist so dhnlich wie bei der Kongruenz von Strecken: Um zeigen zu konnen,
daf} es ein ¢ mit

#(4) = D, #(B) € DE, #(C) € DF
gibt, brauchen wir ein weiteres Bewegungsaxiom.

Axiom 4.76. Zu jedem Winkel a = <Xpac gibt es eine Bewegung ¢ mit cp(xﬁ) = 1@

Damit sind die Bewegungsaxiome vollsténdig.
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4.4 Awufgaben
Aufgabe 4.1. Zeige, dafl das Beispiel ein Modell der Inzidenzaxiome ist.

Aufgabe 4.2. Es seien A, B zwei verschiedene Punkte in E = R?2. Wir betrachten die
Gerade
g = {A+X-(B-—A)|\eR}.

Es sei zudem
h={Q+X w|XeR}

noch eine weitere Gerade, welche durch A und B verlauft. Zeige, daf§ h C g.
Hinweis: Es muf§ also gezeigt werden, dass ein beliebiger Punkt Q + X - w € h auch
schon in g liegt.

Aufgabe 4.3. Wir betrachten die rationale Ebene Q2.
(i) Gib eine geeignete Definition von Geraden in Q? an.
(ii) Zeige, daB damit Q2 ein Modell der Inzidenzaxiome ist.

Aufgabe 4.4. Sei E := R? die reelle Ebene, und A # B € E. Wie konnte man mit
etwas linearer Algebra die Strecke AB und den Strahl E beschreiben?

Aufgabe 4.5. Sei E := R? die reelle Ebene, und A # B € E. Zeige:
(i) AB c AB C ¢(A, B).
(ii) AB = BA.
(iii) ABNBA = 4B.

(iv) ABUBA = ¢(A, B).

Gilt dies fiir alle Ebenen &, die die Axiome [4.17)}4.18 und [4.19] erfiillen?

Aufgabe 4.6. Sei g := {Q + M|\ € R} eine Gerade in E = R2. Wie kénnte man die
Mengen H1 und Ho aus Satz mit etwas linearer Algebra beschreiben, und vielleicht
die Aussage sogar beweisen?

Aufgabe 4.7. Seien A, B,C € R? paarweise verschiedene Punkte. Wie kénnte man
folgende Objekte mit etwas linearer Algebra beschreiben:

(i) den Winkel o := 4 pac?

(ii) das Innere Z(a) des Winkels a?

(iii) das Dreieck Aapc?

(iv) das Innere Z(ABC') dieses Dreiecks?

Aufgabe 4.8. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfiillt.
Sei ¢ C &£ eine Gerade. Im Beweis von Satz haben wir gesehen, dafl dies eine
Aquivalenzrelation induziert. Seien A » B und C' ein weiterer Punkt. Zeige, dal C' ~ A
oder C ~ B.

Aufgabe 4.9. Sei E := R? die reelle Ebene, und A # B € E. Zeige, daB die Strecke AB
unendlich viele Punkte enthélt, und zeichne ein entsprechendes Bild.
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Aufgabe 4.10. Das Ziel dieser Aufgabe ist es das Axiom fiir die reelle Ebene zu
zeigen:

Seien A # B € R? zwei verschiedene Punkte. Zeige, dafl es C' € R? gibt, so da A—B—C.
Hinweis: Gib eine mathematische Beschreibung der Geraden g(A, B) an und benutze
dies um einen Punkt C' anzugeben, der auf g(A, B) liegt, so daff B zwischen A und C
liegt.

Aufgabe 4.11. Sei D := {(z,y) € R?| 2% + 42 < 1}.
(i) Erstelle eine Skizze von D.

(ii) Die Geraden von D seien die Abschnitte von gewohnlichen Geraden g in R?, die
innerhalb von D liegen. Gib eine mathematische Beschreibung dieser Geraden an.

(iii) Zeige, daB D mit diesen Geraden die Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfiillt.

(iv) Trage in der Skizze einen Winkel ein, und einen Punkt im Inneren des Winkels,
so dafl dieser Punkt auf keiner Strecke zwischen zwei Punkten auf den beiden
Schenkeln liegt.

Aufgabe 4.12. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfiillt. Sei
a = < gac und D ein weitere Punkt in £, sowie a_ := <gap und a4 <L pac. Zeige:

D eZ(a) s C e Ala_) und B € A(ay).

Hinweis: Fertige eine Skizze an, die die Situation illustriert. Uberlege Dir, daf falls
D € Z(«) der Schnittpunkt von g(A, D) und g(B,C) auch in Z(«) liegt.

Aufgabe 4.13. Sei g C R? eine Gerade. Wir bezeichnen mit og: R? — R? die Spiege-
lung an g.

(i) Vervollstindige den folgenden Satz:
Fiir einen Punkt P € R? gilt o,(P) = P genau dann, wenn .. ..

(i) Sei h C R? eine weitere Gerade, die parallel zu g verliuft. Zeige, dafl og4(h) ebenfalls
parallel zu g verlauft.

Aufgabe 4.14. Sei g eine Gerade in R2.

(i) Sei g gegeben durch g = {P + A-v |\ € R} mit Richtungsvektor v = ( Z > € R2.
Was ist der Vektor einer Geraden, die senkrecht auf g steht?

(ii) Wir betrachten die Gerade

93:{<§>+)‘(1>\/\€R}-

Was ist die Spiegelung von P = < _21 ) an g7

Aufgabe 4.15. Sei P € R? ein Punkt.
(i) Gib eine (geometrische) Definition der Punktspiegelung op an P an.

(i) Kann man eine Punktspiegelung mit Hilfe von Spiegelungen, Drehungen, Transla-
tionen beschreiben?
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(iii) Zeige: Fiir jede Gerade g C R? ist op(g) parallel zu g.

Aufgabe 4.16. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenz-, Anordnungs- und Bewegungsaxiome
erfiillt. Zeige, daf fiir jede Verschiebung 7 € B gilt Fix (1) = @.

Aufgabe 4.17. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenz-, Anordnungs- und Bewegungsaxiome
erfiillt. Zeige, daB fiir jede Verschiebung 7 € B gilt X — 7(X) — 72(X) fiir alle X € &.

Aufgabe 4.18. Seien P = ( (1) ) und @ = < (i) > Punkte in R2.

(i) Gib eine Verschiebung, eine Drehung und eine Spiegelung an, die P in @ iiberfiihren.
(ii) Welche von diesen drei Bewegungen sind eindeutig?

(iii) Wie konnte man die drei Bewegungen fiir beliebige Punkte P # @ in R? beschrei-
ben?

Aufgabe 4.19. Wir betrachten Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen in R2. Die
Verkniipfung von zwei Verschiebungen ist natiirlich wiederum eine Verschiebung.

(i) Ist die Verkniipfung von zwei Drehungen wieder eine Drehung? Die Drehungen
konnen dabei um zwei verschiedenen Punkte erfolgen.
(Kein Beweis erforderlich, wir schauen uns das spiter nochmal genauer an.)

(i) Was kann man iiber die Verkniipfung von zwei Spiegelungen entlang von zwei
Geraden g und h sagen? Ist dies wiederum eine Spiegelung? Oder eine andere Art
von Bewegung?

Hinweis: Betrachte drei Fille: g und h schneiden sich, g und h sind parallel und
verschieden, g und h sind identisch.

Aufgabe 4.20. Es sei g C R? eine Gerade, o4 die dadurch induzierte Spiegelung und p
eine Drehung um einen Punkt P € R2. Genau wann ist die Verkniipfung 04 © p wieder
eine Spiegelung?

(Kein Beweis erforderlich.)

Aufgabe 4.21. Sei 7 # id eine Verschiebung in R? und p # id eine Drehung. Zeige,
daBl dann gilt Top # por.

Hinweis: Man kann benutzen, dafi Verschiebungen keine Fizpunkte und Drehungen
genau einen Fixpunkt haben.

Aufgabe 4.22. Was sind die Fixpunktmengen einer Spiegelung, einer Drehung und
einer Verschiebung?

Aufgabe 4.23. Sei n € Ny3. Fiir welche n ist ein n-Eck schon durch die Exkpunkte
festgelegt? Uberlege, warum das so ist, beziehungsweise gib ein Gegenbeispiel, wenn es
nicht so ist.

Aufgabe 4.24. Es seine P # Q € R2. Beschreibe die folgenden Objekte:
(i) der Richtungsvektor von P nach @;
(ii) die Gerade, die durch P, @ definiert ist;
(iii) der Strahl, der in P beginnt und durch @ lduft;
)

(iv) der Strahl, der in @ beginnt und durch P lduft;
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(v) die Strecke zwischen P und Q;

(vi) die Linge der Strecke zwischen P und Q.

Aufgabe 4.25. Seien nun P = < [1) > und Q = < ; > Berechne die Objekte der

vorherigen Aufgabe in diesem konkreten Fall.
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5 Geometrie in der reellen Ebene

Wir haben uns nun schon einen Grofiteil der axiomatischen Grundlagen der euklidischen
Geometrie erarbeitet. Wie es sich herausstellt, kann man damit bereits einen Grofiteil
der klassischen Ergebnisse verstehen und beweisen. Ganz im Sinne von Euklid, der auch
eine sehr konkrete Vorstellung von Geometrie hatte, wollen wir dies anhand der reellen
Ebene tun. Dies ist moglich, da, wie wir gesehen haben, die reelle Ebene die bisher
besprochen Axiome erfiillt. Alle Objekte in diesem Kapitel werden also, auch wenn dies
nicht immer explizit gesagt wird, als Teilmengen von E = R? aufgefasst.

5.1 Lingen im R?

Zunéchst fithren wir den Begriff der Lénge ein. Dies wird uns bei dem Arbeiten mit
geometrischen Objekten sehr niitzlich sein.

Definition 5.1. Fiir zwei Punkte A = ( Zl ) ,B = ( Zl > € R? sei
2 2

U(AB) := ||B = All = v/(a1 — b1)? + (ag — b2)?
die Linge der Strecke AB.

Wir werden fast nie mit der expliziten Definition der Linge einer Strecke arbeiten,
sondern nur mit den Eigenschaften, welche in den folgenden beiden Aussagen formuliert
werden.

Proposition 5.2. Fir A, B € R? gilt
A+#B & (AB) > 0.

Beweis. Ubung. q.e.d.

Satz 5.3 (Dreiecksungleichung). Seien A, B,C € R? drei Punkte. Dann gilt
((AC) < ((AB) + {(BO).
Es gilt Gleichheit genau dann, wenn die drei Punkt kollinear sind.

Beweis. Die Dreiecksungleichung ist anschaulich klar, und wir wollen diese deswegen
nicht beweisen, sonder uns den Sachverhalt anhand einer Skizze klar machen. Man kann
diese zum Beispiel mit der Cauchy—Schwarz Ungleichung aus der Linearen Algebra be-
weisen. In der Ubung werden wir zeigen, da§ Gleichheit gilt, falls die drei Punkte kolli-
near sind. q.e.d.

Bemerkung 5.4. Die Dreiecksungleichung erscheint als zwanzigste Proposition in Eu-
klid’s Elementen, Proposition [2.20]

Der Begriff des Lingenmafles erlaubt es uns den Begriff der Kongruenz von Strecken
viel anschaulicher darzustellen.

Satz 5.5. Verschiebungen, Spiegelungen und Drehungen in der reellen Ebene sind lingenerhaltend.
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Beweis. Wir werden dies nur fiir Verschiebungen zeigen. Fiir Spiegelungen und Drehun-
gen braucht man etwas mehr Lineare Algebra.
Wir erinnern uns, dafl eine Verschiebung in der reellen Ebene gegeben ist durch

7w R2 5 RE X — X+
fiir einen Vektor v € R?. Dann gilt fiir alle P,Q € R?, da8

U1 (P)70(Q)) = [[7(P) — 70(Q) |
= [[(P +v) = (Q+ )]

=P -Q
((PQ).
Diese Rechnung zeigt, dafl Verschiebungen ldngenerhaltend sind. q.e.d.

Man kann zeigen, daf sich alle Bewegungen aus Verschiebungen, Drehungen und Spie-
gelungen zusammensetzen lassen. Damit erhalten wir folgendes

Korollar 5.6. Jede Bewegung o der Ebene R? ist lingenerhaltend, das heifst fiir je zwei
Punkte P,Q € R? gilt

U((P)p(Q)) = £(PQ).
Der Vollstandigkeit halber formulieren wir folgenden Satz.
Satz 5.7. Jede lingenerhaltende Abbildung der Ebene ist eine Bewegunyg.

Beweis. Dieser Satz ist nicht ganz trivial, er folgt durch eine ldngere Berechnung mit
Methoden der linearen Algebra und geht {iber den Stoff dieser Vorlesung hinaus. q.e.d.

Wir erinnern an folgende Definition die wir bereits im vorherigen Kapitel besprochen
hatten.

Definition 5.8. Wir sagen, da8 zwei Teilmengen F und F’ der Ebene R? kongruent
sind, wenn es eine Bewegung ¢ mit ¢(F) = F' gibt. Wir schreiben dann F = F'.

Bemerkung 5.9. Aus dem vorherigen Kapitel wissen wir bereits, dafy alle Strahlen zu-
einander kongruent sind, und daf} alle Geraden zueinander kongruent sind.

Lemma 5.10. Es seien AB und CD zwei Strecken. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Die Strecken AB und CD sind kongruent.
(ii) Esist {(AB) = {(CD).
(i1i) Es gibt eine Bewegung ¢ mit p(A) = C und p(B) = D.
Beweis. Die Aussage ,,(i)=(ii)“ folgt aus Korollar
Zeigen wir ,,(ii)=(iii)“. Wir nehmen zuerst an, dal /(AB) = ¢(C'D) = 0. In diesem Fall
ist A= B und C = D. Nach dem wir mit eine Verschiebung A in C iiberfithren kénnen,

kénnen wir dann auch AB = A in CD = C {iberfiihren.
Wir betrachten nun den Fall /(AB) = ¢(CD) > 0. Nun ist also A # B und C' # D. Wir

konnen eine Bewegung ¢ finden, die die Strahlen @ und C"ﬁ ineinander {iberfiihrt.
Insbesondere ist p(A) = C'. es gilt nun

U(Cp(B)) = t(p(A)p(B)) = L(AB) = ((CD).
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Nachdem ¢(B) und D aud dem gleichen Strahl C@ liegen und den gleichen Abstand
zum Anfangspunkt C besitzen, folgt ¢(B) = D.

Die Aussage ,,(iii)=(1)“ ist leicht gezeigt. Wir nehmen an, daf es eine Bewegung ¢ gibt,
mit ¢(A) = B und ¢(C) = D. Nachdem Bewegungen Strecken in Strecken tiberfiihren,
folgt dann auch schon, dass ¢ die Strecke AB in die Strecke C'D iiberfiihrt. q.e.d.

Wir kénnen nun auch den Satz zum Abtragen von Strecken folgendermafien um-
formulieren:

Lemma 5.11. Ses E ein Strahl mit Anfangspunkt A und P,Q € A.B) Dann gilt

P=Q N ((AP) = ((AQ)

Beweis. Dies werden wir in der Ubung behandeln. q.e.d.

5.2 Das Winkelmaf3 im R?

Wir haben bereits Winkel eingefiihrt. Es stellt sich heraus, dafl die Lange uns dabei hilft
Winkel zu messen. Dazu bendtigen wir eine neue geometrische Figur: den Kreis.

Definition 5.12. Der Kreis mit Mittelpunkt P und Radius r > 0 ist definiert als die
Menge o
K(P,r):={Q e R*|{(PQ)}.

Bemerkung 5.13. Wir haben bis jetzt nur gelernt, wie man Strecken misst, aber nicht,
wie man die Lénge von gekriimmten Linien bestimmt. Dies ist bei weitem komplizierter.
Fiir den Kreis gibt es einige Methoden, die Léange (also den Kreisumfang zu bestimmen,
auf die wir hier aber nicht genauer eingehen. Uns geniigt es, uns zu merken, daf}

Léange eines Kreises vom Radius 1 = 27.

Dies werden wir im Folgenden verwenden.

Definition 5.14. Sei a := ¥ gac ein Winkel und (A4, 1) der Kreis mit Radius 1 um
A. Wir definieren die Grifie des Winkels <gac als

Z(Bac) = die Linge des Kreisabschnitts (4, 1) N Z(«).
Manchmal bezeichnen wir dies auch als Winkelmafs.

Bemerkung 5.15. Da wir das Innere des Winkels fiir die Definition des Winkelmafles be-
nutzt haben, sehen wir, daff das maximale Winkelmaf3 durch die Lénge eines Halbkreises
gegeben ist, also durch 7.

Streng genommen schlielt unsere Definition von Winkeln den Winkel, der nur aus einem
Strahl besteht (auch Nullwinkel genannt), und den Winkel, bei dem die beiden Schen-
kel auf einer gemeinsamen Gerade liegen (auch gestreckter Winkel genannt) aus. Der
Einfachheit halber (und wenn keine Verwirrungsmdoglichkeit besteht), werden wir diese
Begriffe jedoch benutzen.

Wir fithren noch folgende Begriffe ein:

(i) Wir sagen der Winkel ist ein Nullwinkel, wenn das Winkelmafl 0 betrégt.
(ii) Wir sagen der Winkel ist ein spitzer Winkel, wenn das Winkelmaf in (0, ) liegt.

(iii) Wir sagen der Winkel ist ein rechter Winkel, wenn das Winkelmaf8 7 betrégt.
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(iv) Wir sagen der Winkel ist ein stumpfer Winkel, wenn das Winkelma8 in (7, ) liegt.

(v) Wir sagen der Winkel ist ein Vollwinkel, wenn das Winkelmafl 7 betrégt. Anstatt
,, Vollwinkel“ sagt man manchmal auch gestreckter Winkel.

Notation 5.16. Wie iiblich deuten wir in Zeichnungen einen rechten Winkel mithilfe
von einem Punkt und einem Viertelkreis an.

Satz 5.17. Seien A, B,C paarweise verschiedene Punkte in R?.
=
(i) Wenn die Strahlen BA und BC nicht identisch sind, dann gilt Zapcy > 0.

(ii)) Wenn P ein Punkt im Inneren von < apc liegt, dann gilt
Zapc) = £aBpP) + £(PBO)-

(iii) Es ist Z(ABC) = Z(CBA)-

Beweis. (i) Die Aussage folgt daraus, dass in diesem Fall der Kreisabschnitt echt posi-
tive Lange hat.

(ii) Der Kreisabschnitt fiir den Winkel, welcher durch A, B und C festgelegt wird, wird

durch den Strahl ﬁ in zwei Teile zerlegt. Nachdem die Winkel durch die Lénge der
Kreisabschnite definiert sind, erhalten wir sofort die gewiinschte Aussage.

(iii) Diese Aussage ist klar, da die Lénge des Kreisabschnitts nicht von der Reihenfolge
der Schenkel abhéngt. q.e.d.

Lemma 5.18. Sei zﬁ ein Strahl und P und Q zwei Punkte, die auf der gleichen Seite
von g(A, B) liegen (in der gleichen Halbebene). Wenn £ papy = £(Bag), s0 gilt AP =
44

Beweis. Das folgt aus den Anordnungsaxiomen. Anschaulich kann man es sich jedoch
sehr schon mit einem Bild klar machen. q.e.d.

Proposition 5.19. Bewegungen sind winkelerhaltend, das heifit, fiir einen Winkel <gac
mit Winkelmap 2 pacy gilt fir jede Bewegung ¢ : R? - R?

Z(p(BAC)) = L(p(B)p(A)p(C)) = £(BAC)

Beweis. Wir wissen, dafl Bewegungen Léngen erhalten. Da das Winkelma$ {iber Léngen
definiert ist, schlieen wir daraus, dafl Bewegungen auch Winkel erhalten. q.e.d.

5.3 Winkel zwischen Geraden

Eine erste Anwendung sind die Schnittwinkel von Geraden.

Definition 5.20. Seien g und h Geraden, die sich in einem Punkt P schneiden. Der
Punkt P zerlegt die Geraden in jeweils zwei Strahlen. Wir nennen Winkel, welche ge-
geniiber liegen Scheitelwinkel und wir nennen Winkel, welche nebeneinander liegen Ne-
benwinkel.

Satz 5.21. Seien g und h Geraden mit Schnittpunkt P.

(i) Die Winkelmafle von zwei Nebenwinkeln ergeben zusammen .
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(ii) Scheitelwinkel sind gleich grofs.

Beweis. Zwei Nebenwinkel ergeben zusammen einen Vollwinkel. Die Aussage (i) folgt

also aus Satz (ii).

Die Aussage (ii) werden wir in der Ubung zeigen. q.e.d.
Wir betrachten nun eine etwas kompliziertere Situation.

Definition 5.22. Seien g1 # g2 (moglicherweise parallele) Geraden und h eine weitere
Gerade, die beide schneidet.

(i) Liegen zwei Winkel auf der gleichen Seite von h und auf der gleichen Seite einer
der Geraden g1, g2 und nicht auf der gleichen Seite der anderen Geraden, so spricht
man von Stufenwinkeln (F-Winkeln).

(ii) Liegen zwei Winkel auf der gleichen Seite von h und auch jeweils auf der gleichen
Seite von g1 und go, so nennt man sie Erginzungswinkel (E-Winkel).

(iii) Liegen zwei Winkel auf verschiedenen Seiten von h und jeweils auf der gleichen
Seite von g1 und go, so heiflen sie Wechselwinkel (Z-Winkel).

Satz 5.23. Seien g1 # go parallele Geraden und h eine weitere Gerade, welche g1 und
g2 schneidet.

(i) Die Stufenwinkel, sind gleich grofs.
(i) Die Wechselwinkel sind ebenfalls gleich grof.
(i1i) Die Winkelmafle von zwei Erginzungswinkel ergeben zusammen .

Beweis. Sei P; der Schnittpunkt von g; und A und P der Schnittpunkt von go und h.
Wir bezeichnen mit v = P, — P; den Richtungsvektor von P; nach Ps. Sei 7, : R? — R?
die eindeutige Verschiebung die P; auf P, abbildet.

Wir zeigen zuerst, dafl 7,(g1) = g2:
Wir wissen, dafl 7,(g1) parallel zu g; verlauft. Da 7,(P;) = Py ist, verlduft 7,(g1) durch
P,. Auch g5 ist eine zu g; parallele Gerade, die durch P verlauft. Es folgt 7,(g1) = go.

Wir zeigen nun, daf 7,(h) = h:
Wir wissen, dafl 7,(h) parallel zu h verlduft. Da P;, P» € h und 7,(P;) = P5, sehen wir,
dafl A und 7,(h) beide den Punkt 7,(P;) = P» enthalten. Zwei parallel Geraden, die

durch den gleichen Punkt verlaufen, sind identisch, also 7,(h) = h.

Es folgt nun also, dafi 7, den Stufenwinkel bei P; in den bei P, iiberfithren. Da Bewe-
gungen Winkel erhalten, sind diese gleich grof.

Weiter folgt, dafl 7, den Wechselwinkel bei P; in den Scheitelwinkel des Wechselwinkels
bei P, iiberfiihrt. Aus Satz (ii) folgt, dafl diese gleich gro8 sind.

Die Aussage iiber Erginzungswinkel werden wir in der Ubung zeigen. q.e.d.
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5.4 Kreise im R?

Kreise sind wichtige geometrische Objekte, die bereits die Philosophen und Geometer
in der Antike faszinierten. Wir haben bereits gesehen, dafl der Einheitskreis bei der
Definition des Winkelmafles eine zentrale Rolle spielt. In den nichsten Wochen werden
wir noch weitere Anwendungen kennenlernen. Um uns darauf vorzubereiten, werden wir
einige Grundlagen besprechen.

Wir erinnern zuerst an die Definition eines Kreises und wir fithren zudem auch die
zugehorige Kreisscheibe ein.

Definition 5.24. Sei P € R? und r € R+q.

(i) Der Kreis mit Mittelpunkt P und Radius r ist definiert als die Menge

K(P,r) = {Q € R | ((PQ) = r}.

(ii) Die Kreisscheibe mit Mittelpunkt P und Radius r ist definiert als die Menge

S(Pr) :={Q e R?*|L(PQ) < r}.
Fiir Rechnungen ist folgende Aussage niitzlich:

Lemma 5.25. Seien P = < gl > und Q = ( Zl ) Punkte und r > 0. Dann gilt:
2 2

(i) Q€ K(P,r) <= (1 —p1)* + (g2 — p2)* = r*.

(ii) Q € S(P,r) <= (1 —p1)* + (g2 — p2)? < r2.
Beweis. Ubung. q.e.d.
Die erste Aussage, die wir betrachten, betrifft den Durchmesser eines Kreises.

Definition 5.26. Sei X C R? eine (abgeschlossene) Teilmenge. Wir bezeichnen den
maximalen Abstand zwischen zwei Punkten in X als Durchmesser von X und notieren
ihn mit diam(X). Mit anderen Worten, es ist

diam(X) := max{{(PQ) | P,Q € X}.

Bemerkung 5.27. Die obige Definition funktioniert nur fiir abgeschlossene Teilmengen,
d.h. grob gesagt, Teilmengen mit Rand. Dies geniigt fiir unsere Zwecke. Man kann die
Definition auf alle Teilmengen erweitern, wenn man das Maximum durch das Supremum

ersetzt, also
diam(X) := sup{/(PQ) | P,Q € X}.

Beispiel 5.28. Der Durchmesser eines Quadrats Q(a) mit Seitenldnge a € R~ ist die
Lange der Diagonalen, also

diam(Q(a)) = V2a.

Der Durchmesser eines gleichseitigen Dreiecks D(a) mit Seitenlinge a € Rsq ist die
Seitenlénge, also
diam(D(a)) = a.

Lemma 5.29. Der Durchmesser eines Kreises mit Radius r ist 2r.
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Beweis. Ubung. q.e.d.

Lemma 5.30. Jede Bewegung ¢ : R? — R? fiihrt einen Kreis vom Radius v in einen
Kreise vom Radius r iber. Genauer gilt fiir einen Kreise IC(P,r)

p(K(P,r)) = K(p(P), 7).

Beweis. Dies folgt sofort aus der Tatsache, dafl Bewegungen ldngenerhaltend sind, da
die Definition des Kreises mit Hilfe von Lingen erfolgt. q.e.d.

Bemerkung 5.31. Die obige Aussage ist sehr niitzlich fiir Rechnungen, da wir damit
beliebige Kreise in Kreise iiberfithren kénnen, in denen Rechnungen leichter sind. Dies
sind zum Beispiel Kreise die den Nullpunkt als Mittelpunkt haben.

Wir werden zuerst zeigen, dafl sich zwei Kreise in maximal zwei Punkten schneiden.

Satz 5.32. Seien K(P,r) und K(Q,s) zwei Kreise mit P # Q. Dann gilt genau eine
der folgenden Aussagen:

(i) Die Kreise KC(P,r) und K(Q,s) schneiden sich nicht.
)

(ii) Die Kreise IC(P,r) und K(Q,s) schneiden sich in genau einem Punkt, und dieser
liegt auf der Geraden g = g(P, Q).

(iii) Die Kreise KK(P,r) und K(Q, s) schneiden sich in zwei Punkten U # V, und diese
haben die Eigenschaft, daf og4pq)(U) =V.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung des Satzes durch eine explizite Rechnung. Aus Lem-
ma [5.30] folgt, dafl sich an der Aussage nichts dndert, wenn wir zuerst eine Bewegung
auf die Kreise anwenden. Nach der Definition von Bewegungen gibt es eine Bewegung
@, die den Strahl fﬁ in die nicht-negative z-Achse iiberfiihrt. Dann ist

P(K(P,1) = K (< 8 > ,r>
q
0

(@) =k ( (

fiir ¢ > 0. Wir kénnen nun also die Behauptung fiir C (< 8 > ,r> und K <( g ) ,s>

zeigen. Fiir ( ayc ) € R? gilt nun

(5 (Ca) ) ((0) o) = () (0 ) ) ma () = ((

= (z =0+ (y—0)* =7* und (z — ¢)* + (y — 0)*

= ?+y* =r*und (z — ¢)* +¢* = 5*
2—x2)=S
2

—= 2>+ y?=r>und (z — ¢)® + (r

— 2y =ruwd @ -2+’ =5

—s2 42442
2q

2

—y?=r -2 und z =
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Insgesamt also
. —52+r2+q2
x 0 q T = 2q
elC(( ))mc(( >><:> :
(y) 0 0 y2:T2_(#j+q2) —d

Wir unterscheiden nun drei Félle.

d < 0: Die Kreise schneiden sich nicht, denn es gibt keine reelle Zahl y mit y?> = d < 0.

0

dere liegt der Schnittpunkt auf der z-Achse, und dies ist die Gerade durch die
Mittelpunkte der Kreise.

d = 0: Die Kreise schneiden sich in genau einem Punkt der Form ( x ) Insbeson-

d > 0: Die Kreise schneiden sich in zwei Punkten der Form (z, ++/d). Insbesondere sind
die Schnittpunkte Spiegelbilder beziiglich der z-Achse.

Nach Anwendung der Bewegung ¢! erhalten wir die Aussage fiir die urspriinglichen

Kreise. q.e.d.

Als néchstes betrachten wir wie sich ein Kreis und eine Gerade in der Ebene zueinander
verhalten.

Satz 5.33. Sei IC(P,r) ein Kreis mit Radius r > 0 um einen Punkt P € R? und g C R?
eine Gerade. Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(i) Der Kreis KK(P,r) und die Gerade g schneiden sich nicht.

(i) Der Kreis KC(P,r) und die Gerade g schneiden sich in genau einem Punkt Q.
(i1i) Der Kreis K(P,r) und die Gerade g schneiden sich in zwei Punkten U # V.
Beweis. Ubung. q.e.d.
Definition 5.34. Sei K C R? ein Kreis und g C R? eine Gerade.

(i) Schneidet g den Kreis K nicht, so nennt man ¢ eine Passante zu K.

(ii) Schneidet g den Kreis K in genau einem Punkt, so nennt man g eine Tangente zu

K.

(iii) Schneidet g den Kreis K in zwei verschiedenen Punkten, so nennt man ¢ eine
Sekante zu K.

Satz 5.35. Sei K = K(P,r) ein Kreis und QQ € K. Dann gilt:
(i) Es gibt genau eine Tangente zu K durch Q.

(i) Die Tangente zu K durch @ ist die Gerade durch @Q, welche senkrecht auf der
Geraden g(P, Q) steht.

Beweis. Da wir diesen Satz wiederum durch eine explizite Rechnung beweisen werden,
machen wir uns die Situation so einfach wie moéglich, indem wir eine geeignete Bewegung
anwenden. Mithilfe der Verschiebung 7, : R> — R? mit den Richtungsvektor v = 0 —
P kénnen wir P in den Ursprung verschieben, und mithilge einer Drehung um den
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Ursprung koénnen wir den Punkt @ auf den Punkt < 8 ) auf der z-Achse bewegen. Es
geniigt also folgende Behauptung zu beweisen:

Sei I = K(0,7) ein Kreis mit Radius r um den Ursprung. Durch den Punkt @ = < 6 )

gibt es genau eine Tangente zu IC, namlich die Gerade

()b}

Es ist klar, dafl die Gerade g den Kreis nur in @) schneidet. Also ist g eine Tangente zu
K durch ). Weiterhin ist klar, dafl diese Gerade g die Gerade durch den Ursprung und
den Punkt @, d.h. die z-Achse, senkrecht schneidet.

Wir miissen nun also noch zeigen, dass g die einzige Tangente zum Kreis K am Punkt
@ ist. Sei also h eine Gerade durch ), welche nicht vertikal ist. Wir miissen zeigen, dafl
h den Kreis K in einem zweiten Punkt schneidet. Wir kénnen h schreiben als

) A () ey,

wobei der Richtungsvektor v = nicht vertikal ist, also a # 0.

a
b
Wir bestimmen nun die Schnittpunkte von A mit K:
( S )—1—)\- ( Z ) EK <= (r+Xa)?+ 0+ )2 =12

— 2 4+ 2rha+ N\2a? + N2 =12
> 2rha + N2a? + N2 =0

= A2ra+ Xa® + \b?) =0

—2ra

<:>)\:00der>\:m

wo wir am Ende benutzt haben, da8 a?+b% # 0, da a # 0. Da a,r # 0 sind, ist % # 0.
Es gibt also zwei Punkte, die auf h und auf K liegen, ndmlich

r r —2ra a
Q_<0) o T_<0>+a2—|—b2<b>
und dies zeigt die Behauptung. q.e.d.

5.5 Kongruenzsitze fiir Dreiecke

In diesem Teil wollen wir uns einige aus der Schule bekannte Aussagen iiber die Kon-
gruenz von Dreiecken anschauen.
Zur Erinnerung folgende Definitionen:

Definition 5.36. Wir sagen, dafl zwei Teilmengen F und F’ der Ebene R? kongruent
sind, wenn es eine Bewegung ¢ mit p(F) = F’ gibt. Wir schreiben dann F = F'.

Definition 5.37. Seien A, B, C € R? drei nicht kollineare Punkte. Dann ist

A ABC :=ABUBCUCA
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das von A, B und C aufgespannte Dreieck. Es hat die Seiten AB, BC und CA. Seine

Innenwinkel sind

a:=<Apac = xﬁ U 1@ am Eckpunkt A,
B :=<cBa = B—1>4 U B? am Eckpunkt B,
¥ :=SacB = Cﬁ U Cﬁl am Eckpunkt C.

Lemma 5.38. Zwei Dreiecke Aapc und N ager in R? sind kongruent genau dann,
wenn es eine Bewegung ¢ : R2 — R? gibt mit (A) = A', (B) = B’ und ¢(C) = C".

Beweis. Zwei Dreiecke sind genau dann kongruent, wenn alle Seiten und alle Winkel
kongruent sind. Somit folgt die Aussage aus Proposition [£.65] und Satz [£.75] q.e.d.

Bemerkung 5.39. Zu gegebenen Punkten A, B, C hingt das Dreieck A 4p¢ als Teilmenge
des R? a priori nicht von der Reihenfolge der Punkte ab. Tatsichlich gilt zum Beispiel

Aapc = Apac C R

Allerdings werden wir die Aussage ,,/A agc ist kongruent zu /\ grgicr“ stets so verwenden,
daf} es eine Bewegung ¢ gibt, die A auf A’, B auf B’ und C auf C’ abbildet. Das heifit,
 beriicksichtigt die Reihenfolge der Eckpunkte.

Die Kongruenzsitze fiir Dreiecke geben uns Kriterien an die Hand, um zu zeigen, daf}
zwei Dreiecke kongruent sind.

Satz 5.40 (Kongruenzsatz SWS). Seien A, B,C und A, B', C' jeweils drei nicht-kollineare
Punkte in R%2. Wenn gilt

((AB) = (XB),
((BC) = (FT),
Bi=ZLapc=Zapc =,
dann sind die Dreiecke Aapo und N\ o kongruent.

Beweis. Aus der Voraussetzung ¢(AB) = {(A’B’) folgt nach Lemma daf} es eine
Bewegung ¢ gibt, mit p(A4) = A’ und p(B) = B'.

Sind nun ¢(C) und C’ auf verschiedenen Seiten von der Geraden g(A’, B'), so wenden
wir zusitzlich die Spiegelung og(as pry an der Geraden g(A’, B') an. Sei ¢ := ogar g o .
Dann liegen ¢ (C') und C” auf der gleichen Seite von g(A’, B'). Sind ¢(C) und C’ bereits
auf der gleichen Seite von g(A’, B'), so setzen wir ¢ := ¢. Natiirlich gilt in beiden Fillen
Y(A) = A" und ¥(B) = B'.

Aus der Voraussetzung 8 := Zapc = Zapor =: f (und da Zape = 4¢(A)¢(B)w((}))

folgt nach Lemma daB (B (C) = B'C'.

Aus der Voraussetzung ¢(BC) = ((B’C") (und da ¢(BC) = £(¢)(B)¥(C))) folgt nach
Lemma daB sogar schon ¢ (C) = C’. Wir haben also eine Bewegung v gefunden
mit Y(A) = A, Y(B) = B' und ¢(C) = C’. Das zeigt, da die Dreiecke A4pc und
A pgrer kongruent sind. q.e.d.

Satz 5.41 (Kongruenzsatz WSW). Seien A,B,C und A',B',C" jeweils drei nicht-
kollineare Punkte in R?. Wenn gilt

((AB) = ((ATBY),
a:=ZLcap =Loap = A
B:=ZLapc =Lapc =,

dann sind die Dreiecke A apc und N\ arpror kongruent.
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Beweis. Da 6( B) = ((A’B’), finden wir wir oben eine Bewegung ¢ : R? — R? mit
P(A) = Y(B) = B’, und so daB ¢(C) und C’ auf der gleichen Seite von g(A’, B")
liegen.

Da o := Zoap = Zoag =: o, folgt wie oben w(A)zj)(C'5 = AC'. Da = Zapc =
Zaper =: B, folgt wie oben 1 (B)y(C) = B'C'.

Da die beiden Geraden g(¢(A),¥(C)) = g(A’,C") und g(¢(B),¥(C)) = g(B’,C") nach
Satz thm: parallele Geraden im R2 (also dem Parallelenaxiom) hochstens einen Punkt
gemeinsam haben, muf} schon gelten, daf§ ¢(C) = C” ist.

Wieder haben wir eine Bewegung ¢ gefunden mit ¢)(A) = A’, ¢(B) = B’ und ¢(C) = C".
Das zeigt, dafl die Dreiecke A apc und A 4/grer kongruent sind. q.e.d.

Satz 5.42 (Kongruenzsatz SSS). Seien A, B,C und A’, B',C" jeweils drei nicht-kollineare
Punkte in R%2. Wenn gilt

U(AB) = (AT B),
¢BC) = (B0,
((CA) = ((CTAT),

dann sind die Dreiecke A apo und N\ o kongruent.

Beweis. Da ((AB) = ((A’B’), finden wir wir oben eine Bewegung ¢ : R? — R? mit
o(A) = A" und p(B) = B'.
Wir machen nun folgende Beobachtungen:

(i) Aus ((C'A") = E( A) =Ly ( Jo(A)) folgt, dal sowohl ¢(C') als auch C” auf dem
Kreis K(A’,r) um p(A) = A’ mit Radius r := ((C"A") = {(C'A) liegen.

(i) Aus ¢(B’C") = {(BC) = {(¢(B)p(C)) folgt, daB sowohl x(C) als auch C’ auf dem
Kreis K(B’', s) um ¢(B) = B’ mit Radius s := ¢(B’C") = {(BC) liegen.

Also sind ¢(C) und C’ Schnittpunkte der zwei Kreise K(A’, ) und K(B', s). Es folgt aus
Satz daf entweder p(C) = C’ oder dal wir p(C) entlang der Geraden g(A’, B") auf
C’ spiegeln konnen. Im ersteren Fall sei ¢ := ¢ im letzteren Fall sei ¢ := Tg(A’,B") © p-

In beiden Fillen gilt ¢(A) = A’, ¥(B) = B’ und ¥(C) = C’, und wir haben gezeigt, da8
die Dreiecke A g4pc und A 4 g kongruent sind. q.e.d.

Als Anwendung betrachten wir gewisse regelméfliige Dreiecke.

Definition 5.43. Ein Dreieck heifit gleichschenklig, wenn es zwei Seiten gibt, welche
die gleiche Lénge besitzen.

Ein Dreieck heifit gleichwinklig, wenn es zwei Innenwinkel gibt, welche gleich grof sind.
Ein Dreieck heifit gleichseitig, wenn all drei Seiten die gleiche Lénge besitzen.

Satz 5.44. FEin Dreieck ist gleichschenklig, genau dann, wenn es gleichwinklig ist. Sei
genauer N apc ein Dreieck. Dann gilt

((AC) = ¢(BC) = ZpAc = ZABC-

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dal ¢(AC) = ¢(BC). Wir wollen zeigen, da} Zpac =

ZABC-
Sei P der Mittelpunkt der Strecke AB. Wir betrachten die Dreiecke A pc und Agpc.
Es gilt
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(i) £(AP) = {(BP), da P der Mittelpunkt der Strecke AB ist,
(ii) ¢(PC) = ¢(PC), trivialerweise,
(iii) ¢(AC) = £(BC), nach Voraussetzung.

Somit sind die Voraussetzungn des Kongruenzsatzes erfiillt. Es folgt also, daf die
Dreiecke Aapc und Appc kongruent sind. Insbesondere stimmen ihre Innenwinkel
tiberein, und es gilt

Zpac = £pBc-
Aber es ist Apac = <pac und < ppc = Sapco. Also auch ZLpac = Zape-
Die umgekehrte Aussage werden wir in der Ubung behandeln. q.e.d.

Wir besprechen noch eine einfache Folgerung daraus.
Korollar 5.45. Alle Innenwinkel in einem gleichseitigen Dreieck sind gleich grofs.

Beweis. Sei A spc ein gleichseitiges Dreieck. Wie tiblich bezeichnen wir den Innenwinkel
bei A mit o, bei B mit 3, bei C' mit v. Da ¢(AC) = ¢(BC) folgt a = 8. Da {(AB) =
((AC) folgt B = . q.e.d.

5.6 Die Mittelsenkrechte

Wir erinnern zunéchst an folgenden Satz:

Satz 5.46. Sei g eine Gerade in der Ebene R? und P ein beliebiger weiterer Punkt.
Dann gibt es genau eine Gerade h, welche senkrecht auf g steht und welche durch P
verlduft.

Beweis. Sei g = {Q + X - v|A € R}, mit einem geeigneten Aufpunkt @ und einem
U1

E Mit etwas linearer Algebra kann man nun zeigen, daf3 die
2

Richtungsvektor v =
durch

g={P+ X w|lXeR})w= ( _:2 )
1
definierte Gerade, die offensichtlich durch P verlauft, senkrecht zu g ist.
Dafl diese Gerade eindeutig ist, folgt mit Lemma q.e.d.

Definition 5.47. Wir bezeichnen diese Gerade h oben als das Lot beziiglich P auf g
und wir bezeichnen den Schnittpunkt von h mit g als den Lotfuflpunkt.

Ist P € g, so sagen wir auch, dal h das von P auf g errichtete Lot ist. Ist P ¢ g, so
sagen wir auch, dafl h das von P auf g gefillte Lot ist.

Als Folgerung erhalten wir eine Aussage, die uns insbesondere Definition der Mittel-
senkrechten gibt.

Korollar 5.48. Es seien A und B zwei verschiedene Punkte in der Ebene. Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte Gerade durch den Mittelpunkt von AB, welche senkrecht auf
AB steht. Wir nennen diese Gerade die Mittelsenkrechte zu AB.

Wir werden nun die Mittelsenkrechte durch eine weitere Eigenschaft charakterisieren,
die es uns erlaubt, diese mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.
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Proposition 5.49. Seien A # B € R?. Die Mittelsenkrechte map zu AB ist die Menge
aller Punkte, die zu A und B den gleichen Abstand besitzen, also

map = {Q € R?|{(AQ) = (BQ)}.

Beweis. Um zu zeigen, daf die obige Gleichheit der beiden Teilmengen des R? gilt, zeigen
wir zuerst, da jeder Punkt der Geraden map auch in der Menge {Q € R?|{(AQ) =
{(BQ)} liegt.
Sei P der Mittelpunkt von AB. Insbesondere gilt {(AP) = ¢(BP), P ist also in der
rechten Menge enthalten. Nach Definition der Mittelsenkrechten ist klar, dafl P € mp.
Sei also P # @Q € map. Wir miissen zeigen, da8 /(AQ) = ¢(BQ). Wir betrachten die
Dreiecke Agpp und Agpa.
Da g(P,Q) = map senkrecht auf AB steht folgt
™

Zopp = LQBA = 5

Da P der Mittelpunkt von AB ist gilt
{(AP) = ((BP).

Die Strecke PQ liegt auf beiden Dreiecken.

Nach dem SWS-Satz[5.40|folgt also, dal Agpp und Agpa kongruent sind. Insbesondere
gilt £(AQ) = ¢(BQ).

In der Ubung werden wir die Umkehrung zeigen: gilt fiir einen Punkt Q, da8 £(AQ) =
¢(BQ), so folgt Q € map. q.e.d.

Bemerkung 5.50. Allgemein gilt: um zu zeigen, dafl zwei Mengen X, Y iibereinstimmen,
geniigt es zu zeigen, daf jedes Element Q € X auch in Y ist, und dafl jedes Element
@ €Y auch in X ist.

Konstruktion 5.51 (Mittelsenkrechte). Es seien A # B € R? zwei verschiedene Punk-
te.

(i) Wir wihlen einen hinreichend groflen Radius r, so dass sich die Kreise KC(A,r)
und K(B,r) in zwei verschiedenen Punkten S # T schneiden.

(i) Der Schnittpunkt P der Gerade g(S,T) mit der Gerade g(A, B) ist dann der Mit-
telpunkt der Strecke AB und die Gerade g(S,T) ist die Mittelsenkrechte der Strecke
AB.

Beweis. Die Punkte S und T sind verschieden und haben jeweils den gleichen Abstand
r zu A und B. Somit liegen beide Punkte nach Proposition auf der Mittelsenkrech-
ten. Da zwei verschiedene Punkte eine Gerade bereits eindeutig festlegen, folgt, dass
9(S,T) =mag. q.e.d.

Als Anwendung betrachten wir die Mittelsenkrechten eines Dreiecks.

Satz 5.52. Die drei Mittelsenkrechten eines beliebigen Dreiecks schneiden sich in genau
einem Punkt.

Beweis. Sei /A ppc ein beliebiges Dreieck. Wir bezeichnen mit mp¢ die Mittelsenkrechte
der Strecke BC und mit m ¢ die Mittelsenkrechte der Strecke AC. Diese Geraden sind
nicht parallel, sie schneiden sich also in genau einem Punkt P.
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Wir miien nun noch zeigen, daf§ die Mittelsenkrechte map zu AB ebenfalls durch P
verlduft. Nach Proposition m geniigt es zu zeigen, daB ((AP) = ((BP).
Da P € mpc ist, gilt nach dieser Proposition dafl

{(BP) = ((CP).
Da P € myc ist, gilt nach dieser Proposition daf3
({(AP) = ¢(CP).
Zusammen folgt also L L
((AP) =¢(CP)=((BP),
wie gewiinscht. q.e.d.

Satz 5.53 (Umbkreis eines Dreiecks). Es seien A, B und C' drei nicht kollineare Punkte.
Dann gibt es genau einen Kreis, welcher durch A, B und C verlduft. Dieser Kreise wird
auch Umkreis des Dreiecks A\ apc genannt.

Beweis. Wir bezeichnen die Mittelsenkrechten zu BC, AC und AB jeweils mit mpc,
mac und m4p. Wenden dir Satz auf das Dreieck A4 pc an, so schlielen wir, daf
die drei Mittelsenkrechten mpc, mac und m4p sich in einem Punkte P schneiden. Wie
im Beweis oben leiten wir aus Proposition ab, daf§

((AP) = ((CP) = ((BP)) =: r-.

In anderen Worten, die Punkte A, B, C haben den gleichen Abstand zu P, liegen also
auf dem Kreis mit Radius » um P.

Die Eindeutigkeit des Umkreises folgt daraus, dafl zwei verschiedene Kreise nach Satz
5.32| maximal zwei Schnittpunkte haben. q.e.d.

Zum Abschlufl des Abschnitts werden wir noch die Konstruktion des Lots betrachten.
Genauer gesagt werden wir das Fillen und das Errichten eines Lots besprechen.

Konstruktion 5.54 (Errichten eines Lots). Sei g C R? eine Gerade und P € g ein
Punkt, welcher auf der Geraden liegt.

(i) Wihle s > 0 und bezeichne mit A und B die Schnittpunkte des Kreises IC(P,s)
mit der Geraden g.

(ii) Wihle r > s und bezeichne mit S und T die Schnittpunkte der Kreise K(A,r) und
K(B,r).

(i1i) Dann ist die Gerade g(S,T') das Lot von g = g(A, B) im Punkt P.

Beweis. Zunéchst beobachten wir, daf§ die Kreise K(A,r) und (B, r) wirklich zwei
verschiedene Schnittpunkte S und T haben, da r > s ist, und {(AB) = 2s. Die Gerade
g(S,T) ist also wohldefiniert.
Wir miissen nun noch zeigen:

(i) die Gerade g(S,T) verlauft durch P,
(ii) die Gerade g(S,T) steht senkrecht auf der Geraden g.

In Konstruktion haben wir gesehen, daf die Gerade ¢(S,T') die Mittelsenkrechte
zu AB ist. Insbesondere verliuft sie durch den Mittelpunkt der Strecke AB, niamlich P,
und steht senkrecht auf g = g(A, B). q.e.d.
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Das Fillen eines Lotes werden wir in der Ubung besprechen.
Konstruktion 5.55 (Fillen eines Lots). Sei g C R? eine Gerade un P ¢ g ein Punkt.

(i) Wihle r > 0 so grof3, dafi der Kreis K(P,r) die Gerade g in zwei Punkten A und
B schneidet.

(i1) Sei Q der zweite Schnittpunkt der Kreise IC(A,r) und K(B,r).
(iii) Dann ist die Gerade g(P,Q) das von P auf g gefillte Lot.

Beweis. Das werden wir in der Ubung besprechen. q.e.d.

5.7 Parallelen und Anwendungen

Wie wir bereits besprochen haben, ist das Parallelenaxiom eines der wichtigsten aber
auch eines der kompliziertesten und wahrscheinlich das umstrittenste von Euklids Axio-
men. Im R? kann man es jedoch relativ einfach zeigen.

Satz 5.56. Zu jeder Gerade g C R? und jedem Punkt P € R? gibt es genau eine Gerade
durch P, welche parallel zu g verlduft.

Beweis. Sei g ={Q + X -v |\ € R} eine Gerade mit einem geeigneten Aufpunkt ¢ und
einem Richtungsvektor v. Wir setzen nun h = {P + X\ - v | AR}. Wir miissen nun zeigen,
dafl h parallel zu g verlduft, und dafl A die einzige Gerade durch P ist, welche parallel
zu g verlduft.

Wir zeigen zuerst, dafl h parallel zu g verlduft. Angenommen, g N h = &, sie haben also
keinen gemeinsamen Punkt. Dann sind ¢ und A nach Definition bereits parallel.
Sei also gNh # @. Dann wihlen wir einen Punkt S € gNh. Da jeder Punkt einer Gerade
als Aufpunkt geeignet ist, folgt

g={Q+ X v AeR}={S+ X -v|XeER}
h={P+X-v| R} ={S+ X -v|\R}

Also ist g = h, und identische Geraden sind trivialerweise parallel. q.e.d.

Wir haben schon in einigen Anwendungen parallele Geraden verwendet. Wir werden
hier noch eine Umkehrung von Satz [5.23| erwithnen, die ganz dhnlich gezeigt wird:

Satz 5.57. Seien g1 # g2 C R? Geraden und h C R? eine weitere Gerade, die g1 und
g2 schneidet. Dann gilt:

(i) Wenn die Stufenwinkel gleich grof8 sind, dann sind g1 und g2 parallel.

(ii) Wenn die Wechselwinkel gleich grofi sind, dann sind g1 und go parallel.

(iii) Wenn die Erginzungswinkel sich zu 7 erginzen, dann sind g1 und ga parallel.
Wir kénnen nun versuchen, Parallelen mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

Konstruktion 5.58. Sei g C R? eine Gerade und P € R?\g ein Punkt, welcher nicht
auf g liegt.

(i) Mithilfe von Konstruktion fallen wir das Lot I von P auf g. Wir bezeichnen
dieses mit [.
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(i1) Mit Hilfe von Konstruktion errichten wir nun das Lot h durch P zu l. Die
Gerade h ist die Parallele zu g durch P.

Beweis. Die Gerade h steht senkrecht auf [, welche wiederum senkrecht auf g steht. Es
folgt nun aus Satz dafl h und g parallel sind. q.e.d.

Wir kommen nun zu einigen Anwendungen, in denen Parallelen eine Rolle spielen.

Definition 5.59. In einem Dreieck bezeichnen wir fiir einen Eckpunkt P die Strecke
von P zum Lotfuflpunkt auf die Gerade durch die anderen beiden Eckpunkte als Hohe
des Dreiecks beztiglich P.

Bemerkung 5.60. Die Hohe muf} nicht notwendigerweise in dem Dreieck selbst verlaufen.

Satz 5.61. In jedem Dreieck A spc C R? schneiden sich die drei Hohen in genau einem
Punkt.

Beweis. Wir fithren drei weitere Geraden ein:
i) Sei p4. die Gerade durch A, welche parallel zu g(B, C) verliuft.
BC
(ii) Sei pf. die Gerade durch B, welche parallel zu g(A, C) verliuft.
(iii) Sei pr die Gerade durch C, welche parallel zu g(A, B) verliuft.

Wir erhalten dadurch ein neues grofieres Dreieck A pgrg.
Wir beobachten nun, dafl die Eckpunkte des kleineren Dreiecks die Seiten des grofleren
Dreiecks halbieren:

(i) Da g(A,C) und pgc = g(R, P) parallel sind, bilden die vier Punkte A, C, P, B ein
Parallelogramm und damit ist £(AC) = ¢(BP). Analog sicht man, daf8 /(AC) =
¢(RB). Also ist /(RB) = {(BP), und damit B der Mittelpunkt von RB.

(ii) Genauso sehen wir, dafl A der Mittelpunkt von QR ist.
(iii) Genauso sehen wir, da8 C' der Mittelpunkt von PQ ist.

Als néchstes beobachten wir, daf die Hshen von A 4pc die Mittelsenkrechten von Apgr
sind:

(i) Wir betrachten die Hohe hf, auf AC durch B. Diese steht senkrecht auf g(A,C)
und somit nach Satz auch senkrecht auf g(R, P).
Die Hohe hﬁo steht also senkrecht auf RP und verlduft durch deren Mittelpunkt
B.

(ii) Genauso sehen wir, daf die Hohe h4. (auf BC durch A) senkrecht auf RQ steht
und durch deren Mittelpunkt A verlauft.

(iii) Genauso sehen wir, da die Hohe h§y (auf AB durch C) senkrecht auf QQ steht
und durch deren Mittelpunkt C verlduft.

Aber wir wissen bereits aus Satz dafl die Mittelsenkrechten eines Dreiecks sich in
genau einem Punkt schneiden. Dies beendet den Beweis. q.e.d.

Eine weitere Anwendung betrifft die Innenwinkelsumme im Dreieck.

Satz 5.62. In jedem Dreieck A apc C R? betrigt die Innenwinkelsumme .
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Beweis. Wir bezeichnen die Innenwinkel mit

a:=<dpac = zﬁ U zﬁ am Eckpunkt A,
B :=<cBa = ﬂ U B? am Eckpunkt B,
Y=< AcB = C@ U CT>4 am Kckpunkt C.

Nach Satz gibt es eine Gerade piB durch C parallel zu g(A, B).

Die Gerade g(A,C) schneidet beiden parallelen Geraden g(A, B) in A, und pSp in C.
Der Winkel a und der zu ihm gehérende Stufenwinkel o sind gleich grofi nach Satz
Ebenso schneidet die Gerade ¢g(B, C) die beiden parallelen Geraden ¢g(A, B) in B, und
pr in C. Der Winkel 8 und der zu ihm gehorende Stufenwinkel 3’ sind gleich grofl nach
Satz [5.23]

Da o, v und 3’ sich zu einem Vollwinkel ergéinzen, folgt
atfty=d+p +y=n
wie behauptet. q.e.d.

Bemerkung 5.63. Fiir ein einfaches (=nicht-iiberschlagendes) Polygon mit n Ecken ist
die Innenwinkelsumme durch die Formel

n-m)—2r=(Mn-2)7

gegeben.

Also Folgerung kénnen wir nun den Satz von Thales herleiten:

Satz 5.64 (Satz von Thales). Seien A # B € R? werschiedene Punkte und P der
Mittelpunkt der Strecke AB. Fir den Kreis IKC(P,r) um P mit Radius r := $((AB) gitl:
fir jeden Punkt C € K(P,r)\{A, B} ist

™

=/ = —.
Y ACB 5

Beweis. Wir betrachten das Dreieck A gpc mit den Innenwinkeln «, 3,~. Da die Eck-
punkte A, B,C' des Dreiecks A 4pc auf dem Kreis um P mit Radius r liegen, folgt,
daf

{(PA) ={(PB) =((PC) =r.

Somit sind die Dreiecke A pc und Apgpo gleichschenklig. Es folgt aus Satz daf3
sie auch gleichwinklig sind, also

Zpc = Zcp = 53,
Zpca = Zcoap = q.

Und wir sehen v = a 4+ 8. Da die Innenwinkelsumme im Dreieck nach Satz gerade
m ist, erhalten wir

T=a+f+y=a+ 8+ (a+8) =2(a+p)

und damit o + 8 = 7. q.e.d.

5.8 Die Winkelhalbierende
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5.9 Aufgaben

Aufgabe 5.1. Es seien A, B, C drei Punkte in der Ebene R?. Vervollstindige den fol-
genden Satz zu einer wahren (nicht-tautologischen) Aussage:
Es ist

((AC) = ¢(AB) + ¢(BC)
genau dann, wenn .........

Aufgabe 5.2. Es seien A, B,C drei kollineare Punkte, so da} B zwischen A und C
liegt. Zeige, daf3
((AC) = ((AB) + ((BC)

gilt.
Hinweis: Verwende die Beschreibung der Gerade mithilfe des Aufpunktes A.

Aufgabe 5.3. Zeige, daB fiir A, B € R? gilt

A+#+B & {(AB) > 0.

Aufgabe 5.4. Es seien P und ) zwei Punkte auf einem Strahl ﬁ Zeige: Wenn
((AP) = {(AQ), dann gilt P = Q.
Hinweis: Verwende eine explizite Beschreibung des Strahls.

Aufgabe 5.5. Wie konnte man die Linge eines Kreises definieren?

Aufgabe 5.6. Seien g und h Geraden im R? mit Schnittpunkt P. Zeige, dal deren
Scheitelwinkel gleich grof3 sind.
Hinweis: Mache Dir den Sachverhalt an einem Bild klar. Man kann zum Beispiel Satz

(ii) verwenden.

Aufgabe 5.7. Wir haben gesehen, daf} jede ldngenerhaltende Abbildung auch winke-
lerhaltend ist. Gilt die Umkehrung dieser Aussage?

Aufgabe 5.8. Seien g; # go parallele Geraden im R? und h eine weitere Gerade, welche
g1 und g5 schneidet. Zeige, dafl die Winkelmafle von zwei Ergidnzungswinkel zusammen

7 ergeben.
Hinweis: Man kann sich am Beweis von Satz[5.23 (i) und (ii) orientieren.

Aufgabe 5.9. Sei ein Kreis (P, r) vom Radius r > 0 gegeben. Zeige, dafl der Durch-
messer von JC(P,r) gegeben ist durch 27.

Aufgabe 5.10. Sei X C R? eine abgeschlossene Teilmenge mit diam(X) = d. Ist X

dann notwendigerweise in einer Kreisscheibe S(P, 4) vom Radius ¢ enthalten?

Aufgabe 5.11. Seien P = ( f}l > und Q = < Zl > Punkte und r > 0. Zeige:
2 2

(1) Qe K(Pr) <= (01— p1)* + (@2 —p2)* = 1%
(ii) Q€ S(P’ 7’) — (QI _p1)2 + (QQ —p2)2 < r2.

Aufgabe 5.12. Seien A # B € R? und r > 0. Zeige:
Ist r < 3¢(AB), so schneiden sich die beiden Kreise (A, r) und K(B,r) nicht.
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Aufgabe 5.13. Sei g = {A+ X-v |\ € R} eine Gerade mit Aufpunkt A = < Zl > und
2

2
Hilfe einer Gleichung der Form y = f(x) oder z = f(y).

Richtungsvektor v = < Zl > Beschreibe einen beliebigen Punkt P = < Z: > € ¢ mit

Aufgabe 5.14. Sei K(P,r) ein Kreis mit Radius 7 > 0 um einen Punkt P € R? und
g C R? eine Gerade. Zeige, daf genau eine der folgenden Aussagen gilt:

(i) Der Kreis K(P,r) und die Gerade g schneiden sich nicht.

(ii) Der Kreis IC(P,r) und die Gerade g schneiden sich in genau einem Punkt Q.

(iii) Der Kreis (P, r) und die Gerade g schneiden sich in zwei Punkten U # V.
Aufgabe 5.15. Sei IC(P, ) ein Kreis und Q # S(P,r).

(i) Wieviele Tangenten zu IC(P,r) durch @ gibt es?

(ii) Wieviele Sekanten zu IC(P,r) durch @ gibt es?
(iii) Wieviele Passanten zu IC(P,r) durch @ gibt es?
(iv)

Wie verhiilt es sich fiir Q € S(P,r)?

v) Wieviele Sekanten zu KC(P,r) durch @ und durch P gibt es?

Aufgabe 5.16. Seien A # B € R? Punkte.

(i) Gib eine Definition fiir den Mittelpunkt P der Strecke AB an.

(ii) Sei A = < ; > und B = ( 181 > Berechne die Koordinaten des Mittelpunktes P
von AB.

(iii) Versuche daraus eine Formel fiir die Koordinaten des Mittelpunktes P in Abhéngigkeit
der Koordinaten von A und B anzugeben.

Aufgabe 5.17. Sei A pc C R? ein Dreieck. Zeige, daB gilt
Zpac = ZABC = ((AC) = ¢(BC).
Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die umgekehrte Richtung bewiesen.

Aufgabe 5.18. Sei A pc C R? ein Dreieck mit Zgac = Zapc. Zeige, daf ((AC) =
¢(BC) ohne im Beweise einen Hilfspunkt einzufiihren.

Aufgabe 5.19. Wir wollen Kongruenzsétze fiir Vierecke untersuchen.

(i) Gilt fiir Vierecke ein Kongruenzsatz der Form SWSSS? D.h. wenn fiir gegebene
Vierecke Oapcop und O4/pcrpr alle entsprechenden Seiten gleich lang sind und
ein Innenwinkel gleich grof} ist, folgt daraus schon, dass die Vierecke kongruent
sind?

(ii) Gilt fur Vierecke ein Kongruenzsatz der Form SWSWS?

(iii) Was fiir Kongruenzsétze kennst Du fiir Vierecke? Kannst Du selber welche finden?
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Aufgabe 5.20. Es seien A, B,C, D € R? vier Punkte, so da8 /(AC) = ¢(BD) und, so
daB der Mittelpunkt von AC mit dem Mittelpunkt von BD iibereinstimmt. Zeige, dafl
A, B,C, D die Eckpunkte eines Rechtecks sind.

Aufgabe 5.21. Seien A # B € R? und mp die Mittelsenrechte zu AB. Zeige
{Q e R?[U(AQ) = U(BQ)} C map.
Aufgabe 5.22. Es sei g eine Gerade und P ¢ g ein Punkt.
(i) Falle mit Zirkel und Lineal das Lot von P auf g.
(ii) Beschreibe in Worten die Konstruktion, welche Du gerade ausgefiihrt hast.

(iii) Gib eine kurze Begriindung, warum diese Konstruktion das Lot von P auf g liefert.

Aufgabe 5.23. Es seien P, ..., P, Punkte in der Ebene, welche ein Viereck bilden. Wir
nehmen an, dass gegeniiberliegende Seiten gleich lang sind. Genauer gesagt, wir nehmen
an, dass folgende Aussagen gelten:

(i) die Seiten P; P> und P3P sind gleich lang,

(ii) die Seiten P,P3 und P,P; sind gleich lang.

Folgt daraus schon, dass das Viereck ein Parallelogramm ist?
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6 Losungen der Aufgaben

Hier werden jeweils nach der zweiten Ubung die Losungen erscheinen.

6.1 Losungen der Aufgaben in §I]

Aufgabe 1.1. Versuche eine moglichst genaue Formulierung des Innensummenwinkel-
satzes im Dreieck anzugeben.

Losung. Die Aussage ,,Die Innenwinkelsumme eines Dreiecks betrdgt 180°“ wird fast
jeder verstehen, jedoch ist sie mathematisch gesehen nicht besonders genau. Als erstes
mufl man sich fragen: Was ist ein Dreieck? Etwa: eine von drei geraden Linien begrenzte
Figur. Hier kann man weiter machen: Was sind gerade Linien? Wo befindet es sich?
Wenn wir uns ein Dreieck auf einem Ball vorstellen stimmt der Innenwinkelsatz ja nicht
mehr. Also sollten wir spezifizieren, dafl es in der euklidischen Ebene liegt. Was sind
dessen Innenwinkel? Sollten wir die Eckpunkte des Dreiecks definieren und erwéhnen?
Wire es besser von Winkelmafl 7w zu sprechen, oder gar von dem Doppelten eines rechten
Winkels? Etc. Wir sehen also, daf} es selbst fiir eine scheinbar so einfach Aussage schwer
ist, eine prizise Frmulierung zu finden, und wir ein ordentliches Fundament benéGtigen.

Aufgabe 1.2. Ein gingiger Schulbeweis des Innenwinkelsummensatzes des Dreiecks
scheint zu sein, dafl man einen Bleistift an eine Kante des Dreiecks anlegt, um jede Fcke
schiebt, bis er wieder an der urspriinglichen Stelle ankommt, und dann beobachtet, daf3
er sich um 180°C (oder das Winkelmafl ) gedreht hat.

Begriinde, daf§ dieser Beweise logisch nicht zuléssig ist, und iiberlege Dir, wie man ihn
retten kann.

Losung. Wir kénnen den Bleistift um ein beliebiges n-Eck schieben, und sollten feststel-
len, daBl die Spitze, falls n > 4 gerade ist, immer in die gleiche Richtung wie zu Beginn
zeigt, und falls n > 3 ungerade ist, immer in die entgegengesetzte Richtung zeigt. Also
muB fiir n gerade die Innenwinkelsumme k,, - 27 sein fiir eine natiirliche Zahl k,, € N,
die von n abhéingt. Fiir n ungerade muf3 die Innenwinkelsumme 7« + k,, - 27 sein wobei
k. € Ny wieder von n abhéingt Wir wollen also k3 bestimmen. Fiir ein Dreieck beob-
achten wir, dafl jeder einzelne Innenwinkel echt kleiner als 7 sein muf}. Somit ist die
Innenwinkelsumme < 37 = 7 + 1 - 2m. Das ist also nur moglich, wenn k3 = 0 ist.

6.2 Losungen der Aufgaben in §2|
Aufgabe 2.1. Versuche zu definieren, was ein Punkt ist.

Losung. Mathematische Definitionen sind im Allgemeinen anders aufgebaut als Defini-
tionen, die wir aus dem Alltag, oder sogar anderen Wissenschaften kennen.
Nichtmathematische Definitionen bestehen meist aus einem Oberbegriff und artbestim-
menden Merkmalen. Das heift, Begriffe werden definiert, indem von bereits bekannten
Objekten, die allgemeiner sind als die zu definierenden Objekte, bestimmte Eigenschaf-
ten gefordert werden, die den zu definierenden Begriff bestimmen.

Nach diesem Schema sind auch alle Definitionen von Euklid aufgebaut. Bei genauem
Hinschauen offenbart sich aber die Schwierigkeit bei der Definition von solch grundle-
gender Begriffe wie ,,Punkt“ oder ,,Gerade“: es stehen noch keine Oberbegriffe und auch
keine Eigenschaften, die zur Definition genutzt werden kénnen, zur Verfligung.
Bestimmte Objekte und Relationen miissen also aus dem Nichts definiert werden. Erst
wenn einige grundlegende Begriffe zur Verfiigung stehen, kann die Definition anderer
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Objekte auf die bekannte Weise erfolgen. Das geschieht, indem Eigenschaften postuliert
werden, denen die auf diese Weise zu bestimmenden Objekte geniigen sollen. Diesen
axiomatischen Zugang werden wir im Abschnitt 2 kennenlernen.

Aufgabe 2.2. Gib basierend auf Euklid’s Axiomensystem eine Konstruktion an, wie
man von der grofleren zweier gegebener ungleicher Strecken eine Strecke gleich der klei-
neren abtrigt.

Losung. Seien [AB] und [CD] die beiden gegebenen Strecken, und nimm an, dal AB die
groBere der beiden ist. Nach Proposition konnen wir an A eine Strecke AE mit der
Lénge von [CD] antragen. Nach Postulat (P kénnen wir um A einen Kreis mit Radius
AF ziehen. Dieser schneidet [AB] in einem Punkt F'. Da A der Mittelpunkt des Kreises
ist, ist nach Definition ( AF gleich AE. Aber dies war auch gleich CD. Somit ist
nach Axiom ( AF gleich CD, und wir haben eine Strecke der gleichen Linge wie
CD von AB abgetragen. q.e.f.

Aufgabe 2.3. Zeige basierend auf Euklid’s Axiomensystem, daf in einem gleichseitigen
Dreieck die Basiswinkel iibereinstimmen.

Losung. Sei A\ ppc ein gleichseitiges Dreieck definiert in Definition (, mit den Schen-
keln AB und AC. Wir behandeln es als zwei Dreiecke: Agac und Acap. Diese beiden
Dreiecke haben zwei gleiche Seiten: die Seite BA des ersten Dreiecks ist gleich der Seite
CA des zweiten Dreiecks, und die Seite AC des ersten Dreiecks ist gleich der Seite AB
des zweiten Dreiecks. Natiirlich stimmen auch die Zwischenwinkel iiberein: < g4 des
ersten Dreiecks gleicht <o 4p des zweiten Dreiecks.

Nach Proposition sind die Dreiecke gleich. Insbesondere ist der Winkel x4 des
ersten Dreiecks gleich dem Winkel <t go4 des zweiten Dreiecks, und der Winkel < 405
des ersten Dreiecks gleich dem Winkel < 4go des zweiten. q.e.d.

Aufgabe 2.4. Seien A # B € R? und mp die Mittelsenrechte zu AB. Zeige
{Q e R*[£(AQ) = /(BQ)} C map.

Aufgabe 2.5. Zeige basierend auf Euklid’s Axiomensystem, dafl wenn in einem Dreieck
zwel Winkel einander gleich sind, auch die jeweils gegeniiberliegenden Seiten einander
gleich sind.

Losung. Sei Aapc ein Dreieck, bei dem < ppo gleich < op ist. Wir fithren einen Be-
weis durch Widerspruch. Angenommen AB ist nicht gleich AC, dann ist eine der bei-
den grofler. (An dieser Stelle verwenden wir das Gesetz der Trichotomie.) Sei ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit AB echt groBer als AC. Nach Proposition konnen
wir von AB eine Strecke DB gleich AC abtragen. Wir verbinden mittels Postulat (Pl1])
D und C und erhalten ein Dreieck Appgc.

Die beiden Dreiecken A qpc und Appce, haben die Seite [BC| gemein. weiterhin ist die
Seite AB des ersten Dreiecks gleiche der Seite DB des zweiten Dreiecks, und die Winkel
Ycpp und < cp stimmen iiberein. Daher miiflen nach Proposition die Dreiecke
selbst gleich sein. Aber nach Konstruktion ist Appgc ein Teil von A4pe und nach
Axiom ( muf} also Aapo grofler als Appe sein. Widerspruch. q.e.d.
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6.3 Losungen der Aufgaben in §3|

Aufgabe 3.1. Zeige dafl nach den Axiomen 1-4 aus Beispiel gilt:
Jede Reihe enthélt genau zwei Bdume. Insgesamt gibt es genau vier Bd&ume und sechs
Reihen.

Lésung. Nach Satz 2 wissen wir, dafl jede Reihe mindestens zwei Badume enthélt. Wir
miissen zeigen, daf} jede Reihe hochstens zwei Baume enthélt. Wir fiihren einen Wider-
spruchsbeweis. Angenommen es gibt R € R so dafl es paarweise verschiedene z,y,z € B
gibt mit z,y,z € R. Nach Satz 1 gehort jeder Baum zu mindestens zwei Reihen. Also
gibt es Z # R in R mit z € Z. Dann gilt nach Axiom 2, z,y ¢ Z. Nach Satz 2 enthilt
jede Reihe mindestens zwei Bdume. Also gibt es r # z in B mit r € Z. Nach Konstruk-
tion gilt r # z,y. Nach Axiom 2 gibt es genau ein X € R mit x,r € X und genau ein
Y € Rmit y,r € Y. Und e gilt jeweils z,y ¢ X und 2,z ¢ Y.

Nach Axiom 3 gibt es zu de Reihen X, Y, Z jeweils eine disjunkte Reihe A, B, C'. Wegen
der Eindeutigkeit von Axiom 3 kénnen diese selbst nicht disjunkt sein. Weiterhin kénnen
keine zwei dieser Reihen mehr als einen Punkt gemeinsam haben, sonst wiirden sie nach
Axiom 2 zusammenfallen. Es gilt also ANB=BNC=CNA=ANBNC = {m} mir
m € B. Der Baum m kann natiirlich in keiner der Reihen XY, Z liegen.

Angenommen m ist in der Reihe R. Da A, B, C verschieden sind, gibt es drei weitere
B&ume a, b, c nicht in R. Fallunterscheidung. Fall 1: mindestens eines der a, b, ¢ steht
auflerhalb der Reihen X,Y,Z. Damit erhalten wir eine neue Reihe, die zu X, ¥ und
Z disjunkt ist, was unmoglich ist. Sind dagegen alle auf den Reihen XY, Z verteilt,
so erhalten wir nach weiteren Argumenten wieder eine Reihe, die zu mehreren anderen
Reihen disjunkt ist. Also mufl gelten, dafl m in keiner der bereits erhaltenen Reihen
X,Y, Z R ist. Nach Axiom 2 muf} es jeweils eine Reihe geben, die m und z, m und y,
und m und z enthilt. Die erste ist disjunkt zu ¥ und Z, die zweite zu X und Z und die
dritte zu X und Y. Dies ist wieder ein Widerspruch zu der Eindeutigkeit von Axiom 3.
Damit haben wir gezeigt, dafl keine Reihe mehr als zwei Biume enthalten kann, in
anderen Worten, jede Reihe enthélt genau zwei Bdume.

Nach der Konstruktion in Satz 3 erhalten wir zunéchst drei paarweise verschiedene,
nicht disjunkte Reihen, XY, Z, die jeweils zwei der Elemente x, y, z enthalten und deren
sich jeweils in einem dieser Elemente schneiden. Danach finden wir zu X, Y, Z jeweils
eine disjunkte Reihe U, V,W. Wie oben argumentiert man, dafl diese sich in einem
gemeinsamen Punkt m schneiden miissen. Dieser Punkt m liegt jeweils mit jedem der
x,, z in einer Reihe, die eine von U, V, W bildet. Insgesamt erhalten wir so ein Gebilde,
das wie ein Tetraeder aussieht, also 6 Reihen (Kanten des Tetraeders) und 4 Baume
(Ecken des Tetraeders) enthélt.

Aufgabe 3.2. Interessanterweise haben wir in Beispiel nie benutzt, dafl wir mit
Bédumen und Reihen arbeiten. Genauso hétten wir alles in Form des Schildkréitenclubs
formulieren kénnen: Die Mitglieder des Schildkrétenclubs sind Schildkréten, sie finden
sich gelegentlich zusammen, um Ausschiifie zu bilden. Im Moment ist die Situation
folgendermafien:

(i) Jede Schildkréte gehort mindestens einem Ausschufl an.
(ii) Je zwei Schildkréten gehoren genau einem gemeinsamen Ausschuf an.

(iii) Zu jedem Ausschuf findet sich genau ein anderer Ausschuf}, dessen Mitglieder alle
dem zuerst genannten Ausschufl nicht angehoren.
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Wir kénnen also folgern: Der Club hat genau vier Mitglieder, und es gibt genau sechs
Ausschiifle.

Man spricht von Modellen des Axiomensystems.

Finde ein rein geometrisches Modell des Axiomensystems, und folgere, dafl das Axio-
mensystem Widesspruchsfrei ist.

Losung. Man iiberzeugt sich leicht, dafl ein Tetraeder alle Axiome erfiillt.

Aufgabe 3.3. Zeige, daf} die Axiomensystem (G1’)-(G2’) und (G1)-(G2)-(G3) aus Bei-
spiel dquivalent sind.

Hinweis: Zeige hierzu (unter Benutzung von (G1) beziehungsweise (G1°)), daff (G2)
und (G3) aus (G2°) folgen und umgekehrt.

Lésung. Natiirlich ist (G1)=(G1’). Wir nehmen an, da§ (G2’) gilt. Sei x € G. Wahle in
(G2’) a = b = z. Dann gibt es nach dem ersten Teil von (G2’) e, € G mit zoe, = x.
Also ist e, rechtsneutral zu x. Fiir jedes weitere y € G gibt es nach dem zweiten Teil
von (G2’) z € G mit z ox = y. Damit ist mit (G1’)

y=zox=zo0(xoe,) =(z0x)oe, =yoe,.

Also ist e, rechtsneutrales Element von GG, und wir bezeichnen es fortan mit e.
Nach dem ersten Teil von (G2’) gibt es nun fiir jedes = € G ein Element 27! € G mit
xox~! =e. z7! ist also rechtsinvers zu x. Wir zeigen, da8 es auch linksinvers ist:

2 tox = (x_lo:r)oe = (m_lox)o(x_lo(x_l)_l) = x_lo(a:om_l)o(:):_l)_l = x_lo(x_l)_l = e.

Wir zeigen nun, dafl e auch linksinverses ist, denn fiir jedes = gilt

-1

eogj:(l‘ox_l)ox:CEO(l’ ox):xoe.

Damit haben wir (G2) und (G3) gezeigt.
Nehmen wir nun an, da8 (G2) und (G3) gilt. Dann gibt es ein neutrales Element, sowie
zu jedem Element inverse. Sei a,b € G. Wihle z = a ' ob und y = bo a~'. Dann gilt
aox =bund yoa=>. Damit gilt (G2’).

Aufgabe 3.4. Betrachte folgendes Axiomensystem der Ebene und untersuche es auf
Widerspruchsfreiheit, Unabhingigkeit und Vollstandigkeit:

(E1) Geraden sind Mengen von Punkten.

(E2) Zwei voneinander verschiedene Geraden haben hichstens einen gemeinsamen Punkt.

(E3) Durch jeden Punkt der Ebene gibt es zu jeder Geraden, die diesen Punkt nicht
enthélt, genau eine Gerade, die mit der gegebenen Gera- den keinen gemeinsamen
Punkt hat.

(E4) Zu zwei verschiedenen Punkten existiert genau eine Gerade, die diese beiden Punk-
te enthélt.

Hinweise: Finde ein Modell, um die Widerspruchsfreiheit zu zeigen.

Um die Unabhingigkeit zu widerlegen, zeige, daf$ (E2) aus den iibrigen Aziomen folgt.
Formuliere eine Aussage, die micht bewiesen werden kann, was zeigt, daf8 das System
nicht vollstindig ist.
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Lisung. Widerspruchsfreiheit: Ein Modell ist R? mit der {iblichen Definition von
Geraden und Punkten.

Unabhingigkeit: Wir zeigen, da man (E2) aus (E1) und (E4) herleiten kann:
Angenommen es gibt zwei verschiedene Geraden g,h mit zwei verschiedenen Punkten
P,Q € gNh. (Wir brauchen (E1) hier, damit die Aussage iiberhaupt Sinn macht.) Nach
(E4) gibt es zu P # @ genau eine Gerade, die beide Punkt enthilt. Also folgt g = h.
Widerspruch.

Vollstandigkeit: Mit den gegebenen Axiomen kann man zum Beispiel nicht zeigen, daf3
jede Gerade mindestens drei Punkte enthélt.

Aufgabe 3.5. Euklid hatte versucht aus Beobachtungen (die wahrscheinlich oft auf
Skizzen basierten), ein konsistentes System zu entwickeln. Diese Aufgabe zeit, daf es
gefdahrlich ist, wenn man sich nur auf den Augenschein verlafit. Betrachte folgende Aus-
sage und den Beweis dazu, wobei alles Wissen aus der Schulgeometrie verwendet werden
darf. Arbeite den Beweis nahc, und finde den Fehler.

Behauptung: Jedes Dreieck ist gleichschenklig.

Losung. Zu Beginn des Beweises wird folgende Konstruktion durchgefiihrt:
Im Dreieck Aspc wird der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von < 4¢op mit der

Mittelsenkrechten auf [AB] konstruiert. Wir bezweichnen ihn mit O. Von O fillen wir
ein Lot auf AC und BC.

Jedoch ist die Zeichnung irrefithrend. Die Winkelhalbierende <t 4op und die Mittelsenk-
rechte auf [AB] schneiden sich im Allgemeinen nicht im Inneren des Dreiecks. Dies wird
offensichtlich, wenn man ein extremeres Dreieck zur Anschauung verwendet.

6.4 Losungen der Aufgaben in §4
Aufgabe 4.1. Zeige, da8 das Beispiel [£.8 ein Modell der Inzidenzaxiome ist.

Losung. Axiom [£.2)ist erfiillt, da jede der drei Geraden genau zwei Punkte enthlt.
Axiom ist erfiillt, da je zwei der drei Punkte eine Gerade bilden.

Axiom ist erfiillt, da das Modell genau drei Punkte enthélt, und diese liegen nicht
auf einer gemeinsamen Geraden.

Aufgabe 4.2. Es seien A, B zwei verschiedene Punkte in E = R2. Wir betrachten die
Gerade
g = {A+X-(B—A)| AR}

Es sei zudem
h={Q+ X w|XeR}
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noch eine weitere Gerade, welche durch A und B verlduft. Zeige, daf§ h C g.
Hinweis: Es muf$ also gezeigt werden, daf ein beliebiger Punkt QQ + X - w € h auch
schon in g liegt.

Losung. Sei P = @ + A - w ein beliebiger Punkt in h. Da A und B auch in h sind, gibt
es i,V € R, so daf3
A=Q+p-w B=Q+v- w.
Der Richtungsvektor B — A von g kann dann geschrieben werden als
B-A=—p)w,
und da B — A # 0 ist auch v — p # 0. Wir schreiben nun P als

P=Q+Xw=
=Q+ N wHp-w—p-w
=@+p-w)+A=p)-w

v—p

Z(Q+M'w)+()\—ﬂ)ﬂ'w

_ Al ) w=ar A
—(Q-FM'U))‘*‘H(N v) w—A‘i‘V_M(B A)

Und dieser Punkt ist offensichtlich in g.

Aufgabe 4.3. Wir betrachten die rationale Ebene Q2.
(i) Gib eine geeignete Definition von Geraden in Q2 an.
(ii) Zeige, daB damit Q? ein Modell der Inzidenzaxiome ist.
Lésung. (i) Eine Gerade in Q? kann man definieren als
g ={Q+X-v|rxecQ} mit Qe Q?%0+#0veQ?

Oder als Schnitt der Geraden in R? mit Q?, die (mindestens) einen rationalen Punkt
enthalten.

(ii) Da |Q| > 2, hat jede Gerade mehr als zwei Punkte, also gilt Axiom [4.2]

Seien A # B € Q? C R%. Wir haben gezeigt, daB es genau eine reelle Gerade g(A, B) C
R? gibt, die A, B enthiilt. Setze go(A, B) := g(A4, B) NQ?. Das ist die eindeutige Gerade
in Q2, die A und B enthélt.

Es ist klar, da8 Q% mindestens drei nicht-kollineare Punkte enthélt, z.B. (0,0), (0,1), (1,0).

Aufgabe 4.4. Sei E := R? die reelle Ebene, und A # B € E. Wie kénnte man mit
etwas linearer Algebra die Strecke AB und den Strahl ﬁ beschreiben?

Lésung.

AB={A+X-(B—A)|xe[0,1]}
AB={A+X-(B-4)|\eRs)
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Aufgabe 4.5. Sei E := R? die reelle Ebene, und A # B € E. Zeige:
(i) AB C AB C g(A, B).

(ii) 4B = BA.

(iii)

(iv) ABUBA = g(4, B).

Gilt dies fiir alle Ebenen &, die die Axiome [4.17]4.18 und [4.19] erfiillen?

Lésung. Ja, das gilt fiir beliebige Ebenen £ mit den Axiomen [.174.18 und [£.19] Wir
werden die Beweise mit der allgemeinen Definition durchfiihren, aber es ist auch ok, die
Beweise mit den Definitionen in R? durchzufiihren.

ADNBA = 4B.

(i) Nach Axiom konnen nur Punkte, die auf einer Geraden liegen, die Zwischenre-
lation erfiillen. Also sind die beiden Mengen

AB:= {AVU{B}U{X €E|A—X B} und AB:=ABU{X ec&|A—B— X}
natiirlich in g(A, B) enthalten, und nach ihrer Definition ist klar, dal AB C AB.

(ii) Da nach AXiomA—X—B genau dann gilt, wenn B — X — A gilt, ist
AB={A}U{B}U{X €€|A-X-B}={B}u{Alu{Xc€&|B-X - A}=BA

wie behauptet.

(iii) Da AB C AB und AB = BA C BA ist klar, dag AB ¢ AB N BA.

Zeigen wir noch AB N BA C AB: Sei also X € AB N BA. Wire X ¢ AB, so miiite
gleichzeitig A — B — X und B — A — X gelten. Das ist aber nicht moglich nach Axiom
Also ist X € AB.

(iv) Da AB c g(A, B) und BA ¢ g(A, B), ist auch ABUBA ¢ g9(A, B).

Zeigen wir noch g(A, B) C AB U BA: Sei X € g(A,B). Ist X = A oder X = B, so ist
X € AB = zﬁ N E)l Ist X # A und X # B (also A, B, X paarewise verschieden),
dann gilt nach Axiom entweder A — X — B (also X € AB), oder A — B — X, oder
X — A— B. In jedem fall ist X € AB U BA.

Aufgabe 4.6. Sei g ;= {Q + M|\ € R} eine Gerade in E = R2. Wie kénnte man die
Mengen H1 und Ho aus Satz mit etwas linearer Algebra beschreiben, und vielleicht
die Aussage sogar beweisen?

Lésung. Sei w € R? ein Vektor, der linear unabhingig von v ist. (Insbesondere ist W # 0.
Dann ist
R* = {Q + M+ pw| A, u € R}

als (affine) Menge (nicht als Vektorraum), und ¢ ist die Teilmenge, fiir die = 0 ist. Die
Halbebenen H; und Hs kénnen dann geschrieben werden als

Hi={Q+w+pw|AeR ue R} und Ho={Q+ M+ pw| e R, ueRp}.

Diese sind sind natiirlich disjunkt, und erfiillen ;U H2 U g = R? und alle Punkte in H;
(bzw. Hs2) liegen auf der gleichen Seite von g.
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Aufgabe 4.7. Seien A, B,C € R? paarweise verschiedene Punkte. Wie kénnte man
folgende Objekte mit etwas linearer Algebra beschreiben:

(i) den Winkel < gac?

(ii) das Innere Z(<pac) des Winkels <5407
(iii) das Dreieck Aapc?

(iv) das Innere Z(ABC') dieses Dreiecks?

Lésung. (i) Per Definition ist < g0 = ﬁu,@ . Wir wissen aus einer fritheren Aufgabe,
daf

AB = {A+X-(B - 4)| X € Rug},
AC = {A+ - (C— A)| X € Rsg).

Also ist
<):BAC:{A+A'(B—A)‘)\ER>0}U{A+)\'(C—A)|)\€R>0}.
(ii) Nach Definition ist Z(<spac) = H(9(A, B),C) N H(g(A,C), B). Wir wissen, da8l

g(A,B) = {A+X-(B—A)|AeR},
g(A,0)={A+v-(C—A)|veR).

Wir kénnen H(g(A, B),C) und H(g(A, C), B) beschreiben, indem wir jeweils einen zu
B — A, beziehungsweise C — A linear unabhéngigen Vektor wéihlen. Da A, B, C' nicht
kollinear sind, sind B — A und C — A linear unabhéngig. Es gilt also nach der vorherigen
Aufgabe

H(g(A, B),C)={A+ M- (B—=A)+ - (C—A) [\ €R, 1 € Rso},
H(g(A,C),B) = {A+ s (C—A)+ Xy (B—A) |z € R, \o € Rog).

Zusammen erhalten wir also

Z(¥pac) = H(9(A, B),C) N H(g(A,C), B)
={A+X-(B-A)+p-(C—A)|XeRso, 1 € Roo}
={1-XA—p)-A+X-B+pu-C|\peRso}
={v- A+ XN B+pu-ClveRo, \,ueRopg,v+A+pu=1}

wo wir die Substitution v := 1 — X\ — u benutzt haben, und die Ungleichung
v=1-A—p=1—-(A+p <1,

da A+ p > 0.

(iii) Per Definition ist A apc = ABUAC UBC. Wir wissen aus fritheren Aufgaben, daf

AB={A+X-(B-A)|x€[0,1]},
CA={C+X-(A-C)|Xe[0,1]},
BC={B+\-(C-B)|Xxe[0,1]}.
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Also ist
Aape = {A+X-(B=A) | X € [0, 1]}U{C+\-(A=C) | X € [0, 1]}U{B+A-(C—B) | X € [0,1]}.
(iv) Per Definition ist

Z(ABC) =Z(9pac) NZ(scBa) NZ(SacB)
= H(Q(AvB)’C) N H(Q(Av C)vB) N H(Q(Bv C)vA)

Wir verwenden die Beschreibung des Inneren eines Winkels von oben:

Z(ABC) ={r1 - A4+ N -B+u-Clvy € Req, M\, 1 € Rog, v + A1+ 1 =1}
N{re-A+Xy-B+pz-Cluz € Rey, Aoy v0 € Rug,vp + Ao + g = 1}
N{vs- A+ A3-B+us-C|A3 € Req,vs,u3 € Rug,v3+ A3+ pus = 1}
={v-A+XN-B+p-Clo<v,\,p<l,v+A+p=1}
={v-A+XN-B+u-Clv,\\peRsp,v+ A+ pu=1}

Aufgabe 4.8. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfiillt.
Sei g C &£ eine Gerade. Im Beweis von Satz haben wir gesehen, dafl dies eine
Aquivalenzrelation induziert. Seien A = B und C ¢ g ein weiterer Punkt. Zeige, daf
C ~ Aoder C ~ B.

Losung. Ist C ~ A, so sind wir fertig. Sei also C' » A. Wir zeigen C' ~ B.

1. Fall Angenommen A, B, C sind nicht kollinear. Da AB N g # @ und AC # & folgt
nach Axiom BCNg=,also C ~ B.

2. Fall Angenommen A, B, C liegen auf einer Geraden h. Da A, B,C ¢ g, ist g # h. Die
Geraden g und h haben héchstens einen Schnittpunkt. Da jede Gerade mindestens
zwei Punkte enthiilt, gibt es D € g mit D ¢ h. Wir finden nach Axiom einen
Punkt E, so dafl C zwischen D und E liegt. Da g(C'D) # g, und folgt E ¢ g, und
ECNg = @, denn der eindeutige Schnittpunkt von g(EC) mit g ist D ¢ EC. Also
C ~ E. Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, und A =~ C, folgt E ~ A. Die Punkte
E, A, B sind nicht kollinear. Wir wenden auf diese den 1.Fall an. Aus E = A und
A » B, folgt also E ~ B. Zusammen mit C' ~ E folgt C ~ B.

Aufgabe 4.9. Sei E := R? die reelle Ebene, und A # B € E. Zeige, daB die Strecke AB

unendlich viele Punkte enthélt, und zeichne ein entsprechendes Bild.

Lisung. Es geniigt den Beweis von Lemma [1.28] in dieser konkreten Situation zu wie-
derholen.

Aufgabe 4.10. Seien A # B € R? zwei verschiedene Punkte. Zeige, dal es C' € R?
gibt, so dal A — B — C.

Hinweis: Gib eine mathematische Beschreibung der Geraden g(A, B) an und benutze
dies um einen Punkt C anzugeben, der auf g(A, B) liegt, so daff B zwischen A und C
lvegt.
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Lésung. Die Gerade g(A, B) ist gegeben durch
g = {A+X-(B-—A)|\eR}.

Wir erhalten A=A+4+0-(B—A)fir A\A=0und B=A+1-(B—A) fir A =1. Fiir ein
beliebiges A > 1 (z.B. kénnen wir konkrete A = 2 wéhlen), ist C = A+ A - (B — A) (also
z.B.C=A+2-(B—A)) ein Punkt auf g(A, B) und B liegt zwischen A und C.

Aufgabe 4.11. Sei D := {(z,y) € R? |22 + 9% < 1}.
(i) Erstelle eine Skizze von D.

(ii) Die Geraden von D seien die Abschnitte von gewthnlichen Geraden g in R?, die
innerhalb von D liegen. Gib eine mathematische Beschreibung dieser Geraden an.

(iii) Zeige, daB D mit diesen Geraden die Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfiillt.

(iv) Trage in der Skizze einen Winkel ein, und einen Punkt im Inneren des Winkels,
so daf} dieser Punkt auf keiner Strecke zwischen zwei Punkten auf den beiden
Schenkeln liegt.

Losung. (i) Die Menge D ist das Innere der Einheitskreisscheibe.

(ii) Jede Gerade g C R? ist von der Form g := {P + Av |\ € R}, also sind die Geraden
von D von der Form

gp :={P+ X |AeR}ND
_{< ]P;1>—|—)\< v ) ’(P1+)\U1)2+(P2+)\’02)2<1}
2 V2

wobei es geniigt (aber nicht notwendig ist) nur Punkte P in D zu betrachten.
(iii) Die Inzidenzaxiome:

Axiom [4.2] Jede Gerade gp = {( 1;1 ) + A ( Zl ) (Pr4 1)+ (P + Mg)? < 1}
p 2

enthélt den Punkt P. Sei C' ein Schnittpunkt von gp mit dem Einheitskreis, also
C ¢ D und C — P # 0 ein Vielfaches von v. Dann ist P + 1(C — P) in D.

Axiom [4.3] Es ist klar, daB je zwei verschiedene Punkte auf einer Geraden liegen.

Axiom [4.6] Drei Punkte, die nicht kollinear sind, und in D liegen, sind:

{00)-Gi)- (1))

Die Anordnungsaxiome: Wir benutzen die gleiche Zwischenrelation wie bei R2. Sei

P
gp = {< P1 ) +/\< vl > ’(P1+/\v1)2+(P2+)\1)2)2 < 1}
2 V2
und Ay = P+ A\v, Ay = P+ \owv, A3 = P 4+ A\3v drei Punkte in gp. Dann setzen wir

A — Ay — As <= A< Ao < A3 oder A1 > Ay > A3,
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Die Axiome [4.17] |4.18] [4.19] [4.24] |4.26] gelten, da diese fiir R? gelten.

iv) Wir konnen einen beliebigen spitzen Winkel mit Scheitelpunkt 0 wihlen. Die
(iv) gen sp P

0
Sehne zwischen den beiden Schnittpunkten der Schenkel mit dem Einheitskreis teilt
das Kreissegment in zwei Teile. Jeder Punkt zwischen Sehne und Kreislinie erfiillt die
Voraussetzung.

Aufgabe 4.12. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfiillt. Sei
a = < gac und D ein weitere Punkt in £, sowie a_ := < gap und a4 <X pac. Zeige:

DeZ(a) = C e Ala_) und B € A(ay).

Hinweis: Fertige eine Skizze an, die die Situation illustriert. Uberlege Dir, daf falls
D € I(«) der Schnittpunkt von g(A, D) und g(B,C) auch in Z(«) liegt.

Lésung. Ist D € I(a), so zeigt man wie im Beweis von Korollar dafl es eine
Schnittpunkt ADNBC = X gibt. Also gilt B — X — C und damit C' € A(a_) und
B e A(ay).

Ist andererseits C' € A(a—) und B € A(ay ), so liegen B und C auf verschiedenen Seiten

von g(A, D), und es gibt X € BC' N g(A, D). Dann liegt nach Satz X € I(«) und
somit nach Satz [4.40 auch D.

Aufgabe 4.13. Sei g C R? eine Gerade. Wir bezeichnen mit o, : R* — R? die Spiege-
lung an g.
(i) Vervollstandige den folgenden Satz zu einer wahren (nicht-tautologischen) Aussa-
ge:
Fiir einen Punkt P € R? gilt 0,(P) = P genau dann, wenn ..........

(ii) Sei h C R? eine weitere Gerade, die parallel zu g verlduft. Zeige, dafl o4 (h) ebenfalls
parallel zu g verlauft.

Lésung. (i) Fiir einen Punkt P € R? gilt 0,(P) = P genau dann, wenn P € g ist.

(ii) Zwei Geraden sind parallel, wenn sie identisch sind, oder verschieden und sich nicht
schneiden. Ist h = g, so wissen wir aus (i), da8 o4(h) = 04(g) = g, und die Behauptung
folgt trivialerweise.

Wir betrachten also den Fall, da8 h # g. Nehmen wir an, dafl o,(h) nicht parallel zu
g verlduft. Dann haben o4(h) und g nach Definition genau einen Schnittpunkt P. Da
P ¢ g folgt aus (i), daB 04(P) = P. Wenn wir o4(h) also wieder zuriickspiegeln, sehen
wir, dass P ein Schnittpunkt von g und A ist. Also waren g und A nicht parallel.

Aufgabe 4.14. Sei g eine Gerade in R2.

(i) Sei g gegeben durch g = {P+ A-v| A € R} mit Richtungsvektor v = Z > € R2.

Was ist der Vektor einer Geraden, die senkrecht auf g steht?

(3)(t)nen

. . . -1
Was ist die Spiegelung von P = < 9 > an g7

(ii) Wir betrachten die Gerade

g:
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Lésung. (1) Aus der Schule (oder der Vorlesung , Lineare Algebra“) wissen wir, dafl zwei
Vektoren v, w eines Vektorraums V' mit Skalarprodukt orthogonal zueinander sind, wenn
ihr Skalarprodukt = 0 ist. Fiir einen endlich dimensionalen reellen Vektorraum ist das
gleichbedeutend damit, senkrecht aufeinander zu stehen. Mit dem {iblichen Skalarpro-

dukt auf R? sieht man leicht, daB fiir v = ( Z >
veow =0

s . —b

fiir jedes Vielfach w von < a )

(ii) Aus (i) folgt, daB die Gerade h, durch P, die auf g senkrecht steht gegeben ist durch

U)o () e

Der Schnittpunkt @ von g und h ist gegeben durch folgendes Gleichungssystem

24+X-1\ [ —1+p-(-1) A=-3—u o -
<3+)\‘1>_( 24 -1 = 34A=214 = pu=—-1lund A= -2

Wir erhalten nun @ = ( g > +(—2) ( i ) = < (1) ) Das Spiegelbild o4(P) von P an

g ist jetzt gegeben durch

0P =@ +@-P)=P+20-P = ).

Aufgabe 4.15. Sei P € R? ein Punkt.
(i) Gib eine (geometrische) Definition der Punktspiegelung op an P an.

(i) Kann man eine Punktspiegelung mit Hilfe von Spiegelungen, Drehungen, Transla-
tionen beschreiben?

(iii) Zeige: Fiir jede Gerade g C R? ist op(g) parallel zu g.
Lésung. (i) Die Punktspiegelung op ist die eindeutige Bewegung fiir die gilt:
e op(P)=P.
o Fir X # Pist X — P —op(X).
Geometrischer kénnen wir auch definieren: Fiir X € R? ist op(X) gegeben durch
op(X)=P+(P-X)=X+2-(P—-X)=2P - X.

Diese Definition funktioniert auch fiir P, denn fiir X = P gilt op(X) = P —0 = p.
Fiir X # P liegen X, P,op(X) auf der Geraden {P 4+ \- (P — X) |\ € R} und P liegt
zwischen X und op(X). Es ist anschaulich klar, dafl der Abstand zwischen P und X
gleich dem Abstand zwischen P und op(X) ist, aber den Abstand haben wir noch nicht
definiert.
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(ii) Ja, die Punktspiegelung kann gesehen werden als die Drehung um 180° (oder 7 oder
um zwei rechte Winkel).

(iii) Nach Definition ist klar, dal op jede Gerade durch P auf sich selbst abbildet, und
identische Geraden sind parallel.

Sei also g C R? eine Gerade mit P ¢ g. Wir machen einen Widerspruchsbeweis. Ange-
nommen op(g) Ng # &. (Es ist unmoglich, dal op(g) = g, denn sonst fiir jedes X € g
hétte man X — P —op(X), und da op(X) € op(g) = g wére also auch P € g.) Sei also
M = op(g) N g der eindeutige Schnittpunkt. Da op = 5" ist dann auch

op(M) € op(g9) Nop(g) = gNop(g)

ein Schnittpunkt. Es folgt op(M) = M. Also ist M ein Fixpunkt, und es folgt M = P,
Widerspruch.

Aufgabe 4.16. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenz-, Anordnungs- und Bewegungsaxiome
erfiillt. Zeige, daf fiir jede Verschiebung 7 € B gilt Fix (1) = @.

Losung. Sei T € B eine Verschiebung lings der Geraden g. Wihle einen beliebigen Punkt
X € £. Wir betrachten zwei Fille:

1. Fall: Ist X € g, so wihlt man einen zweiten Punkt Y € £\g.

2. Fall: Ist X € £\g, so wihlt man einen zweiten Punkt Y € g.

Betrachte nun die Gerade g(X,Y’). In beiden Féllen haben g und ¢g(X,Y’) genau einen
Schnittpunkt (entweder X oder Y'). Also ist g(X,Y’) nicht parallel zu g, und nach Vor-
aussetzung folgt, dal g(X,Y)N7(g(X,Y)) = @. Also hat g(X,Y") keinen Fixpunkt von
T, speziell its X kein Fixpunkt von 7.

Aufgabe 4.17. Sei £ eine Ebene, die die Inzidenz-, Anordnungs- und Bewegungsaxiome
erfiillt. Zeige, daB fiir jede Verschiebung 7 € B gilt X — 7(X) — 72(X) fiir alle X € &.

Lésung. Da 7 eine Verschiebung ist, gibt es eine Gerade g C £ mit 7(g) = g¢. Ist nun
X € g, so ist natiirlich auch 7(X),72(X) € g. Weiterhin wissen wir, dal 7 als Bewegung
Strahlen auf Strahlen und Strecken auf Strecken abbildet. Wiirde aber X —72(X)—7(X)
oder 72(X) — X — 7(X) gelten, so hitte 7 einen Fixpunkt. Also gilt X — 7(X) — 72(X).
Ist andererseits X ¢ g, so haben die Geraden g(X, 7(X)) und 7(g(X, 7(X))) = g(7(X), 7%(X))
mindestens einen gemeinsamen Punkt, ndmlich 7(X). Es folgt aus der Definition von
Verschiebungen, dafl g(X, 7(X)) parallel zu g sein mufl. Wir kénnen das Argument fiir
Y = 7(X) wiederholen, und erhalten somit, dafl auch g(7(X),7%(X)) parallel zu g ist.
Es folgt, daB g(X,7(X)) = g(7(X),72(X)). Also liegen die drei Punkte X, 7(X), 72(X)
auf einer Geraden, die von 7 erhalten bleibt. Wir kénnen nun einfach das Argument von
oben wiederholen.

Aufgabe 4.18. Seien P = ( (1) ) und @ = < (i) > Punkte in R2.

(i) Gib eine Verschiebung, eine Drehung und eine Spiegelung an, die P in @ iiberfiihren.
(ii) Welche von diesen drei Bewegungen sind eindeutig?
(iii) Wie konnte man die drei Bewegungen fiir beliebige Punkte P # @ in R? beschrei-

ben?
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Lésung. (i) Die Verschiebung um den Vektor @ — P = < _11 )

To-p : R? = R?, X X+(Q—-P)
bildet P auf @ ab.
Die Drehung um den Punkt O = < 8 > um den Winkel < pog

P oo R? — R?
bildet P auf @) ab. Aber auch die Drehung um jeden anderen Punkt M = < 2 >,

m € R, auf der Diagonalen um den Winkel 4 p4q. Fiir m = %, also M = <

IS

> kénnen
wir die Abbildung explizit beschreiben als

oy i R? = R?, X X+2-(M-X)=2M - X.

Die Spiegelung an der Diagonalen

=1(0) () e

(ii) Die Verschiebung und die Spiegelung sind eindeutig. Die Drehung ist, wie wir gese-
hen haben, nicht eindeutig.

bildet P auf @ ab.

(iii) Die Verschiebung haben wir bereits in der allgemeinsten Form angegeben:
To_p : R* — R?, X=X+ (Q—P).

Fiir die Drehungen ist es relativ einfach, die Drehung um m um den Mittelpunkt M von
PQ zu beschreiben. Dieser ist gegeben durch M = P+ (Q — P) - % = %(Q + P). Damit
ist

on : R? = R?, X X42-(M-X)=Q+P-X.

Fiir die Spiegelung, ist diese die Spiegelung an der Mittelsenkrechten zu PQ. Diese ist
nicht so einfach explizit zu beschreiben.

Aufgabe 4.19. Wir betrachten Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen in R2. Die
Verkniipfung von zwei Verschiebungen ist natiirlich wiederum eine Verschiebung.

(i) Ist die Verkniipfung von zwei Drehungen wieder eine Drehung? Die Drehungen
konnen dabei um zwei verschiedenen Punkte erfolgen.
(Kein Beweis erforderlich, wir schauen uns das spditer nochmal genauer an.)

(i) Was kann man iiber die Verkniipfung von zwei Spiegelungen entlang von zwei
Geraden g und h sagen? Ist dies wiederum eine Spiegelung? Oder eine andere Art
von Bewegung?

Hinweis: Betrachte drei Fille: g und h schneiden sich, g und h sind parallel und
verschieden, g und h sind identisch.
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Lésung. (i) Die Verkniipfung einer Drehung um den Punkt P mit Drehwinkel o und
einer Drehung um den Punkt @ mit Drehwinkel g ist eine Drehung um einen (anderen)
Punkt mit Drehwinkel o + 3. Aufler, wenn beide Winkel 7 (oder 180°) sind, dann han-
delt es sich um eine Verschiebung.

(ii) Es seien g und h zwei Geraden. Wir unterscheiden drei Fille:

e Wenn sich g und A in genau einem Punkt P schneiden, dann ist die Verkniipfung
der zwei Spiegelungen o4 o 0}, eine Drehung um den Punkt P.

e Wenn sich g und A nicht schneiden und verschieden sind, dann ist die Verkniipfung
der zwei Spiegelungen o4 o 0, eine Verschiebung.

e Wenn g und h identisch sind, so ist o4 0 0p, = 0‘3 =id.

Aufgabe 4.20. Es sei g C R? eine Gerade, o4 die dadurch induzierte Spiegelung und p
eine Drehung um einen Punkt P € R2. Genau wann ist die Verkniipfung 04 © p wieder
eine Spiegelung? (Kein Beweis erforderlich.)

Losung. Es handelt sich um eine Spiegelung genau dann, wenn P € g.
Man iiberlegt sich das folgendermafien: Sei o der Drehwinkel. Dann ist die neue Spie-

gelgerade die Gerade, die g in P schneidet und mit ihr einen Winkel von § einschlieft.

Aufgabe 4.21. Sei 7 # id eine Verschiebung in R? und p # id eine Drehung. Zeige,
dafl dann gilt Top # poT.

Hinweis: Man kann benutzen, dafs Verschiebungen keine Fizpunkte und Drehungen
genau einen Fixpunkt haben.

Losung. Sei P der eindeutige Fixpunkt von p. Wire Top = po7, dann wére insbesondere

also 7(P) ein Fixpunkt von p. Der einzige Fixpunkt von p ist aber P. Also miisste
7(P) = P gelten. Die Verschiebung 7 hat aber keinen Fixpunkt. Also ist Top # poT.

Aufgabe 4.22. Was sind die Fixpunktmengen einer Spiegelung, einer Drehung, einer
Verschiebung und der Identitét?

Lésung. Eine Spiegelung o, ist eine Bewegung, die eine Gerade g punktweise festlaft
und die Punkte, die sich nicht auf der Geraden befinden, auf die jeweils andere Seite der
Gerade abbildet. Also ist die Fixpunktmenge gegeben durch Fix (o4) = g.

Eine Drehung ist pp ist eine Bewegung mit genau einem Fixpunkt, dem Punkt P, um
die die Drehung stattfindet. Also ist die Fixpunktmenge gegeben durch Fix (pp) = {P}.
Eine Verschiebung 7 hat keine Fixpunkte, also ist Fix (1) = @.

Aufgabe 4.23. Sei n € N>3. Fiir welche n ist ein n-Eck schon durch die Exkpunkte
festgelegt? Uberlege, warum das so ist, beziehungsweise gib ein Gegenbeispiel, wenn es
nicht so ist.
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Losung. Zwei Dreiecke sind genau dann kongruent, wenn sich ihre Ecken so mit A, B, C
beziehungsweise A’, B', C' bezeichnen lafien, dafl es eine Bewegung ¢ gibt, mit

p(A) =4, ¢(B) =B, p(C)=C".

Dies folgt direkt aus dem Beweise von Satz Das bedeutet, dafl ein 3-Eck schon
durch die Eckpunte festgelegt ist.
Dies ist nicht der Fall bei 4-Ecken oder n-Ecken mit n > 4. Man kann leicht konvexe
4-Ecke skizieren, die die gleichen Eckpunte haben, aber nicht kongruent sind.
Aufgabe 4.24. Es seine P # @ € R?. Beschreibe die folgenden Objekte:

(i) der Richtungsvektor von P nach Q;

(ii) die Gerade, die durch P, @ definiert ist;

(iii) der Strahl, der in P beginnt und durch @ lauft;

(iv) der Strahl, der in @ beginnt und durch P lduft;

(v) die Strecke zwischen P und Q;

(vi) die Liange der Strecke zwischen P und Q.

Losung. Der Richtungsvektor von P nach @ ist gegeben durch die Differenz

Q- P
Der Richtungsvektor von @ nach P ist gegeben durch die Differenz
P—-Q.

Die Gerade, die durch P und @ definiert ist, ist gegeben durch

g(P,Q)={P+X-(Q—P)[NeR}
={Q+ A (P-Q)[reR}
={P+X-(P-Q)|NeR}
={Q+ X (Q-P)|NeR}

Der Strahl, der in P beginnt und durch @ lduft, ist gegeben durch
PQ={P+X-(Q-P)|\eRp).
Der Strahl, der in @ beginnt und durch P lduft, ist gegeben durch
QP{Q+ X+ (P~ Q)| X € Ru).
Die Strecke zwischen P und @ ist gegeben durch
PQ={P+X-(Q-P)[Ae[0,1]} ={Q+A-(P-Q)[Ae[0,1]}.

Der letzte Teil greift eine Definition vor, die wir erst im néchsten Kaitel offiziell einfiihren,

die jedoch aus der Schule bekannt sein sollte. Sei P = ( 2121 ) und @ = < gl ) Dann
2 2

ist die Lénge der Strecke zwischen P und @ gegeben durch

UPQ) =P -Ql = (1 — 1)+ (02— ).
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Aufgabe 4.25. Seien nun P = < (1) > und Q = < ; ) Berechne die Objekte der

vorherigen Aufgabe in diesem konkreten Fall.

Lésung.
er-(3)- (1) ()
r-o=(4)-(3)-(%)
9(P.Q) = Aer)
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6.5 Losungen der Aufgaben in §5|

Aufgabe 5.1. Es seien A, B, C drei Punkte in der Ebene R2. Vervollstéindige den fol-
genden Satz zu einer wahren (nicht-tautologischen) Aussage:
Es ist

{(AC) = ((AB) + ¢(BC)
genau dann, wenmn .........

Losung. Die Gleichheit gilt genau dann, wenn die Punkte A, B, C' auf einer Geraden
liegen und auflerdem B zwischen A und C liegt. Wenn A, B, C' paarweise verschieden
sind, bedeutet das in der Notation des vorherigen Kapitels A — B — C. Wenn zwei der
drei Punkte zusammenfallen, also entweder A = B oder B = C, so ist eine der Liangen
auf der rechten Seite der Gleichung 0, und die beiden anderen sind gleich. Fallen alle
drei Punkte zusammen, so ist die Aussage trivial.

Aufgabe 5.2. Es seien A, B,C drei kollineare Punkte, so dal B zwischen A und C
liegt. Zeige, daf3
((AC) = ((AB) + ((BC)

gilt.
Hinweis: Verwende die Beschreibung der Gerade mithilfe des Aufpunktes A.

Lésung. Sei g die Gerade auf der die drei Punkte A, B, C liegen. (Falls A = B = C' ist,
so gibt es unendlich viele dieser Geraden, falls mindestens zwei der Punkte verschieden
sind, so ist die Gerade eindeutig.) Wir kénne diese schreiben als

g={A+X-v|XeR}

Universitit Regensburg 12. Januar 2023 Fakultat fir Mathematik



Elementargeometrie Seite 78 von |ﬁ|

Wir koénnen dabei den Richtungsvektor v so wihlen, dal C' = A + A¢ - v mit einer
Konstanten A\c > 0. Da B zwischen A und C liegt, gilt B = A + Ap - v mit einer
Konstanten 0 < A\g < A¢. Nun berechnen wir
((AC) = ||C - A|

=[(A+Ac-v) — A

= [[Ac vl

=Ac - vl

=(Ac = AB) - vl + Ap - [Jv]|

= l(Ac = AB) - v[[ + [[AB - v||

=[[(A+Ac-v) = (A+ A -0)[|+ [(A+ A -v) = A

=||C = Bl +[|B — Al| = {(BC) + {(AB).

Aufgabe 5.3. Zeige, daB fiir A, B € R? gilt

A#B & ({(AB) > 0.
Losung. Sei A = “) ynd B = b .Dann ist B— A = bi—m Sei zuerst
as be by — az

A # B, also B— A #0, also bj —aj # 0 oder by — ay # 0. Dann ist
((AB) =B - A
= \/(bl — CL1)2 + (bQ — a2)2 > 0.

Dies zeigt die Richtung ,,=*.
Sei nun A = B, dann ist B — A = 0 und damit auch

((AB) = 0]
=v02+02=0.
Dies zeigt die Richtung ,,<*.
Aufgabe 5.4. Es seien P und ) zwei Punkte auf einem Strahl B Zeige: Wenn

((AP) = {(AQ), dann gilt P = Q.
Hinweis: Verwende eine explizite Beschreibung des Strahls.

Losung. Wir kénnen den Strahl zﬁ schreiben als
AB = {A+ X -v| )€ R}

mit v = B — A. Es ist ||v]| = ¢(AB) # 0, denn B # A, also v # 0. Da P und Q auf AB
liegen, gibt es Ap, A\g € R>o mit

P=A+MXp-v Q=A+X v
Wir berechnen nun ¢(AP) und ¢(AQ):
((AP) = |P - A

= [(A+Ap-v) — A

= [[Ap - vl = Ap - o]
((AQ) = Q — A

= [[(A+Aq-v) - 4

= [[Aq - vl = Aq - vl
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Da ((AP) = ((AQ) folgt also
Ap - ol = Aq - [lvll-

Teilen wir das durch ||v||, folgt Ap = MA@, und damit
P:A—F)\p'U:A—{—)\Q'U:Q.

Aufgabe 5.5. Wie konnte man die Lénge eines Kreises definieren?

Lésung. Es gibt hier viele Moglichkeiten, also nicht ,,eine“ korekte Antwort. Eine Moglichkeit
wire, Punkte auf dem Kreis zunehmen, die Linge des Streckenzuges zu bestimmen, und
dann den ,,Grenzwert* der Léngen mit immer mehr Punkten zu bilden.

Aufgabe 5.6. Seien g und h Geraden im R? mit Schnittpunkt P. Zeige, dal deren
Scheitelwinkel gleich grof3 sind.
Hinweis: Mache Dir den Sachverhalt an einem Bild klar. Man kann zum Beispiel Satz

(ii) verwenden.

Losung. Wir bezeichnen die vier Winkel, die am Schnittpunkt auftreten, gegen den
Uhrzeigersinn mit «, 3,7, d, das heiit a und v sind ein Scheitelwinkelpaar, und 8 und
. Des weiteren sind a und 8 Nebenwinkel, sowie 8 und « (aber auch v und ¢ sowie §
und «). Das bedeutet, daf

a+B=m=p+7,
B+y=m=~vy+9.

Ziehen wir in der ersten Gleichung 5 ab, und in der zweiten Gleichung ~, so erhalten
wir @« =y und § = 4.

Aufgabe 5.7. Wir haben gesehen, daf} jede ldngenerhaltende Abbildung auch winke-
lerhaltend ist. Gilt die Umkehrung dieser Aussage?

Losung. Nein. Ein Gegenbeispiel wire eine Streckung um einen Faktor A £ 1. Diese ist
sicherlich winkelerhaltend, aber nicht léngenerhaltend.

Aufgabe 5.8. Seien g; # go parallele Geraden im R? und h eine weitere Gerade, welche
g1 und gs schneidet. Zeige, dafl die Winkelmafle von zwei Ergidnzungswinkel zusammen
7 ergeben.

Hinweis: Man kann sich am Beweis von Satz[5.23 (i) und (ii) orientieren.

Losung. Sei P; der Schnittpunkt von ¢g; und h und P> der Schnittpunkt von go und h.
Wir bezeichnen mit v = P, — P; den Richtungsvektor von P; nach Ps. Sei 7, : R? — R?
die eindeutige Verschiebung die P; auf P, abbildet.

Wir zeigen zuerst, dafl 7,(g1) = go:

Wir wissen, dafl 7,(g1) parallel zu g1 verlauft. Da 7,(P;) = P» ist, verlduft 7,(g1) durch
P,. Auch gy ist eine zu g; parallele Gerade, die durch P, verlauft. Es folgt 7,(g1) = go.
Wir zeigen nun, dafl 7,(h) = h:

Wir wissen, dafl 7,(h) parallel zu h verlduft. Da Py, P, € h und 7,(P;) = P», sehen wir,
dafl A und 7,(h) beide den Punkt 7,(P;) = P» enthalten. Zwei parallel Geraden, die
durch den gleichen Punkt verlaufen, sind identisch, also 7,(h) = h.

Es folgt nun also, dafl 7, den Ergdnzungswinkel bei P; in den Nebenwinkel des Ergdnzungswinkels
bei P iiberfiihrt. Aus Satz (i) folgt, daBl diese sich zu 7 ergénzen.
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Aufgabe 5.9. Sei ein Kreis (P, r) vom Radius r > 0 gegeben. Zeige, dafl der Durch-
messer von IC(P,r) gegeben ist durch 2r.

Lésung. Der Beweise kann in zwei Teile aufgeteilt werden:

(i) Wir miissen zeigen, daf} es zwei Punkte auf IC(P, r) gibt, deren Abstand 2r betrégt,
und

(ii) wir miissen zeigen, dass fiir beliebige Punkte S und 7" auf (P, r) gilt, dass der
Abstand hochstens 2r betrégt.

Suchen wir also zuerst zwei Punkte auf IC(P,r), die den Abstand 2r haben. Anschaulich
konnen wir diese finden, indem wir eine Gerade durch den Pittelpunkt P legen, und
die beiden gegeniiberliegenden Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Kreis nehmen.
Besonders einfach werden unsere Rechnungen, wenn wir eine horizontale oder vertikale

Gerade nehmen. Wir schreiben also P = < 2]; ! ) und betrachten die Punkte
2

s=(n)=("7)  we = (0)= (")
S92 D2 to D2
Dann rechnet man leicht nach

(PS)=|S - P

VR R =y

(PT) =|IT - P|

=/r24+02=r
(5T = T - 8|
= (2r)2+02=2r

Wir haben also zwei Punkte auf (P, r) gefunden, die den Abstand 2r haben.
Seien S, T € K(P,r) nun zwei beliebige Punkte. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung

¢(ST) < U(SP)+4(PT) =r+r = 2r,
wo wir benutzt haben, daf fiir alle Punkte auf IC(P,r) der Abstand zu P genau r ist.
Aufgabe 5.10. Sei X C R? eine abgeschlossene Teilmenge mit diam(X) = d. Ist X
dann notwendigerweise in einer Kreisscheibe S(P, %) vom Radius % enthalten?

Lésung. Nein. Ein Gegenbeispiel ist ein gleichseitiges Dreieck D(d) mit Seitenlidnge d.
Dieses hat natiirlich diam(D(d)) = d. Aber es gibt keine Kreisscheibe vom Radius g,
die das Dreieck enthélt.

Aufgabe 5.11. Seien P = ( Zl > und Q = ( 31 > Punkte und r > 0. Zeige:
2 2
() Q e K(P,r) <= (11 —p1)* + (@2 — p2)* = 1%,

(i) Q € S(P,r) < (@1 —p1)* + (g2 — p2)* < r2.
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Losung. Dies folgt sofort aus den Definitionen:
QEK(Pr)=l(PQ)=r
& V(g - (g2 —p2)? =
< (¢ —pl) - (q2 —p2)’ = 7"2.
QeSPr)=lPQ)<r
& V(g - + (g2 —p2)?<r
& (¢ — p1) + (g2 — p2)® < 1%

Aufgabe 5.12. Seien A # B € R? und 7 > 0. Zeige:
Ist r < 2¢(AB), so schneiden sich die beiden Kreise K(A,r) und K(B,r) nicht.

Lésung. Wenn es einen Schnittpunkt @ € (A, r) N K(B,r) gibe, dann wire

2r < ((AB) (Voraussetzung)
< ((AQ)+L(QB) (Dreiecksungleichung)
=r+r (Voraussetzung)
= 2r

Ein Widerspruch, da r > 0.

Auﬁ@be5l3-&ﬁgz{AHwNU|A€R}emeGma&nmtAummmtA::<Zl>1md
2

V2
Hilfe einer Gleichung der Form y = f(z) oder =z = f(y).

Richtungsvektor v = < vl > Beschreibe einen beliebigen Punkt P = < Z ) € g mit

Lésung. Ein Punkt P = ( g > € g ist gegeben durch

r=a1+ A v
y=az+ A\ v
fiir ein geeignetes A. Da v ein Richtungsvektor ist, ist v # 0. Also ist entweder vy oder

vg ungleich 0 (oder beide).
Wir betrachten zuerst den Fall, dafl v; = 0, also vy # 0. Dann ist x = a1 konstant und

y € R beliebig. Also ist
x
g:{<y>|x:meR}'

Sei als néchstes v1 # 0 (und es spielt keine Rolle, was vg ist. Wir wollen y in Abhéngigkeit
von x darstellen. Dies gelingt, wenn wir z nach A auflosen:

T — aq

A:

U1

und dann in y einsetzen:

Also ist
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Aufgabe 5.14. Sei K(P,r) ein Kreis mit Radius 7 > 0 um einen Punkt P € R? und
g C R? cine Gerade. Zeige, daB8 genau eine der folgenden Aussagen gilt:

(i) Der Kreis K(P,r) und die Gerade g schneiden sich nicht.
(ii) Der Kreis IC(P,r) und die Gerade g schneiden sich in genau einem Punkt Q.
(iii) Der Kreis (P, r) und die Gerade g schneiden sich in zwei Punkten U # V.

Losung. Da jede Bewegung einen Kreis in eine Kreis vom selben Radius, und eine gerade
in eine Gerade iiberfiihrt, kénnen wir eine beliebige Bewegung anwenden, um di Situation
so einfach wie mdglich zu machen.

Wir wenden zuerst die Verschiebung 7, : R? — R? mit Richtungsvektor v = 0 — P an,
die P auf den Ursprung sendet. Dann ist

To(K(P,r) = K(0,71) und Tv(9)]lg-

Dann wenden wir eine Drehung pp, um den Ursprung an, die g in eine Gerade parallel
zur y-Achse iiberfithrt. Da deren Fixpunkt P ist, bildet sie K(0,r) auf sich selbst ab.
Dann ist

ppa o To(K(P,7r) = K(0,7) wnd  ppaor(g) = {( z )

m:a,yeR}

fiir eine geeignete Konstante a € R.
Es geniigt also die Aussage fiir (0,7) und g = {z = a} zu zeigen. Es gilt

<;)€K(O,r)ﬁg<:>{$:a )

x2+y2:r

T=aq
= y? =12 — o2
Wir unterscheiden drei Falle:

la| < 7: Dann ist 72 — a? > 0 und y = +v/r2 — a2. Somit haben wir zwei verschiedene
Schnittpunkte

a a
U—< r2—a2> und V—(_T_Cﬂ).

la| = 7: Dann ist 72 — a? = 0 und y = 0 und wir erhalten genau einen Schnittpunkt

o(3)

la| > r: Dann ist 72 — a® < 0 und es gibt keine reelle Zahl y, die erfiillt y? = r? — a>.
Somit gibt es keinen Schnittpunkt.

Aufgabe 5.15. Sei (P, ) ein Kreis und Q # S(P,r).
(i) Wieviele Tangenten zu IC(P,r) durch @ gibt es?

(ii) Wieviele Sekanten zu IC(P,r) durch @ gibt es?
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(iii) Wieviele Passanten zu KC(P,r) durch @ gibt es?
(iv) Wieviele Sekanten zu K(P,r) durch @ und durch P gibt es?
Wie verhiilt es sich fiir Q € S(P,r)?
Lésung. Ist @ auBlerhalb der Kreisscheibe S(P, ), so gibt es
e zwei Tangenten zu IC(P,r) durch @,
e unendlich viele Sekanten zu IC(P,r) durch @Q,
e unendlich viele Passanten zu IC(P, ) durch @,
e cine Sekanten zu IC(P,r) durch @ und durch P.
Ist Q € K(P,r), so gibt es
e cine Tangente zu K(P,r) durch Q,
e unendlich viele Sekanten zu IC(P,r) durch Q,
e keine Passante zu IC(P,r) durch Q,
e cine Sekanten zu IC(P,r) durch @ und durch P.
Ist @ im Inneren der Kreisscheibe S(P,r), so gibt es
e keine Tangente zu IC(P,r) durch Q,

e unendlich viele Sekanten zu KC(P,r) durch Q,

keine Passante zu K(P,r) durch @,

eine (falls P # @) oder unendlich viele (falls P = @) Sekanten zu IC(P,r) durch
Q@ und durch P.

Aufgabe 5.16. Seien A # B € R? Punkte.
(i) Gib eine Definition fiir den Mittelpunkt P der Strecke AB an.

(ii) Sei A= ( ; > und B = ( 181 > Berechne die Koordinaten des Mittelpunktes P

von AB.

(iii) Versuche daraus eine Formel fiir die Koordinaten des Mittelpunktes P in Abhéngigkeit
der Koordinaten von A und B herzuleiten.

Losung. Der Mittelpunkt P einer Strecke AB ist ein Punkt, der von A und B den
gleichen Abstand hat, also /(AP) = ¢(PB). Es gibt jedoch viele Punkte, die dieses Kri-
terium erfiillen, ndmlich alle Punkte auf der Mittelsenkrechten. Fiir den Mittelpunkt
muB zusétzlich gelten P € AB.

Der Mittelpunkt P von AB liegt also auf halber Strecke zwischen A und B auf der
Geraden g(A,B) = {A+ \- (B — A)| X € R}. Er berechnet sich also durch
A+ B

1
P=A+3(B—4)="——
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Ist A = < “ ), B = < b ) und P = < h ) erhalten wir also fiir die Koordinaten
ag b2 b2
von P:
_ar+b
P1= 5
_ag+b
p2 = 5

Fiir A = < ; > und B = ( 181 ) erhalten wir also

() (:
()-(8)
= 5
Aufgabe 5.17. Sei Agapc C R? ein Dreieck. Zeige, daB gilt
Zpac = £aBc = ((AC) = ¢(BC).

Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die umgekehrte Richtung bewiesen.

Losung. Wir bezeichnen mit D den Mittelpunkt der Strecke AB und es sei h das Lot auf
D. Wir bezeichnen mit P den Schnittpunkt von h mit dem Strahl /@ und wir bezeichnen
mit Q den Schnittpunkt mit dem Strahl B? Wir betrachten nun die Dreiecke A 4pp
und Appq. Es folgt aus dem WSW-Satz [5.41} daf8 diese Dreiecke kongruent sind.
Insbesondere ist DP = D@Q. Dann folgt jedoch, dafl P = @, und dieser Punkt liegt
sowohl auf B und auf B? . Da diese beiden Strahlen jedoch genau einen Schnittpunkt,
ndmlich C haben, folgt P = Q = C. Es ist also Aapp = Aapc und Appg = Agpce,
und diese sind kongruent. Das impliziert, dafl £(AC) = ¢(BC).

Aufgabe 5.18. Sei Agpc C R? ein Dreieck mit Zpac = Zapc. Zeige, daB ((AC) =
{(BC) ohne im Beweise einen Hilfspunkt einzufiihren.

Losung. Wir betrachten die Dreiecke A ppc und Apac. Nach Voraussetzung sind die
Innenwinkel am ersten und zweiten Eckpunkt jeweils gleich. Nachdem die Strecke vom
ersten zum zweiten Eckpunkt gleich (also auch gleichlang) sind, folgt aus dem WSW-
Satz dafl die Dreiecke kongruent sind. Also sind auch die Strecken vom jeweils
ersten zum dritten Eckpunkt gleich lang.

Aufgabe 5.19. Wir wollen Kongruenzsétze fiir Vierecke untersuchen.

(i) Gilt fiir Vierecke ein Kongruenzsatz der Form SWSSS? D.h. wenn fiir gegebene
Vierecke Oapep und O4/pcrpr alle entsprechenden Seiten gleich lang sind und
ein Innenwinkel gleich grof§ ist, folgt daraus schon, dass die Vierecke kongruent
sind?

(ii) Gilt fur Vierecke ein Kongruenzsatz der Form SWSWS?

(iii) Was fiir Kongruenzsétze kennst Du fiir Vierecke? Kannst Du selber welche finden?
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Ldsung. Man findet leicht ein Gegenbeispiel zu (i).

Die Aussage (ii) gilt. Durch den SWS-Satz sind die ersten drei Eckpunkte schon
festgelegt. Der vierte Eckpunkt schligt einen festgelegten Winkel zur dritten Seite ein.
Dadurch, dass ein Viereck vorliegt, ist die Drehrichtung des Winkels eindeutig festge-
legt. Durch Winkel, Drehrichtung und Abstand zum 3. Eckpunkt ist der 4. Eckpunkt
eindeutig festgelegt.

Beziiglich (iii) gilt zum Beispiel ein WSWSW-Satz aber kein WSWWW-Satz.

Aufgabe 5.20. Es seien A, B,C, D € R? vier Punkte, so da8 /(AC) = ¢(BD) und, so
daB der Mittelpunkt von AC mit dem Mittelpunkt von BD iibereinstimmt. Zeige, dafl
A, B,C, D die Eckpunkte eines Rechtecks sind.

Losung. Wir werden verwenden, dafl die Innenwinkelsumme im Dreieck 7 betréigt. Be-
zeichne mit P den Schnittpunkt von g(A, C) und g(B, D), der zugleich der Mittelpunkt
von AC und BD ist. Es folgt, daB
({(AP) = ((BP) = {(CP) = ¢(DP).

Insbesondere sind die Dreiecke Aapp, Apop, Acpp und Acap gleichschenklig und
damit gleichwinklig. Also:

ZpAp = £pBA

Zopp = £pcB

Zpep = £pDC

ZaApp = £ZpAD

Es gilt weiterhin:

a=Z2pap = Lpap + £LpAD,
B =Zcpa=ZcBp + £pPBa,
v=4pcB = Zpcp + £pcB,
6 = Zapc) = Zapp + LpDC-

Da die Inneninkelsumme im Dreieck 7 betrigt, gilt

T =4pap+ ZAPB + £pPBA
m=Zcpp + £Bpc + £LpcB
m=Zpcp+ Zcpp + £LpPDC
m=Zapp+ Zppa+ ZpaAD

Da Nebenwinkel 7 ergeben auflerdem

m=ZapB+ <BPC
m=Zgpc + Zcpp
m=Zcpp + ZppA
m=Z2ppa+ ZAPB

erhalten wir:

21 = (£Bap + ZapB + ZpBa) + (LcBP + £BPC + £PCB)
= (ZapB + £Bpc) + (£BAP + £PBA) + (LCBP + £ZPCB)
=nm+2-Zppa+2-Zopp
=7+20

x

Also 8 = 7. Genauso zeigt man, dafl a = v =9 = 7.
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Aufgabe 5.21. Seien A # B € R? und mp die Mittelsenrechte zu AB. Zeige
{Q e R?|U(AQ) = U(BQ)} C mag.

Lésung. Sei P der Mittelpunkt von AB. Sei @ € R? mit ¢(AQ) = ¢(BQ). Wir miissen
zeigen, dafl ) € map. Da P in beiden Seiten enthalten ist, konnen wir annehmen, daf}
@ # P. Wir betrachten die Dreiecke A 4pg und Appg. Diese sind nach dem SSS-Satz
kongruent. Also sind die Innenwinkel bei P gleich grof, ndmlich 5. Nach Definition
der Mittelsenkrechten folgt, dal Q € map.

Aufgabe 5.22. Es sei g eine Gerade und P ¢ g ein Punkt.
(i) Félle mit Zirkel und Lineal das Lot von P auf g.
(ii) Beschreibe in Worten die Konstruktion, welche Du gerade ausgefiihrt hast.
(iii) Gib eine kurze Begriindung, warum diese Konstruktion das Lot von P auf g liefert.

Losung. Wir fithren folgende Konstruktion aus:

(i) Wahle r > 0 so grof}, da8 der Kreis IC(P,r) die Gerade g in zwei Punkten A und
B schneidet.

(ii) Sei @ der zweite Schnittpunkt der Kreise IC(A,r) und K(B,r).
(iii) dann ist die Gerade g(P, Q) das von P auf g gefillte Lot.

Wir bemerken zuerst, die Kreise (A, r) und (B, ) sich in P schneiden. Da P ¢ g,
folgt aus Satz dafl es in der Tat einen zweiten Schnittpunkt ) # P der beiden
Kreise (A, r) und K(B,r) gibt.

Natiirlich verlduft die Gerade g(P, @) durch P. Nun miilen wir noch zeigen, dafi g(P, Q)
senkrecht auf g steht. Aber in der Konstruktion haben wir gesehen, dafl g(P, Q)
gerade die Mittelsenkrechte zu AB ist, und deshalb insbesondere senkrecht zu g =
9(A, B).

Aufgabe 5.23. Es sei /A g4p¢ ein Dreieck. Schneiden sich die drei Mittelsenkrechten des
Dreiecks immer innerhalb des Dreiecks? Gib eine kurze Begriindung fiir Deine Antwort.

Lésung. Die drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich nach Satz in einem
Punkt P. Dieser ist der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks, welcher eindeutig ist.
Nun finden wir leicht ein Dreieck mit einem Umkreis, dessen Mittelpunkt auflerhalb des
Dreiecks liegen. Wéhle dazu zum Beispiel in einem beliebigen Kreis, in den wir einen
Durchmesser d gezeichnet haben, drei Punkte auf der Kreislinie, die alle auf der gleichen
Seite dieses Durchmessers liegen.

Aufgabe 5.24. Es seien P, ..., P, Punkte in der Ebene, welche ein Viereck bilden. Wir
nehmen an, dass gegeniiberliegende Seiten gleich lang sind. Genauer gesagt, wir nehmen
an, dass folgende Aussagen gelten:

(i) die Seiten P; P> und P3P sind gleich lang,

(ii) die Seiten P»Ps und P4P; sind gleich lang.

Folgt daraus schon, dass das Viereck ein Parallelogramm ist?
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Lésung. Wir betrachten zunéchst die Dreiecke Ap p,p, und Ap,p,p,, die entstehen,
wenn man das Viereck durch die Diagonale P, Py teilt. Diese sind kongruent nach dem
SSS-Satz Also sind die Winkel 4 p, p,p, und < p,p, p,, welche Wechselwinkel sind,
gleichgrofl. Es folgt dann, dafl die Geraden g(P;, P2) und g(Py, P3) parallel sind.
Analog zeigt man, daf3 die beiden anderen Seiten parallel sind.
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7 Hilfe zur Priifungsvorbereitung

Wir haben uns im Laufe der Vorlesung einiges an Wissen und Fertigkeiten erarbeitet.
Hier findest Du eine Liste dieser Punkte. Alle Aufgaben der Klausur stehen in engem Be-
zug zu diesen Kompetenzen und kénnen mithilfe dieser beantwortet werden. Natiirlich
ersetzt dieser Kompetenzkatalog nicht die griindliche Durcharbeitung des Skripts. Al-
lerdings gibt er Hinweise, welche Stellen des Skripts relevanter beziehungsweise weniger
relevant fiir das Erlangen der Lernziele dieses Kurses sind. Alle Angaben in diesem Kom-
petenzkatalog sind ohne Gewé#hr und dienen nur dazu, Dir die Priifungsvorbereitung
zu erleichtern. Jeder Punkt im Kompetenzkatalog verfiigt auflerdem iiber Verweise ins
Skript die Aufgaben, um das einfache Nachschlagen der Inhalte zu erméglichen.

Die Formulierungen im Kompetenzkatalog sind mit Bedacht gew#hlt und geben Hin-
weis darauf, in welchem Ausmaf Sie eine gegebene Kompetenz beherrschen sollten. Um
Missversténdnisse zu vermeiden, sind hier die wichtigsten Formulierungen zusammen-
gefasst und erlautert:

Ich kann ... beweisen // Ich kann folgern ...
Hier solltest Du in der Lage sein, das in Rede stehende Resultat zu formulieren
und den Beweis vorzufiihren.
Falls im Beweis auf andere Resultate verwiesen wird, dann solltest Du in der Lage
sein, auch diese zu formulieren — die Kenntnis ihrer jeweiligen Beweise wird aber
nicht notwendigerweise von Dir erwartet. Eine mogliche Klausuraufgabe wire zum
Beispiel die wesentlichen Schritte eines Beweises anhand einer Skizze zu erkléren.

Ich kann ... formulieren // Ich kann ... definieren // Ich kenne die Definition
Hier geht es um Definitionen, die Du wiedergeben kénnen solltest. Hier wird Wert
auf mathematische Korrektheit und Prézision gelegt.

Ich weif3, ... // Ich kenne ... // Ich kann ... erkliren
Hier geht es um Resultate konkrete Ideen, die Du wiedergeben kénnen solltest.
Auch hier wird Wert auf mathematische Korrektheit und Prézision gelegt. Es ist
hier nicht erforderlich, auch den zugehorigen Beweis vorfithren zu kénnen.

Ich kann ... in verschiedenen Situationen anwenden
Hier steht iiblicherweise ein Satz oder ein Hilfsresultat im Mittelpunkt, das wir
im Laufe der Vorlesung an verschiedenen Stellen angewandt haben. Das Ziel sollte
sein, eine Intuition dafiir zu entwickeln, in welchen Situationen man das Hilfsresul-
tat gewinnbringend einsetzen kann. (Falls nicht ausdriicklich verlangt, wird nicht
von Dir verlangt, den Beweis des Hilfsresultats vorzufiihren.)

In der Priifung kénnten wir Dir beispielsweise eine konkrete Problemstellung vor-
legen, die sich mithilfe derartiger Resultate in wenigen Zeilen 16sen lésst. Typische
Aufgaben wiren hier kleine Beweisaufgaben, wie wir sie in den Ubungen behandelt
haben. Um Dir die Moglichkeit zu geben, solche Anwendungssituationen gezielt zu
trainieren, fithren wir hier stets ,,primédre“ und ,sekundére® Verweise an: Primére
Verweise geben an, wo das in Rede stehende Hilfsresultat zu finden ist, und se-
kundére Verweise zeigen konkrete Anwendungssituationen auf. Es wird nicht von
Dir erwartet, simtliche Anwendungssituationen auswendig aufsagenzukénnen; es
schadet aber sicherlich nicht, eine exemplarische Anwendung im Kopf zu haben.
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7.1 Kompetenzkatalog
7.2 Beispielhafte Priifungsaufgaben

Aufgabe 7.1. Es seien A, B, C drei Punkte in der Ebene R2. Vervollstéindige den fol-
genden Satz zu einer wahren (nicht-tautologischen) Aussage:
Es ist

((AC) = ¢(AB) + ¢(BC)
genau dann, wenn .........

Aufgabe 7.2. Sei g C R? eine Gerade. Wir bezeichnen mit o, : R? — R? die Spiegelung
an g. Vervollstédndige den folgenden Satz zu einer wahren (nicht-tautologischen) Aussage:
Fiir einen Punkt P € R? gilt o4,(P) = P genau dann, wenn ..........

Aufgabe 7.3. Seien A # B C R?. Wie konnte man mit etwas linearer Algebra die
Gerade durch A und B beschreiben?

Aufgabe 7.4. Seien A # B C R%. Welche der folgenden Mengen des R? beschreiben
die Strecke zwischen A und B?
(Mehrere Antworten mdglich.)

-(B-A)[xe0,1]}
-(B—-A)[xe[0,1]}
(i) {B—A\-(B—A)[Xe0,1]}
(B—4)
(B=A)[Ae[=1,1]}

Aufgabe 7.5. Was sind die Fixpunktmengen einer Spiegelung, einer Drehung, einer
Verschiebung und der Identitat?
Keine Begriindung notwendig.

Aufgabe 7.6. Was war die Motivation der griechischen Geometer in der Antike, Ma-
thematik zu betreiben?
(Mehrere Antworten mdglich.)

(i) Das Messen von Feldern.
(ii) Logisches Denken zu férdern.
(iii) Die Vorbereitung auf das Studium der Philosophie.
(iv) Das Errichten monumentaler Bauwerke.
(v) Das Entwickeln einer rigorosen Diskussionskultur.

Aufgabe 7.7. Beschreibe kurz, was der Mathematikunterricht in der Schule Deiner
Meinung nach erreichen sollte.

Aufgabe 7.8. Welche der folgenden Aussagen sind richtig:
(i) Euklid versuchte die ebene Geometrie axiomatisch aufzubauen.

(ii) Euklid’s Axiomensystem ist vollstdndig, aber altmodisch formuliert.
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(iii) Euklid’s Definition des Punktes geniigt den Anspriichen logischer Exaktheit.

(iv) Es ist offensichtlich, wie man das Konzept eines Punktes in einem logisch abge-
schlossenen System abbildet.

(v) Euklid’s Axiomensystem besteht aus Definitionen, Postulaten und Axiomen, aus
denen er im Anschluss Propositionen herleitet.

(vi) Das Postulat des Parallelenaxioms ist das komplizierteste von Euklid’s Postulaten
und war historisch umstritten.

(vii) Euklid’s Beweise haben keine Liicken.
(viii) Euklid gibt auch Konstruktionen fiir gewisse geometrische Figuren an.
Aufgabe 7.9. Welche der folgenden Aussagen sind richtig:

(i) Axiome sind Grundannahmen, die nicht bewiesen werden miissen.

(ii) Die Axiome der ebenen Geometrie miissen nicht auf der Realitét basieren.

(iii) Die Axiome miissen hinreichend sein, um alle uns aus der Anschauung bekannten
geometrischen Eigenschaften abzuleiten.

(iv) Ein Axiomensystem sollte widerspruchsfrei und vollstéindig sein.
(v) Primitive Terme miissen definiert werden.
(vi) Primitive Terme sind Grundbegriffe, die nicht definiert werden.

Aufgabe 7.10. Es sei g C R? eine Gerade, Oy : R? — R? die Spiegelung an g und p
eine Drehung um einen Punkt P € R2. Genau wann ist die Verkniipfung 04 o p wieder
eine Spiegelung? (Kein Beweis erforderlich.)

Aufgabe 7.11. Sei 7 # id eine Verschiebung in R? und p # id eine Drehung. Zeige,
dafl dann gilt Top # poT.

Hinweis: Man kann benutzen, dafs Verschiebungen keine Fizpunkte und Drehungen
genau einen Fixpunkt haben.

Aufgabe 7.12. Seien ¢ und h Geraden im R? mit Schnittpunkt P. Zeige, daB deren
Scheitelwinkel gleich grof sind.
(Es kann verwendet werden, daf3 Nebenwinkel zusammen das Winkelmafl © haben.)

Aufgabe 7.13. Vervollstindige den folgenden Satz zu einer wahren (nicht-tautologischen)
Aussage:
Im R? ist die Linge eines Kreises vom Radius 1 gegeben durch. . .. ... ..

Aufgabe 7.14. Welche der folgenden Aussagen sind korrekt:
(i) Zwei nicht-parallele Geraden im R? schneiden sich in genau einem Punkt.

(i) Jede lingenerhaltende Abbildung ¢ : R? — R? ist winkelerhaltend.

)

)
(iii) Jede winkelerhaltende Abbildung ¢ : R? — R? ist lingenerhaltend.
(iv) Zwei Strecken im R? sind genau dann kongruent, wenn sie gleich lang sind.
)

(v) Ein n-Eck im R? ist immer durch die Eckpunkte festgelegt.
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Aufgabe 7.15. Seien A # B Punkte des R?. Gib die eindeutige Verschiebung an, die
A auf B abbildet.

Aufgabe 7.16. Gib in einer Skizze die Definition von Stufenwinkeln (F-Winkeln),
Ergédnzungswinkeln (E-Winkeln) und Wechselwinkeln (Z-Winkeln) an.

Aufgabe 7.17. Es seien A, B,C, D € R? vier Punkte, so da8 £/(AC) = ¢(BD) und, so
daB der Mittelpunkt von AC mit dem Mittelpunkt von BD iibereinstimmt. Zeige, dal
A, B,C, D die Eckpunkte eines Rechtecks sind.

Aufgabe 7.18. Wir betrachten einen Kreis im R2. (Skizze)

(i) Konstruiere den Mittelpunkt des Kreises mit Zirkel und Lineal.
(Es muss klar ersichtlich sein, wie die Konstruktion durchgefiihrt wurde.)

(ii) Beschreibe in Worten die Konstruktion, welche Du gerade ausgefiihrt hast.
(iii) Gib eine kurze Begriindung, warum diese Konstruktion den Mittelpunkt liefert.
Aufgabe 7.19. Wir betrachten einen Winkel im R?. (Skizze)

(i) Konstruiere Winkelhalbierende des Winkels mit Zirkel und Lineal.
(Es muss klar ersichtlich sein, wie die Konstruktion durchgefiihrt wurde.)

(ii) Beschreibe in Worten die Konstruktion, welche Du gerade ausgefiihrt hast.
(iii) Gib eine kurze Begriindung, warum diese Konstruktion Winkelhalbierende liefert.

Aufgabe 7.20. Es seien g,h C R? zwei Geraden, welche sich in einem Punkt P mit
Schnittwinkel o schneiden. Die Verkniipfung der Spiegelungen o, an g und o, an h ist
eine Drehung. Was ist der zugehorige Drehwinkel?

(Keine Begrindung notwendig.)

Aufgabe 7.21. Erginze den folgenden Satz:

Bewegungen im R? sind ............ erhaltend und ............ erhaltend.
Aufgabe 7.22. Welche der folgenden Abbildungen R? — R? ist eine Bewegung?
(i) Die Drehung p(pq) : R? — R? um den Punkt P € R? um den Winkel o > 0.
(i) Die Streckung x) : R? — R? mit dem Faktor \ # 1.
)
)

(iii) Die Verschiebung 7, : R?> — R? um den Richtungsvekktor v € R?.

(iv) Die Drehstreckung ¢ (pq,») : R? — R? um den Punkt P € R? um den Winkel

«a > 0 mit dem Faktor A\ # 1.
(v) Die Spiegelung o, : R? — R? an der Geraden g.

Aufgabe 7.23. Vervollstindige den folgenden Satz zu einer wahren (nicht-tautologischen)
Aussage:
Zwei Geraden sind nicht parallel, genau dann, wenn .........

Aufgabe 7.24. Sei A pc ein Dreieck. Zeige:
Ist Z/(BAC) = Z(ABCQC), so folgt /(AC) = ¢(BC). In anderen Worten, das Dreieck ist
gleichschenklig.

Aufgabe 7.25. Sei K ein Kreis. Vervollstédndige die folgenden Definitionen:
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(i) Eine ......... ist eine Gerade, die K nicht schneidet.
(ii) Eine ......... ist eine Gerade, die K in genau einem Punkt schneidet.
(iii) Eine ......... ist eine Gerade, die K in genau zwei Punkten schneidet.

Aufgabe 7.26. Wieviele verschiedene Punkte reichen aus, um eine Gerade in der eu-
klidischen Ebene eindeutig zu beschreiben?

1 2 3 4 Das kann man allgemein nicht sagen.

Aufgabe 7.27. Vervollstindige den folgenden Satz zu einer wahren (nicht-tautologischen)
Aussage:
Der Mittelpunkt des Umkreises eines jeden Dreiecks ist gleich dem Schnittpunkt .........

Aufgabe 7.28. Seien P ein Punkt der euklidischen Ebene und r > 0. Beschreibe die
Punkte, die auf dem Kreis mit Mittelpunkt P und Radius r liegen.

Aufgabe 7.29. Was ist die Summe der Innenwinkel eines einfachen Fiinfecks?

Aufgabe 7.30. Berechne den Abstand /(AB) zwischen den Punkten

() (%)

Aufgabe 7.31. Ordne die jeweilige Figur ihrem Durchmesser zu:

Kreis mit Radius r r
gleichseitiges Dreieck mit Seitenlénge r V2r
Quadrat mit Seitenlédnge r 2r

Aufgabe 7.32. Seien A # B € R? und r > 0.
Zeige: Ist 7 < $¢(AB), so schneiden sich die beiden Kreise K(A4,r) und K(B,r) nicht.

Aufgabe 7.33. Seien A und B zwei verschiedene Punkte in der Ebene R?.
(i) Was ist die Definition der Mittelsenkrechten zu A und B?

(i) Es sei @ € R? ein beliebiger Punkt mit £(AQ) = £(BQ). Zeige, daB @ auf der
Mittelsenkrechte zu A und B liegt.

(iii) Es sei Aapc ein Dreieck. Schneiden sich die drei Mittelsenkrechten des Dreiecks
immer innerhalb des Dreiecks? Gib eine kurze Begriindung fiir Deine Antwort.

Aufgabe 7.34. Sei K(P,r) ein Kreis und Q # S(P,r).

(i) Wieviele Tangenten zu IC(P,r) durch @ gibt es?

)
(ii) Wieviele Sekanten zu IC(P,r) durch @ gibt es?
(iii) Wieviele Passanten zu IC(P, r) durch @ gibt es?
)

(iv) Wieviele Sekanten zu KC(P,r) durch @ und durch P gibt es?
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