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Aufgabe 1. Sei f : [−π, π]→ C stetig und stückweise stetig differenzierbar mit f(−π) = f(π). Seien

f̂k :=
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx , k ∈ Z

die Fourierkoeffizienten von f . Man zeige, daß für g = f ′

ĝk = ikf̂k , k ∈ Z

gilt.

Aufgabe 2. Es seien ak ∈ C, k ∈ Z gegeben mit

∞∑
−∞

(1 + |k|)|ak| <∞.

Man zeige, daß durch

f(x) :=

∞∑
−∞

ake
ikx für x ∈ R

eine 2π-periodische stetig differenzierbare Funktion definiert wird. Außerdem gilt

f ′(x) =

∞∑
−∞

ikake
ikx für x ∈ R.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Es seien

uN (x, y) =

N∑
k=1

bk
sinh(kπ)

sin(kπx) sinh(kπy) für x, y ∈ [0, 1]

für alle N ∈ N die Partialsummen der Lösungsformel der Laplace-Gleichung aus der Vorlesung.

(a) Sei (bk)k∈N eine beschränkte Folge. Man zeige, daß dann für alle ε ∈ (0, 1) die uN , und deren partielle
Ableitungen bis zur Ordnung zwei, gleichmäßig bezüglich (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1− ε] konvergieren.
Hinweis: Man zeige und nutze, daß es eine Konstante C > 0 gibt, so daß

0 6
sinh(kπy)

sinh(kπ)
6

cosh(kπy)

sinh(kπ)
6 Ce−πk(1−y) für y ∈ [0, 1].

(b) Folgern Sie, daß u(x, y) := limN→∞ uN (x, y) bezüglich (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1) zweimal stetig partiell
differenzierbar ist und die Laplace-Gleichung

∆u(x, y) = 0 für (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)

erfüllt.
Bemerkung: Genauso kann man zeigen, daß u beliebig oft stetig partiell differenzierbar ist.
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(c) Nun sei f : [0, 1]→ R stetig und stückweise stetig differenzierbar sowie (bk)k∈N so daß

f(x) =

∞∑
k=1

bk sin(kπx) für x ∈ [0, 1].

Man zeige, daß die uN gleichmäßig gegen u bezüglich (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] konvergieren, und u die
Randbedingungen

u(0, y) = u(1, y) = 0 für y ∈ [0, 1],

u(x, 0) = 0 für x ∈ [0, 1]

u(x, 1) = f(x) für x ∈ [0, 1]

erfüllt.
Hinweis: Man zeige zunächst

∑∞
k=1 |bk| <∞.
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