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Aufgabe 1 Zylinderkoordinaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [6P]

In der Vorlesung wurden krummlinige Koordinaten eingeführt und als erstes Beispiel die Polar-
koordinaten diskutiert. Eine Verallgemeinerung dieser zwei-dimensionalen Koordinaten auf drei
Dimensionen sind die sogenannten Zylinderkoordinaten. Die kartesischen Koordinaten werden
wie folgt durch diese dargestellt:

x =ρ cos(φ),

y =ρ sin(φ),

z =z,

mit ρ > 0, 0 6 φ 6 2π, z ∈ (−∞,∞).

a) Berechnen Sie die Tangentenvektoren

Ti =
∂r

∂ui
, mit ui = ρ, φ, z.

b) Bestimmen Sie die Basisvektoren der Zylinderkoordinaten in der kartesischen Basis. Zeigen
Sie, dass diese eine orthonormale Basis des R3 bilden.

c) Geben Sie das infinitesimale Linienelement dr in Zylinderkoordinaten an und berechnen Sie
|dr|2.

d) Bestimmen Sie das Volumenelement dV (in kartesischen Koordinaten dV = dxdydz) in
Zylinderkoordinaten geometrisch.

e) Geben Sie die allgemeine Form der Geschwindigkeit dr/dt in Zylinderkoordinaten, ausge-
drückt durch die Basisvektoren eρ, eφ, ez an.

f) Bestimmen Sie die kartesischen Einheitsvektoren e1, e2, e3 als Funktion der Basisvektoren
der Zylinderkoordinaten eρ, eφ, ez.

Aufgabe 2 *Vektorfeld in krummlinigen Koordinaten. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [3P]

Stellen Sie das in kartesischen Koordinaten (x1, x2, x3 ∈ R) gegebene Vektorfeld a : R3 → R3

a =
(
−x1 + x21x2 + x32

)
e1 +

(
x31 + x1x

2
2 − x2

)
e2 + 7x3e3

in der Basis der Einheitsvektoren der Zylinderkoordinaten dar.
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Aufgabe 3 * Parabolische Koordinaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [3P]

Die parabolischen Koordinaten u, v ∈ R+ sind gegeben durch die Transformationsgleichungen

x = uv, y = (v2 − u2)/2.

a) Skizzieren Sie in der x, y-Ebene die Kurven mit konstantem u bzw. v.

b) Bestimmen Sie die Einheitsvektoren eu, ev, und zeigen Sie, dass sie aufeinander senkrecht
stehen.

c) Berechnen Sie das Linienelement und das Flächenelement in diesen Koordinaten.

Aufgabe 4 * Nabla in Zylinderkoordinaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [5P]

Drücken sie den Nabla-operator ∇ =
(
∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)
in den Zylinderkoordinaten (ρ, φ, z) aus.

Aufgabe 5 Divergenz in krummlinigen Koordinaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [6P]

Gegeben sei ein hinreichend oft stetig partiell differenzierbares Vektorfeld a : R3 → R3, a =
3∑
i=1

auieui in krummlinigen Koordinaten, wobei eui die krummlinigen, normierten Basisvektoren

und aui die entsprechenden Komponenten des Vektorfeldes in dieser Basis bezeichnen. Für die
normierten Basisvektoren gilt

eui =
∣∣∣ ∂r
∂ui

∣∣∣−1 ∂r

∂ui
=

1

bui

∂r

∂ui
.

Wir wollen nun zeigen, dass die Divergenz dieses Vektorfeldes in den krummlinigen Koordinaten
durch

∇ · a =
1

bu1bu2bu3

[
∂

∂u1
(bu2bu3au1) +

∂

∂u2
(bu3bu1au2) +

∂

∂u3
(bu1bu2au3)

]
(1)

gegeben ist.

a) Drücken Sie zunächst ∇ in den krummlinigen Koordinaten aus und zeigen sie:

∇ · a =

3∑
i=1

1

bui

∂aui
∂ui

+

3∑
i,j=1

auj
bui

eui ·
∂euj
∂ui

b) Zeigen Sie, dass

buj
∂

∂ui
euj +

∂buj
∂ui

euj = bui
∂eui
∂uj

+
∂bui
∂uj

eui

gilt, indem Sie ∂2r
∂ui∂uj

= ∂2r
∂uj∂ui

nutzen.

c) Multiplizieren Sie nun die Gleichung in b) mit eui skalar, um die Doppelsumme in a) um-
schreiben zu können, um schließlich Gl. (1) zu zeigen.
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