Universitidt Regensburg WS 2017/2018
Dr. P. Wenk
B. Geiger, Q. Hummel, M. Kelly, T. Kristlbauer, L. Milz

Ubungen zur Vorlesung “Mathematische Methoden”
Blatt 8

[Beachte: Aufgaben mit (*) sind jeden Mo vor 10:00 schriftlich abzugeben. Ort: entsprechende
Briefkisten.]

Aufgabe 1 Divergenz und Rotation® .......... .. .. iiiiiiiiiiiiiiiiinnnnnn. [4P]
a) Berechnen Sie V - und V x 7, wobei r = (z,y, 2)7.

b) Sei A(r) = (z + 3y,y — 22,7 + az)T in Kartesischer Basis. Bestimmen Sie a € R so,
dass V-A =0, Vr € R3.

c) Sei A(r) = (z23, —22%yz,2yz*)T in Kartesischer Basis. Bestimmen Sie V x A im Punkt
(1,-1,1)T.

d) Sei A(r) = (v+2y+az)e, + (Br — 3y — 2)ey + (4o + vy + 22)e,. Bestimmen Sie o, 3,7 € R
so,dass VX A =0, Vr, e R3.

Aufgabe 2 Identititen der Vektoranalysis®* .............ccooiiiiiiiiiiiit, [6P]

Beweisen Sie die folgenden Identitdten mit Hilfe des Levi-Civita-Tensors. Dabei sind A(r) und

B(r) beliebige differenzierbare Vektorfelder und ¢(r) ein beliebiges differenzierbares skalares
Feld.

a) V x (pA) = (Vo) x A+ oV x A.

b) V- (AxB)=(VxA)-B-—A-(V xB).

) V x (V) =0.

d) V- (VxA)=

e) Vx(VxA)=V(V-A)-V3A.

f) V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+ Ax (V xB)+Bx(Vx A).

Aufgabe 3 Ein Vektorfeld .........ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii ittt [4P]

Gegeben sei ein Vektorfeld

mit einem konstanten Vektor w.

a) Waihlen Sie die z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems in Richtung von w und geben
Sie das Feld F(r) in kartesischen Koordinaten x, y, z an. Skizzieren Sie das Feld in der Ebene
z=0.

b) Berechnen Sie V- F und V x F.



Aufgabe 4 Aquipotentialflichen ..........c.oviiuiiiiiieiiiireennneeennnnn. [5P]

Gegeben sei nun das Vektorfeld F : R3 — R3, F(r) = re”.
Beantworten Sie die folgenden Fragen, ohne das Potential auszurechnen.

a) Besitzt das Feld Quellen oder Wirbel?
b) Was ist die Richtung des stirksten Anstiegs des Potentials im Punkt (1,1,0)7?

¢) Wie sehen die Aquipotentialflichen aus? Machen Sie sich bewusst wie das Vektorfeld F(r)
dazu steht.

Aufgabe 5 Laplace-Operator® ...........iiuiiiiiiiniiiininrnenrneearnennnns [4P]

a) Berechnen Sie div(grad U) fiir das skalare Feld U : R3\{0} — R,

p-T
v =

Die Zuordnung U +—div(grad U) heifit Laplace-Operator. Statt div(grad U) schreibt man
auch AU.

b) Der Laplace-Operator im Zweidimensionalen in kartesischen Koordinaten ist gegeben durch

2 o2
A=V-V=gst o

Zeigen Sie, dass die Funktion ¢ : Ri\{0} — R, ¢(r) = In(r) im Zweidimensionalen eine
harmonische Funktion ist, d.h eine spezielle Losung der Laplace-Gleichung A¢ = 0 darstellt.
Dabei ist 7 = |r| der Betrag des Ortsvektors im R2.

Aufgabe 6 Ebene Bahnkurve........oooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiineennnnn. [3P]

In ebenen Polarkoordinaten r, ¢ sei die Bahnkurve eines Teilchens durch

kB
1+ ecos(p)

mit 0 < € < 1 beschrieben.
a) Berechnen Sie die Minimal- und Maximalwerte von r, und skizzieren Sie die Bahnkurve.

b) Berechnen Sie einen Einheitsvektor t tangential zur Bahnkurve.
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