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[Beachte: Aufg. mit (*) sind jeden Mo vor 10:00 schriftlich abzugeben. Ort: entsprechenden
Briefkisten.]

Aufgabe 1 Taylorentwicklung iiber Rekursion ..............ccoiiviiiiinnen.. [6P]

Gesucht ist die Taylorentwicklung im Punkt xg = 0 der Funktion
f(x) =sin(marcsin(z)), m € N.
Um die Reihe aufzustellen, werden wir eine Rekursionsrelation fiir die Ableitungen finden.

a) Zeigen Sie durch zweimaliges Differenzieren der Funktion f(z), dass folgende Beziehung gilt
(1= 2?)f@ (@) - af V() + m*f(x) =0,
wobei wir f("(z) = d%f(x) fiir die n-te Ableitung von f(z) schreiben.
b) Differenzieren Sie die Gleichung aus a) n-mal und zeigen Sie
FOH2(0) = (n? —m?) f"(0)

Hinweis: Benutzen Sie die Leibniz Formel fiir n-maliges Differenzieren des Produkts zweier
Funktionen

% (f(2)g(z)) = Z (Z)f(k) (2)g™ P ().

k=0

c¢) Geben Sie die Taylorentwicklung der Funktion f(z) um den Punkt 2 = x bis einschliefflich
zur 7.0rdnung in x an.

Aufgabe 2 Dreiecksungleichung® ......... ... it iiiiiiiiinineeenennennn [4P]

Es sei @, b € R? und a = ||al|, b = ||b]|, wobei ||z|| = /= -« die Norm des Vektors x bezeichne.
Zeigen Sie die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung ||a@ + b|| < a + b und dann

la—b| < |la+b| < a+b.

Aufgabe 3 Der Vektorraum der Polynome* ..............ciiiiiiiiiinnnnnn.. [5P]

In der Vorlesung wurde die Menge aller Polynome

N
P(x) = 2 a;a’
5=0

vom Grad < N € N (mit a;,2 € R) betrachtet. Wir definieren die Skalarmultiplikation eines
Polynoms mit @ € R und die Summe zweier Polynome (Vektoraddition) durch

N
aP(z) = Zaajwj , Px)+Q(x) = Z a;z’ + ijsnj = Z(aj +bj)a’ .
=0 = : —



a) Zeigen Sie, dass die Polynome mit der so definierten Multiplikation und Addition die Vek-
torraumaxiome erfiillen und damit einen Vektorraum bilden.

b) Wir wéhlen als Definitionsbereich # € [—1, 1] und definieren ein Skalarprodukt

1
P-Q—/lP(w) Qx) da,

d.h. P und @Q stehen senkrecht aufeinander, falls P - Q = 0.

Betrachten Sie nun den Vektorraum der Polynome vom Grad < 2. Bestimmen Sie zu Py(x) =
1 Polynome P;(z) und P>(z) vom Grad 1 und 2, so dass Py, P; und P, paarweise senkrecht
aufeinander stehen.

Aufgabe 4 Lineare (Un)Abhingigkeit ......ooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinninnn. [2P]

a) Gegeben seien drei Vektoren des R*

1
vy = 2 vy =
1= 0 9 2 =
1 -2
Bestimmen Sie, ob diese Vektoren linear abhéngig oder linear unabhéngig sind.
b) Zeigen Sie, dass die drei Vektoren
-2

1 3
wi=1|0], woe=|(2], ws=1]0
0 0 4

eine Basis des R? bilden und stellen Sie den Vektor u = (1,2,2)7 in dieser Basis dar.

Aufgabe 5 Skalar- und Kreuzprodukt ..........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii., [5P]

Berechnen Sie a x b, a - (b x ¢) und a x (b x ¢) fiir

2 1 4
a)a=| 3 |,b=11],ec=13],
-5 3 0
4 2 -1
b)a=[1],b=|1],e=|0
-2 3 —1
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