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Briefkästen.]

Aufgabe 1 *Linearität der Inversen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [2P]

Seien X,Y zwei Vektorräume über R und A : X → Y ein linearer Operator. Es existiere das
Inverse des Operators A, welchen wir als A−1 bezeichnen. Zeigen Sie, dass der Operator A−1

ebenso ein linearer Operator ist.

Aufgabe 2 *Spur einer Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [6P]

Seien A,B ∈ Rm×m und x, y ∈ R.

a) Zeigen Sie, dass die Spur eine lineare Abbildung ist, also

Sp(xA+ yB) = x Sp(A) + y Sp(B).

b) Der Rm×m bildet zusammen mit der komponentenweisen Addition A+B = (aij + bij) und
der komponentenweisen Multiplikation xA = (xaij) einen Vektorraum. Zeigen Sie nun, dass
die Operation 〈A|B〉 := Sp(ATB) auf Rm×m ein Skalarprodukt definiert.

c) Seien E(kl) mit E
(kl)
ij = δikδjl definierte Matrizen. Zeigen Sie mit Hilfe des oben definierten

Skalarprodukts, dass die Matrizen Ekl eine Orthonormalbasis bilden.

Aufgabe 3 Pauli-Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [10P]

Die drei sogenannten Pauli-Matrizen σi sind gegeben durch

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Zeigen Sie:

a) Die Paulimatrizen sind hermitesch und jede hermitesche 2× 2 Matrix lässt sich als Linear-
kombination der Paulimatrizen zusammen mit σ0 = I2×2 schreiben.

b) [σi, σj ] := σiσj − σjσi = 2i
∑3

k=1 εijkσk für i, j = 1, 2, 3.

Man nennt [A,B] den Kommutator von A und B.

c) σiσj = δijσ0 + i
∑3

k=1 εijkσk für i, j = 1, 2, 3.

d) (σ ·a)(σ ·b) = a·bσ0+iσ ·(a×b), mit a,b beliebigen Vektoren des R3 und der abkürzenden
Notation σ · a ≡ a1σ1 + a2σ2 + a3σ3, wobei die ai die Koeffzienten der Basisdarstellung
a =

∑3
i=1 aiei bzgl. einer Orthonormalbasis {ej}j=1,2,3 des R3 sind.

e) exp(iσ · nφ) = σ0 cos(φ) + iσ · n sin(φ), wobei n ein beliebiger Einheitsvektor ist. Hierzu
definieren wir die Exponentialfunktion einer Matrix A (genannt Matrixexponential) mit
A ∈ Rn×n oder Cn×n als:

exp(A) =

∞∑
k=0

Ak

k!
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Aufgabe 4 Ableitungsoperator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [5P]

Betrachten Sie den Ableitungsoperator D = d
dx auf dem Vektorraum der reellen Polynome von

Grad k ≤ 3.

a) Zeigen Sie, dass D ein linearer Operator ist.

b) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung von D bezüglich der Basis B1 = {p0, p1, p2, p3} der
Potenzen pk(x) = xk.

c) Bestimmen Sie auch die Matrixdarstellung von D bezüglich der Basis B2 = {P0, P1, P2, P3}
der Legendre-Polynome

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 − 1), P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x).

d) Bestimmen Sie die Matrix für D2 = d2

dx2
in der Basis B1

i) direkt über die zweite Ableitung,

ii) durch Quadrieren der Matrix für D.

Aufgabe 5 *Darstellung der Rotation im R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [7P]

Die Darstellung einer Matrix hängt von der Wahl der Basen im Definitions- und im Bildraum
ab. Im R2 in kartesischer Basis ist die Rotationsmatrix, welche die Rotation eines Vektors um
den Winkel φ beschreibt, gegeben durch:

Rφ =

(
cos(φ) − sin(φ)
sin(φ) cos(φ)

)
.

Gegeben seien die (nicht-orthogonalen) Basisvektoren {ai} im Definitionsraum

a1 =

(
1
1

)
und a2 =

(
0
1

)
,

sowie im Bildraum {bi} mit

b1 =

(
2
−1

)
und b2 =

(
1
0

)
.

Bestimmen Sie die Darstellung der Rotationsmatrix bezüglich dieser Basen.
Hinweis: Wir benötigen eine Transformationsmatrix von {ai} in {ei} und am Ende von {ei} in
{bi}. Setze diese Transformationen mit der obigen Darstellung der Rotationsmatrix zusammen.
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