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[Beachte: Aufg. mit (*) sind jeden Mi vor 8:00 schriftlich abzugeben. Ort: entsprechenden Briefkisten./

Aufgabe1 * Der Nabla Operator V [11 P]

Es seien ¢(7) : R? — R eine glatte, skalare Funktion und A(7), #(7) : R® — R3 glatte Vektor-
felder und 7 = w €, + yeéy, + z€, bezeichne den Ortsvektor.

a) Schreiben Sie den Gradienten von ¢ und die Divergenz von A in Kartesischen Koordinaten
explizit aus. Wie verdnderen sich diese Ausdriicke, falls ¢ und A doch nicht von z abhéngen
sollten? (1P)

b) Zeigen Sie, mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols €;;;, folgende Identitéten:

i) V x

/N

%) ~ 0, (2P)

(
(axA’) _ ﬁ[dmf] _ ff[divﬁ} n [ﬁ-ﬂ 7 — [5-6}
.(M) - [6¢]-£+¢[6-A’]. (2P)

Hinweis: Der Laplace Operator wirkt komponentenweise auf Vektoren.

Aufgabe 2 Charakterisierung von Raumkurven [6P]
Gegeben sei die Schraubenlinie 7 : R — R3
7(t) = (R cos(wt), Rsin(wt), vt)*, R,v > 0 und konstant.

a) Finden Sie die Bogenlinge s(t) (mit beliebigem Bezugspunkt o), das begleitende Dreibein,
d. h. t,n,b (siehe Vorlesung), die Kriimmung « und die Torsion 7.

b) Zeigen Sie, dass die dritte Frenetsche Formel

%’;:Tawf,

erfiillt ist.

Hinweis: T bedeutet die Transponierung eines Vektors, d.h. (1, 2, S)T =1lé; + 2¢, + 3e..



Aufgabe 3 Zu Divergenz und Rotation [6P]
Es gelte ¥ = (z, y, 2)T € R® und A(7) : R® - R3.
a) Berechnen Sie V- 7 und V x 7.

b) Sei A(F) = (x

3y, y — 22, ¢ + az)T in Kartesischer Basis. Fiir welches o € R ist A
quellenfrei (d.h. P

+ ’
h. V- A(F) = 0)7

¢) Sei A(F) = (x23, —222yz, 2yz*)T in Kartesischer Basis. Bestimmen Sie V x A im Punkt
(1,-1,1)T.

d) Sei A(7) = (x+2y+az)& + (Bx—3y—2)&, + (4z +vy+22) €. Fiir welche a, 8, v € R
ist A(7) wirbelfrei (d.h. V x A(7) = 0)?

¢) Berechnen Sie V - (ﬁgb) fiir ¢ = sin(z) + 2%y 2.
f) Berechnen Sie V x [

X <§ X ff)} fiir A = (y2 22, 2222, x2y2)T.

Hinweis: T bedeutet die Transponierung eines Vektors, d.h. (1, 2, 3)T =1lé; + 2¢, + 3e..
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