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[Beachte: Aufg. mit (*) sind schriftlich jeden Mi vor 08:00 in die entsprechenden Briefkästen
abzugeben.]

Aufgabe 1 Gaußsches Integral [4P]

Berechnen Sie das Gaußsche Integral, d.h. zeigen Sie∫ +∞

−∞
e−n(x−x0)2 dx =

√
π

n
,

dabei sind x, x0 ∈ R und n ∈ R+. Verwenden Sie dazu die Integrale

F (t) =

(∫ t

0
e−y

2
dy

)2

, G(t) =

∫ 1

0

e−t
2(1+x2)

1 + x2
dx.

Hinweis: Zeigen Sie, dass F ′(t) = −G′(t) ∀t ∈ R und daher F (t) + G(t) = c ∀t ∈ R mit einer
Konstanten c ∈ R gilt. Um c zu bestimmen, werten Sie F (t) und G(t) bei t = 0 aus.

Aufgabe 2 Realisierung der Delta-Distribution [4P]

Die Delta-Distribution kann als Grenzwert einer Funktionenfolge verstanden werden. Betrachten
Sie die Funktionenfolge

δn(x− x0) =
1

π

n

n2 + (x− x0)2
,

und zeigen Sie dass der Grenzwert dieser Folge die Delta-Distribution ergibt, d.h.

lim
n→0

δn(x− x0) = δ(x− x0).

Aufgabe 3 * Delta-Distribution einer Funktion [4P]

Sei f(x) eine stetig differenzierbare Funktion mit n einfachen Nullstellen xi, wobei i = 1, . . . , n.
Somit ist f(x) bijektiv (d.h. in diesen Umgebungen existiert eine Umkehrfunktion) in den In-
tervallen (xi − ε, xi + ε) mit 0 < ε� 1. Zeigen Sie, dass

δ(f(x)) =

n∑
i=1

δ(x− xi)
|f ′(xi)|

gilt, indem Sie ∫ ∞
−∞

δ(f(x))g(x) dx =

∫ ∞
−∞

n∑
i=1

δ(x− xi)
|f ′(xi)|

g(x) dx

zeigen. Hierbei ist g(x) eine Testfunktion.

Hinweis: Überlegen Sie sich zuerst in welchen Regionen das Integral einen Beitrag liefert und
substituieren Sie anschließend u = f(x).
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Aufgabe 4 * Die Gammafunktion [4P]

Die Eulersche Gammafuntktion ist für x > 0 definiert durch das Integral

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−t dt.

(a)[1] Zeigen Sie durch partielle Integration die folgende Eigenschaft der Gammafuntion:

Γ(x+ 1) = x · Γ(x).

(b)[2] Benutzen Sie dieses Ergebnis um für alle n ∈ N die Gleichung Γ(n+ 1) = n! zu beweisen.

(c)[1] Welcher Wert ergibt sich für Γ(1/2)?
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