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Ubungen zur Vorlesung
Algebra
Abgabe: 26.10.2011, 11.30 Uhr

Aufgabe 1. Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie:

i) Der Kern von ¢ ist eine Untergruppe ker(¢) C G, und ¢ ist injektiv
genau dann, wenn ker(y) = {e} gilt.

ii) Ist H C G eine Untergruppe, so auch p(H) C G’. Belegen Sie durch
ein Beispiel, dass hier Untergruppe nicht durch Normalteiler ersetzt
werden kann.

iii) Ist H' C G’ eine Untergruppe (bzw. ein Normalteiler), so auch das
Urbild o~ 1(H') C G.

Aufgabe 2. Sei G eine Gruppe und X := G, aufgefasst als Menge.
i) Zeigen Sie, dass die Abbildung

d: G — B(X),

definiert durch ®(a)(b) = ab fiir alle a,b € G, wohldefiniert und ein
Monomorphismus von Gruppen ist.

ii) Seien nun n > 1 und speziell G = Z/nZ. Berechnen Sie explizit
?(1) € X(X) =2({0,1,...,n —1}).
Aufgabe 3. Sei k ein Korper. Zeigen Sie:

i) Die Teilmenge

B::{(‘S Z) \a,dek*,bek}QGlz(/ﬂ)

ist eine Untergruppe. Sie heifit die Standard-Borel- Untergruppe.



ii) Die Teilmenge

a 0
= *L C
T {<Od)\a,d€k}_B

ist eine Untergruppe, aber kein Normalteiler. Diese Gruppe T' heif}t
der Standard-Torus.

v (1) taer e

ist ein Normalteiler (das unipotente Radikal), und es gilt B/N = T.

iii) Die Teilmenge

iv) Die Teilmenge N C Gla(k) ist eine Untergruppe, aber kein Normaltei-
ler.

Aufgabe 4 Sei G # {e} eine Gruppe. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen
dquivalent sind:

i) Die Ordnung |G| ist eine Primzahl.
ii) Die Gruppe G besitzt keine nicht-trivialen Untergruppen.
iii) Es existiert ein Isomorphismus G = Z/pZ fiir eine Primzahl p.
Zusatzaufgabe. Zeigen Sie:

i) Die Teilmenge R”? := {x € R|x > 0} C R* ist eine Untergruppe. (1
Punkt)

ii) Die Abbildung

T

exp: (R, +) = (R7%,), 2 exp(z) := e
ist ein Gruppenisomorphismus. (1 Punkt)
iii) Es gilt
(Q>07 ) % (Q7 +)

( 4 Punkte)
Hinweis: Die Struktur der Gruppe Q* ist aus LA II bekannt.
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Ubungen zur Vorlesung
Algebra
Abgabe: 2.11.2011, 11.30 Uhr

Aufgabe 1. Seien G eine Gruppe H C G eine Untergruppe und N < G ein
Normalteiler. Zeigen Sie:

i) Die Teilmenge HN := {hn | h € H,n € N} C G ist eine Untergruppe
und N < HN und H N N < H sind Normalteiler.

ii) Die Abbildung
H/(HNN)— HN/N,h(HNN)— hN
ist wohldefiniert und ein Isomorphismus.

iii) Fiir einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ sind dquivalent:

a) Es gilt N C ker(yp).

b) Es existiert genau ein Gruppenhomomorphismus f : G/N — G’
mit ¢ = fom, wobei 7 : G — G/N die kanonische Projektion
bezeichnet.

Aufgabe 2.

i) Bestimmen Sie eine ganze Zahl a € Z \ 17Z so, dass a € F}, ein
FErzeuger ist.

ii) Bestimmen Sie die Ordnung aller Elemente o € A4 C Sy und folgern
Sie insbesondere, dass A4 keine Elemente der Ordnung 6 enthélt.

Aufgabe 3. Seien A ein kommutativer Ring und S C A multiplikativ ab-
geschlossen. Zeigen Sie:

i) Die in der Vorlesung angegebenen Abbildungen +, - : (S~tA)x(S~14) —
(S~1A) sind wohldefiniert.



ii) In S71A gilt das Distributivgesetz.
Aufgabe 4

i) Sei k ein Korper. Zeigen Sie, dass der kanonische Ringhomomorphis-
mus k — Quot(k) ein Isomorphismus ist.

ii) Sei p eine Primzahl und (p) C Z(,) das von p erzeugte Hauptideal.
Zeigen Sie Zgy \ (p) C Zi,y, und folgern Sie, dass (p) € Z) das
einzige maximale Ideal des Ringes Z,) ist.

Zusatzaufgabe. Zeigen Sie
[[@/mz) | ez Q# [] (Z/nZ) 02 Q).
n>1 n>1

Hinweis: Der rechte Modul ist Null, und es existiert ein Monomorphismus
abelscher Gruppen Z — [[(Z/nZ).
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Algebra
Abgabe: 9.11.2011, 11.30 Uhr

Aufgabe 1.

Seien n > 1 und ¢ € Endz(Z"). Zeigen Sie, dass ¢ genau dann injektiv ist,
wenn die Quotientengruppe Z"/im(y) endlich ist.

Hinweis: Elementarteilersatz.

Aufgabe 2
Sei p # 2 eine Primzahl. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

) T e m = (ot e R
i) p=1(4).
Hinweis: Uberlegen Sie zunzchst, dass fiir jeden Isomorphismus f : F, —
Z/(p—1)Z gilt: f(=1) = <%)

Aufgabe 3.
n .
Seien R ein faktorieller Ring, p € R ein Primelement und f = > a; X",
i=0

m .
g = > bjX7 € R[X] Polynome, fiir die gelte : 30 < i <n,0<j<m:p

7=0
k

teilt weder a; noch b;. Setzen Sie fiir alle 0 < k < m+n: ¢, = ) a;by_;,
i=0

und

i) Zeigen Sie, dass ein 0 < k < m + n existiert, fiir welches p nicht ¢
teilt. (4 Punkte)

ii) Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass man in Teil i) auf die Voraussetzung
p € R Primelement nicht verzichten kann. (2 Punkte)



Aufgabe 4

Seien k ein Korper, und die Polynome f(Y'),g(Y) € k[Y] seien teilerfremd
und beide nicht konstant. Zeigen Sie, dass f(Y) —g(Y)X € k(X)[Y] irredu-
zibel ist.

Hinweis: Sie miissen in den Ringen k(X)[Y], k[X,Y] und k(Y)[X] arbeiten.

Zusatzaufgabe.
Seien n > 1 und «g, ..., a, € C paarweise verschieden. Zeigen Sie, dass

V2o (X —a) - (X —a)-...- (X —ap) € C[X,Y]

irreduzibel ist.
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Ubungen zur Vorlesung
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Abgabe: 16.11.2011, 11.30 Uhr

Aufgabe 1 Seien R ein faktorieller Ring, P C R ein Vertretersystem der
Primelemente bis auf Assoziiertheit und v, : R\ {0} = N (p € P) die p-
adische Bewertung wie in der Vorlesung. Dann sind a,b € R\ {0} genau
dann teilerfremd, wenn fiir alle p € P gilt : min{v,(a),v,(b)} = 0.

i) Seien n > 1,ay,...,a, € R\ {0} paarweise teilerfremd und m > 1 so,
dass ein z € R mit

aL-ag ... ap=x"

existiert. Zeigen Sie: V1 < i < ndy; € R,¢; € R* : a; = ¢ - y"*. Das
heif}t, ist ein Produkt teilerfremder Elemente eine m-te Potenz, so auch
bis auf Assoziiertheit jeder einzelne Faktor.

ii) Zeigen Sie, dass der Unterring

Z[V=2] :={a+bv/-2|a,be Z} CC

beziiglich §(a + by/—2) := a? + 2b? euklidisch ist, und folgern Sie, dass
Z|v/—2] faktoriell ist.

iii) Zeigen Sie (Z[v/—2])* = {£1}, und dass o := /=2 € Z[\/=2] =: R ein

Primelement ist.

Aufgabe 2 Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus Aufgabe
1.

i) Seien x,y € Z Losungen der Gleichung

=9y’ +2=(y—a)ly+a)inR.



a) Zeigen Sie: Ist 7 € R ein Primelement mit 7|(y —«) und 7|(y+a),
so folgt m = +au.

b) In der Situation von Teil a) folgern Sie weiter 23 = 0 = y? +2 (8),
Widerspruch. Also sind y — a und y + o € R teilerfremd.

c) Zeigen Sie, dass y — o und y + « in R nicht assoziiert sind.

ii) (Fermat) Folgern Sie:

{(z,y) € 2 |y* = 2° = 2} = {(3,5), (3, -5)}.
Aufgabe 3

i) Sei @ := £(—1 4 iv3) € C. Zeigen Sie fiir das Minimalpolynom:
Mipog(a) = X? + X +1 € Q[X].

Zeigen Sie, dass folgende Polynome irreduzibel sind:
ii) 2X% 4 200X3 4 2000X2 + 20000X + 20 € Q[X]
iii) 3X*+6X2 - 12X + 10 € Q[X]

Aufgabe 4

i) Zeigen Sie, dass X2 + X + 1 € F5[X] das einzige irreduzible Polynom
vom Grad 2 ist.

i) Zeigen Sie, dass £X* 4+ $X%+5X? + 6X + 12 € Q[X] irreduzibel ist.

iii) Zeigen Sie, dass kein Element o € R(X,Y) := Quot(R[X,Y]) existiert,
welches die Gleichung o? = X* + X?Y? + XY + X erfiillt.

Zusatzaufgabe.

Zeigen Sie, dass fiir jede Primzahl p das Polynom X? — X —1 € F,[X] irre-
duzibel ist.

Hinweis: Wenden Sie auf die Primfaktorzerlegung des Polynoms den Auto-
morphismus X — X + 1 an.
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Ubungen zur Vorlesung

Algebra
Abgabe: 23.11.2011, 11.30 Uhr

Aufgabe 1

i) Sei k C E eine Korpererweiterung. Zeigen sie die Aquivalenz der fol-
genden Aussagen.
a) Die Erweiterung k C F ist algebraisch.

b) Es existiert eine Familie von Zwischenkérpern k C k; C E (i € I)
mit [k; : k] < oo fiir alle i € I und E = | k;.
el

ii) Seien k C E eine Korpererweiterung und

k C k¥ :={a € E | a ist algebraisch iiber k} C E

der algebraische Abschluss von k in E. Zeigen Sie:

a) Die Menge k¥ ist ein Zwischenkérper von k C E.
b) Ist a € E algebraisch diber k¥, so folgt bereits a € kF.

Man sagt, k¥ ist algebraisch abgeschlossen in E.

Bemerkung: Aus dem Fundamentalsatz der Algebra (C ist algebraisch ab-
geschlossen), folgt mit ii), das Q algebraisch abgeschlossen ist.

Aufgabe 2 Es sei k C E eine Korpererweiterung.

i) Zeigen Sie: Ist [E : k| eine Primzahl, so existiert ein o € E mit E =
k().

ii) Seien [E : k] = 2% fiir ein k > 0 und f € k[X] ein Polynom vom Grad
3, das eine Nullstelle in E besitzt. Zeigen Sie, dass f bereits in k eine
Nullstelle besitzt.



Aufgabe 3

i) Seien k ein Kérper und n > 1. Zeigen Sie, dass fiir den Unterkorper
k(t™) C k(t) des rationalen Funktionenkorpers gilt: [k(t) : k(t")] = n.

ii) Seien o € E algebraisch iiber k und n > 1. Zeigen Sie: [k(a™) : k] >
Lik(a) : k).

Aufgabe 4 Sei o € C eine Losung der Gleichung o + 2ae — 1 = 0. Bestim-
men Sie explizit Mipog () und Mipog(8 := o? + «).

Hinweis: Das charakteristische Polynom der Q-linearen Abbildung -3 : Q(«) —
Q(«) annuliert 5 (Cayley-Hamilton).

Zusatzaufgabe.
Seien n,m > 1 teilerfremd und «, 5 € C mit o = 2, 8" = 3. Zeigen Sie
Q(e, B) = Q(af), und folgern Sie Mipog(af) = X" — 2™ - 3™,

Hinweis: Zeigen Sie zunédchst Q(a) N Q(8) = Q, und folgern Sie [Q(«, B) :
Q(a)] = [Q(B) : Q] = m und analog mit «, 5 und m,n vertauscht.
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Ubungen zur Vorlesung
Algebra
Abgabe: 30.11.2011, 11.30 Uhr

Aufgabe 1 Seien k ein Kérper und g € k(X) \ k.
i) Zeigen Sie, dass teilerfremde f, g € k[X] existieren, so dass ¢ = 5 gilt.
ii) In der Situation von i) zeigen Sie, dass
J(T) = 9(T)q € k(g)[T]

ein Polynom minimalen Grades in k(q)[T] ist, welches X annuliert,
und folgern Sie [k(X) : k(q)] = max{deg(f),deg(g)}.

iii) Folgern Sie, dass k C k(X) algebraisch abgeschlossen ist, d.h. es gilt
EFX) — .

Aufgabe 2 Sei k C FE eine Korpererweiterung. Zeigen Sie, dass k C E ge-
nau dann algebraisch ist, wenn fiir jeden Unterring R C F mit k C R gilt,
dass R ein Korper ist.

Aufgabe 3 Seien k C E = k(«a) eine einfache algebraische Korpererweite-
rung, k C K C F ein Zwischenkorper, und schreiben Sie
Mipog (a) = X™ + a1 X" ' + ... +ap € K[X].
Zeigen Sie, dass K = k(ag, .. .,a,—1) gilt.
Aufgabe 4 Sei k C E = k() eine einfache algebraische Korpererweiterung.

Zeigen Sie, dass k C E nur endlich viele Zwischenkorper besitzt.
Hinweis: Mipog(a) € E[X] hat nur endlich viele Teiler und Aufgabe 3.

Zusatzaufgabe.
Seien p eine Primzahl und n,m > 1 teilerfremd. Zeigen Sie, dass X™ —p™ €
Q[X] irreduzibel ist.
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Ubungen zur Vorlesung

Algebra
Abgabe: 7.12..2011, 11.30 Uhr

Aufgabe 1 Seien k ein Korper und V' ein k-Vektorraum. Eine Teilmenge
X C V heisst linear unabhéingig, wenn jede ihrer endlichen Teilmengen k-
linear unabhéngig ist, und heisst eine Basis, wenn jedes Element von V
eindeutig endliche Linearkombination von Elementen aus X ist. Zeigen Sie:

i) Ist X C V linear unabhéngig, so ist X in einer maximalen linear
unabhéngigen Teilmenge von V enthalten.

ii) Jede maximale linear unabhéngige Teilmange von V ist eine Basis.

Aufgabe 2 Seien o € C mit o® = 2 und 1 # ¢ € C mit ¢ = 1. Nach Beispiel
7.11. der Vorlesung ist dann Q C E := Q(«, () ein Zerfillungskorper von
X3 —2€Q[X].

i) Zeigen Sie, dass jeder Q-Homomorphismus E — E ein Isomorphismus
ist, und folgern Sie, dass

Aut(E/Q) :={¢: E — E | ¢ ist ein Q — Homomorphismus}
eine Gruppe beziiglich der Komposition ist.
ii) Setzen Sie N := {a, al,a?} C C und zeigen Sie, dass die Abbildung
®: Aut(E/Q) — B(N)(~ S3), ¢ — ¢lv
wohldefiniert und ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist.
iii) Zeigen Sie, dass ® in Teil ii) ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 3
Sei E := Q(v/2,1).



i) Zeigen Sie, dass E/Q Zerfillungskorper des Polynomes X4 —2 € Q[X]
ist.

ii) Zeigen Sie [E' : Q] = 8 und bestimmen Sie alle Q-Automorphismen
von E/Q. Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass E' := Q(v/2)/Q nicht
normal ist, und folgern Sie E' N Q(i) = Q.

iii) Sei := v/2+i € E. Zeigen Sie, dass o unter keinen zwei Q- Automorphismen
von E/Q dasselbe Bild hat, und folgern Sie £ = Q(«).

Aufgabe 4 Bestimmen Sie einen Zerfiallungskorper E/Q des Polynoms
X4 +2X? - 2¢€ Q[X] und den Grad [E : Q).

Zusatzaufgabe.

i) Seik C E = k(ay, ..., a,) eine endlich erzeugte algebraische Korperer-
weiterung. Zeigen Sie, dass E'/k genau dann normal ist, wenn es Zerfiallungskorper
des Polynoms [[;"; Mipoy () € k[X] ist.

ii) Seien k C FE4, Ey endliche normale Kérpererweiterungen. Zeigen Sie,
dass es genau dann einen k-Homomorphismus von F; nach Es gibt,
wenn f,g € k[X] existieren, so dass f | ¢ in k[X] gilt, und E; (bzw.
E5) Zerfallungskorper von f (bzw. g) iiber k ist.
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Ubungen zur Vorlesung

Algebra
Abgabe: 14.12..2011, 11.30 Uhr

Aufgabe 1 Sei k ein Korper. Zeigen Sie:

i) Fiir a € k und f, g € k[X] gelten: (af) =a- f',(f+9) = f + ¢ und
(f9)' =rfg+4f

ii)

;o k , char(k) =0
{feklX] | f —0}—{ (g(X?) | g € k[X]} , char(k) =p > 0.

Aufgabe 2 Seien k ein Korper, E/k eine algebraische Korpererweiterung
und ¢ : EF — FE ein k-Algebrenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass ¢ ein
Isomorphismus ist, und belegen Sie durch ein Beispiel, dass auf die Voraus-
setzung “algebraisch” nicht verzichtet werden kann.

Hinweis: Betrachten Sie zunichst den Fall endlicher Erweiterungen.

Aufgabe 3 Seien k ein Kérper und k£ C k ein algebraischer Abschlu_ss._ Zwei
Elemente «, 3 € k heissen konjugiert iber k, falls ein o €Homy_ 414(k, k) mit
o(a) = [ existiert. Zeigen Sie:

i) Es sind dquivalent:

a) « und f sind iiber k konjugiert.

b) Es gilt Mipog(a)(8) = 0.

c) Es existiert ein k-Algebrenisomorphismus ¢ : k(a) — k() mit
p(a) = 6.

d) Es gilt Mipog(a) =Mipog(5).



ii) I:Jber k konjugiert zu sein ist eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge
k, und die Abbildung

k/ ~— {f € k[X] | f ist normiert und irreduzibel} , [a] — Mipoy(c)

ist wohldefiniert und bijektiv, d.h. identifiziert die Elemente von k bis
auf Konjugiertheit mit der Menge der irreduziblen Polynome in k[X].

Aufgabe 4 Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zeigen Sie, dass
k unendlich ist.

Zusatzaufgabe.
Bestimmen Sie die allgemeine Normalform und, falls moglich, die Jordansche
Normalform der folgenden Matrizen iiber den angegebenen Koérpern:

( ? i > € Ms(Fa).

( - > € My(Fy).

i)

i)
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Ubungen zur Vorlesung
Algebra
Abgabe: 21.12..2011, 11.30 Uhr

Aufgabe 1 Seien p eine Primzahl und n > 1. Zeigen Sie:

i) Ein irreduzibles f € F,[X] ist genau dann ein Teiler von X?" — X in
F,[X], wenn deg(f) ein Teiler von n ist.

ii) In Fp[X] ist XP" — X das Produkt iiber alle irreduziblen, normierten
f € Fp[X] mit deg(f) | n.

Aufgabe 2 Zerlegen Sie fiir alle 1 < n < 4 das Polynom X?" — X € Fy[X]
in irreduzible Faktoren, und diskutieren Sie den Zusammenhang mit den
endlichen Erweiterungen von Fo der Grade 1,2, 3 und 4.

Aufgabe 3

i) Sei k ein endlicher Korper. Zeigen Sie: [ o= —1.

ack*
ii) Zeigen Sie, dass fiir jede Primzahl p > 0 gilt: p | ((p — 1)! + 1) in Z.
Aufgabe 4 Seien 7 :=exp(2%), ¢ :=exp(%Z) € C. Zeigen Sie: n & Q(().

Zusatzaufgabe. B
Seien p eine Primzahl, F, C F, ein algebraischer Abschluss und G =<

Frobg, >C Gal(F,/F,) = Gp, die vom Frobenius erzeugt Untergruppe.
Zeigen Sie:

i) G ~7Z.
i) F,° =T,
iil) G # Gr,.

Hinweis: Seien { ein Primzahl und K := IE‘ploo = Unlepm - Fp = F.
Dann gelten Gal(E/K) # {id}, und fiir jedes 1 # o € Gal(E/K) C
GFP gilt g ¢ G.
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Ubungen zur Vorlesung
Algebra
Abgabe: 11.1. 2012, 11.30 Uhr

Aufgabe 1 Seien £ C E eine endliche Galoiserweiterung, ¥ C K; C F
(1 = 1,2) Zwischenkérper und H; = Gal(E/K;) C Gal(E/k) =: G die kor-
respondierenden Untergruppen. Zeigen Sie: Fiir ein 0 € G gilt 0(K;) = K
genau dann, wenn o Hyo~! = Hy gilt.

Aufgabe 2 Seien k C E eine endliche Galoiserweiterung und H C G :=
Gal(E/k) eine Untergruppe.

i) Das Element o € E habe die Eigenschaft, dass fiir alle 0 € G (o) = «
genau dann gilt, wenn o € H gilt. Zeigen Sie EX = k().
Hinweis: Bestimmen Sie |Ga.

ii) Zeigen Sie, dass ein € E mit der in Teil i) formulierten Eigenschaft
existiert.

Aufgabe 3 Sei G eine endliche Gruppe. Zeigen Sie, dass eine Galoiserwei-
terung k C E mit Gal(E/k) ~ G existiert.
Hinweis: G C S,,.

Aufgabe 4 Seien a := 1—\}%’ € Cund k := Q C FE := k(o) C C. Zeigen
Sie, dass E/k galoissch ist und bestimmen Sie Gal(E/k) sowie alle Zwi-
schenkorper von E/k.

Zusatzaufgabe.
Seien n > 1, p1,...,p, paarweise verschiedene Primzahlen und k := Q C

E :=k(\/p1,--.,\/Pn)-
i) Zeigen Sie: E/k ist galoissch, und die Abbildung

Gal(E/k) — [ [ Gal(k(v/pi)/k) (~ (Z/22)"),

=1



o+ (olk(,pr))1<i<n ist ein Gruppenisomorphismus.

Hinweis: Induktion iiber n. Beachten Sie, dass Sie im Induktionsschritt
alle quadratischen Teilerweiterungen von E/Q kennen, und zeigen Sie
als Voriiberlegung: Fiir a,b € Q* gilt Q(v/a) = Q(vb) genau dann,
wenn ein ¢ € Q* mit a = ¢?b existiert.

ii) Zeigen Sie, dass a := )" | \/pi € E ein primitives Element der Er-
weiterung E/k ist.

iii) Bestimmen Sie explizit Mipog(v/2 + v/3 + v/5).
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Ubungen zur Vorlesung
Algebra
Abgabe: 18.1. 2012, 11.30 Uhr

Aufgabe 1 Seien k ein Korper, f := 3 + t3 + 3 € k[t1,ta,t3], sowie
S1, 82, 83 € k[t1,t2, t3] die elementarsymmetrischen Polynome.

i) Zeigen Sie: Es existiert genau ein g € k[Xi, X9, X3] so, dass f =
g(s1, 52, 83) gilt. (2 Punkte)

ii) Bestimmen Sie g aus Teil i) explizit. (4 Punkte)

Aufgabe 2 Fiir eine natiirliche Zahl n > 2 zeigen Sie:
1) SO(TL) =n- H0<p\n Primzahl(l - p_l)' (2 Punkte)

i) n= > ¢(d). (4 Punkte)
0<d|n
Aufgabe 3 Seien k ein Korper, f € k[X] irreduzibel und separabel, E/k
ein Zerfiallungskorper von f, und es gelte, dass Gal(E/k) abelsch ist. Zei-
gen Sie: Fiir jede Nullstelle « € E von f gilt E = k(«). Zeigen Sie durch
ein Beispiel, dass man auf die Kommutativitidt der Galoisgruppe hier nicht
verzichten kann. (541 Punkte)

Aufgabe 4 Sei a € C mit a®+3 = 0 gewihlt. Zeigen Sie, dass Q C Q(a) ga-
loissch ist, und bestimmen Sie die Galoisgruppe sowie alle Zwischenkorper.
(6 Punkte)

Hinweis: (5 € Q(«).

Zusatzaufgabe.

Seien E ein algebraisch abgeschlossener Korper, o € Aut(E), und die Kérperer-
weiterung k := E{7) C E sei algebraisch.

Zeigen Sie, dass jede endliche algebraische Erweiterung von k zyklisch ist.(6
Punkte)
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Aufgabe 1 Die Gruppe G operiere auf der Menge X, und P(X) bezeichne
die Potenzmenge von X, d.h. die Menge aller Teilmengen von X. Zeigen Sie,
dass die Abbildung

GxPX)—PX),(9,Y)—gY ={g-xz | zeY}
wohldefiniert und eine Operation von G auf P(X) ist.

Aufgabe 2 Seien G eine endliche, nicht-triviale Gruppe und p der kleinste
Primteiler der Ordnung von G.

i) Zeigen Sie, dass jeder Normalteiler N C G von Ordnung p im Zentrum
von G liegt. Zeigen Sie durch zwei Beispiele, dass man hier weder auf
die Vorraussetung, dass N Normalteiler ist, noch auf die Minimalitét
von p verzichten kann.

ii) Zeigen Sie, dass jede Untergruppe von G vom Index p ein Normalteiler
ist. Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass man hier auf die Minimalitét
von p nicht verzichten kann.

Hinweis: Fiir i) lassen Sie G durch Konjugation auf N operieren, fiir ii) auf
der Menge aller zur gegebenen Untergruppe konjugierten Untergruppen.

Aufgabe 3 Fiir gegebene natiirliche Zahlen n,m > 1 zeiegn Sie die Aqui-
valenz der folgenden Aussagen:

i) (n,m)=1.

ii) Das Kreisteilungspolynom @,,,(X) € Q({,)[X] ist irreduzibel.



Aufgabe 4 Seien p eine Primzahl so, dass p — 1 Produkt von paarweise
verschiedenen Primzahlen ist, und bezeichne n die Anzahl dieser Primfak-
toren. Zeigen Sie, dass Q((,)/Q eine zyklische Galoiserweiterung ist, die 2"
Zwischenkorper besitzt. Bestimmen Sie die fiinf kleinsten Primzahlen p, die
die obige Bedingung erfiillen.

Zusatzaufgabe.

Seien p # ¢ positive Primzahlen. Zeigen Sie, dass alle von Null verschiedenen
Koeffizienten des Kreisteilingspolynoms ®,,(X) € Z[X] Betrag 1 haben.
Hinweis: Zeigen Sie zunichst ®,,(X) = (1 — X)®y(XP)(1 — X9)~!, und

iiberlegen Sie dann, wie man hier die geometrische Reihe anwenden kann.
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Aufgabe 1

i)

ii)

iii)

Die Gruppe G operiere auf der Menge X. Zeigen Sie, dass durch (g —
(x — g - x)) ein Gruppenhomomorphismus G — X(X) definiert wird.

Fine Gruppe der Ordnung 27 operiere auf einer Menge der Ordnung
50. Zeigen Sie, dass es mindestens 2 Fixpunkte geben muss.

Sei N ein abelscher Normalteiler einer Gruppe G. Zeigen Sie, dass
durch (gN,n) — gng~! eine Operation von G/N auf N definiert ist.

Aufgabe 2

i)

ii)

iii)

iv)

Sei p prim. Zeigen Sie, dass die Untergruppe der strikt oberen Drei-
ecksmatrizen in GL,,(F)) eine p-Sylowgruppe ist. Geben Sie explizit ein
Element an, welches die strikt oberen Dreiecksmatrizen in die strikt
unteren Dreiecksmatrizen konjugiert.

Sei G eine endliche Gruppe, und fiir jede Primzahl p sei S, eine p-
Sylowgruppe von G. Zeigen Sie, dass G genau dann isomorph ist zum
Produkt der S, wenn G fiir jede Primzahl p genau eine p-Sylowgruppe
hat.

Seien p, q zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) Primzahlen. Wel-
che Gruppen der Ordnung pq gibt es bis auf Isomorphie?

Klassifizieren Sie die Gruppen der Ordnung 2012 bis auf Isomorphie.
Geben Sie fiir jede Gruppe die Anzahl der 2-Sylowgruppen, die Anzahl
der Elemente der Ordnung 4, die Anzahl der Elemente der Ordnung 2
und das Zentrum an.

Aufgabe 3 Sei G eine endliche Gruppe. Zeigen Sie:



i) Ist G auflosbar, so ist auch jede Untergruppe von G auflosbar.
ii) Ist G auflosbar, so ist auch jede Quotientengruppe von G auflésbar.
iii) Sei N < G. Sind N und G/N auflgsbar, so auch G.
Aufgabe 4

i) Sei n > 0 und K ein Korper der Charakteristik 0, der die n-ten Ein-
heitswurzeln enthilt. Sei a € K* und E ein Zerfallungskorper des
Polynoms X" —a. Zeigen Sie, dass durch o +— @ ein injektiver Homo-
morphismus von Gal(E/K) in die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln
definiert ist. Insbesondere ist Gal(E/K) zyklisch.

ii) Bestimmen Sie die Galoisgruppe des Zerfillungskérpers von X7 — 5
iiber Q.

Zusatzaufgabe.

Sei G eine endliche auflosbare Gruppe. Zeigen Sie, dass es eine Reihe G =
Hy 2> Hy O+ 2 Hy,, = 1 mit Normalteilern H; von G gibt, so dass H;_1/H;
abelsch ist.



