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Ubungen zur Vorlesung
Lineare Algebra II
Abgabe:13.5.2011, 11.30 Uhr

Aufgabe 1. Seien (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und U C V ein
R-Untervektorraum. Zeigen Sie:

i) Fiir alle v € V \ U existiert genau ein ug € U : v —ug € U™.
Hinweis: orthogonale Projektion.

ii) In der Situation von i) gilt fiir alle ug # u € U: |v — u| > |v — ug|,
d.h. up € U ist die “beste Approximation” an v € V' \ U.

Seien nun (V, (-,-)) der R® mit dem Standardskalarprodukt,
U :={(1,2,1),(2,0,1)) C R
und v := (1,0,0).

iii) Zeigen Sie v € V' \ U und berechnen Sie ug € U.
Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst eine ONB von U.

Aufgabe 2. Seien (V,(-,-)) ein euklidischer (bzw. unitdrer) Vektorraum,
U C V ein R- (bzw. C-)Untervektorraum und {ey, ..., ex} eine ONB von U.
Zeigen Sie, dass eine ONB der Form {ey,...,eg,...} von V existiert.

Hinweis: Basisergénzungssatz und Gram-Schmidsches Orthogonalisierungs-

verfahren.
Aufgabe 3. Sei
C = {(z1,22) € R? | () 4123 — 24129 + 3423 = 25} C R%

34
bt A-x = 25.

i) Sei ( _4112 -2 > € M9)(R). Zeigen Sie: V(z1,32) € R? : (x) &



ii) Bestimmen Sie explizit eine orthogonale Matrix S € O(2) so, dass
D := S'AS eine Diagonalmatrix ist (d.h. finden Sie eine ONB aus
Eigenvektoren von A).

iii) Bestimmen Sie die Gleichung von C' C R? in den Koordinaten

(3)-(2)
Y2 T2
und folgern Sie, dass C eine Ellipse mit Hauptachen der Lange 1 und

% ist.

Aufgabe 4. Seien (V,(-,-)) ein unitdrer Vektorraum und ¢ € Endc(V).
Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

i) ¢ ist normal.

ii) Es existiert ein Polynom p € C[T] so, dass fiir die zu ¢ adjungierrte
Abbildung gilt: ¢* = p(¢) in Endc (V).

Hinweis: i) = i) folgt recht einfach aus der Definition von “normal”, zum
Beweis der Umkehrung zeigen Sie zunéchst: Sind {ay, ..., as} die Eigenwer-
te von ¢, so existiert p € C[T] mit p(a;) = @; fiir alle 4, und folgern dann mit
dem Spektralsatz fiir normale Operatoren, dass p die Bedingung in i7) erfiillt.

Zusatzaufgabe. Seien (V, (-, -)) ein euklidischer (bzw. unitérer) Vektorraum
und K = R (bzw. C). Ein Endomorphismus ¢ € Endg (V') heifit Isometrie,
falls fiir alle v € V' gilt: |p(v)| = |v].

Seien v,w € V gegeben. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

i) Es existiert eine Isometrie ¢ mit ¢(v) = w.

ii) Es gilt |v| = |w].
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Aufgabe 1. Seien I eine Menge, und fiir alle ¢ € I sei R; ein Ring. Zeigen
Sie:

i) Das kartesische Produkt II;c;R; mit den in 2.3,v) der Vorlesung gege-
benen Verkniipfungen ist ein Ring. (2
Punkte)

ii) Fiir alle ig € I ist die Projektion
Tio + Wier Ri — Rig 5 mio ((zi)ier) := 24
ein Ringhomomorphismus. (2 Punkte)

iii) (universelle Eigenschaft) Sind S ein Ring und firallei € I f; : S — R;
ein Ringhomomorphismus, so existiert genau ein Ringhomomorphis-
mus f:S5 > I/ RmitViel:mof=f. (2
Punkte)

Aufgabe 2. Sei Z[i] der Ring der GauBschen Zahlen und die Normabbildung
definiert durch

N : Z[i] — Z; N(a +bi) := a® + b* = (a + bi)(a + bi).

Zeigen Sie:
i) Va,y € Z[i] : N(zy) = N(z)N(y). (2 Punkte)
ii) Ve € Z[i] : x € Z[i]* & N(x) = 1. (2 Punkte)
i) Z[i]* = {*1, +i}. (2 Punkte)

Aufgabe 3. Sei M eine abelsche Gruppe. Zeigen Sie:



i) Das Tupel (Endz(M),+,-,0,1) definiert in 3.3,i) der Vorlesung ist ein
Ring. (3 Punkte)

ii) Sind R ein Ring und ¢ : R x M — M eine Abbildung, so sind dquiva-
lent:

a)  erfiillt Definition 3.1 der Vorlesung, d.h. ¢ ist eine R-Modulstruktur
auf der abelschen Gruppe M.

b) Die Abbildung
R — Endz(M), r — (m — p(r,m))
ist ein Ringhomomorphismus.
(3 Punkte)
Aufgabe 4. Seien k ein Korper und n > 2. Zeigen Sie:
i) Die Matrizenmultiplikation
M, (k) x k" — k"

definiert auf k™ eine M, (k)-Modulstruktur und ist U C k" ein M, (k)-
Untermodul, so folgt U = {0} oder U = k™. (2
Punkte)

ii) Fiir das Zentrum von M, (k) gilt
Z(My(k)):={X € Myp(k) |VY € Mp(k) : XY =YX} =Fk-1,.
(2 Punkte)
Hinweis: Betrachten Sie fiir 1 < ¢, j < n die Elementarmatrizen
€i,j = (51',(1 : 5j,b)1§a,b§n € Mn(k)

und iiberlegen Sie, was fir A € M, (k) die Gleichung €; ;A = Ae; ;
iiber die Eintrége von A aussagt. (2 Punkte)

Zusatzaufgabe. Wir definieren die folgenden komplexen (2 x 2)-Matrizen:

1;_<(1) ?),H:-(é _OZ.>,J:—<_01 é) undK:_<? é)eMg(C).



i) Zeigen Sie, dass {1,1,J,K} C M5(C) R-linear unabhéngig ist. Insbe-
sondere gilt fiir
H:=1,LJ,K)g C M(C):

ii) Zeigen Sie, dass H C M5(C) ein Unterring ist.
Hinweis: erstellen Sie die Multiplikationstafel fiir die R-Basis aus Teil

i).
iii) Zeigen Sie

H:{( = > € Ms(C) | z,we(C}CMg((C).

—-w =z

iv) Fiir # € My(C) setze x* := 7'. Zeigen Sie: * € H = z* € H und
xa® = det(x) - 1,det(r) € R mit det(z) =0 < z = 0.

v) Folgern Sie aus iv), dass H ein Schiefkérper ist und zeigen Sie, dass H
kein Korper ist. Man nennt H die Hamiltonschen Quarternionen.
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Aufgabe 1.
i) Sei R ein Ring. Zeigen Sie, dass genau ein Ringhomomorphismus Z —
R existiert. (2 Punkte)
ii) Seien k ein Korper und ¢ : Z — k der nach Teil i) eindeutig bestimmte
Ringhomomorphismus. Nach Vorlesung gilt ker(¢) = (m) fir eine
eindeutig bestimmte ganze Zahl m > 0. Zeigen Sie: Es gilt m = 0 oder
m ist eine Primzahl. (4 Punkte)
Aufgabe 2.

i) Seien R ein kommutativer Ring und I, J C R Ideale. Zeigen Sie, dass
folgende Teilmengen von R Ideale sind:

I+J:={zs+y|xel,yeJ} CR,

INJ:={xze€R|ze€lundzeJ} CRund

n
1J := {ZgulyZ | n>0,2;,€I,y;,€ J} CR.
k=1

(3 Punkte)

ii) Seien p,q € Z nicht notwendig verschiedene Primzahlen. Wegen Teil
i) und Satz 2.8 der Vorlesung existieren eindeutig bestimmte ganze
Zahlen 1,2, x3,x4 > 0 so, dass gelten:

(p)+(q) = (z1), (D)N(q) = (x2), (p°)+(pg) = (z3) und (p*)N(pg) = (z4).

Berechnen Sie die x; explizit in Abhéngigkeit von p und ¢.(3 Punkte)



Aufgabe 3. Seien k ein Korper, n > 2 und R := M, (k). Zeigen Sie:
i) R ist kein Schiefkorper. (2 Punkte)

ii) Jedes Ideal von R ist trivial. (4 Punkte)
Hinweis: Multiplizieren Sie ein 0 # x € R von links und rechts mit den
Elementarmatrizen ¢; ; aus Blatt 2, Aufgabe 4.

Aufgabe 4.
i) Seien X eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und =,y € X.
Zeigen Sie:
a) Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent: z ~ y, [z] = [y] und
[z] N[yl # 0.

b) Zeigen Sie, dass X die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenz-
klassen ist.

(3 Punkte)

ii) Entscheiden Sie, ob folgende Relationen auf der Menge der reellen
Zahlen R Aquivalenzrelationen sind und bestimmen Sie ggf. die zu-
gehorigen Aquivalenzklassen:

a) Ve,y eR: z ~y & |z| = |y|.
b) Ve,yeR: s~y |z —y| <1

(3 Punkte)
Zusatzaufgabe. Seien X eine Menge,

P(X) :={Y | Y C X Teilmenge}

die Potenzmenge von X,

D(X):=4qPCP(X) | X = p (disjunkte Vereinigung) und ¥p € P : p # )
peEP

die Menge der Zerlegungen von X in disjunkte, nicht-leere Teilmengen
und

A:={RC X x X | Rist eine Aquivalenzrelation auf X }



die Menge der Aquivalenzrelationen auf X. Zeigen Sie, dass die Abbil-
dung

AX)—->DX),R—{[z] :={ye X:(z,y) R} | z€ X} CP(X)

wohldefiniert und bijektiv ist.
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Aufgabe 1.

i) Sei R ein kommutativer Ring. Zeigen Sie, dass die Teilmenge

{reR|IneN:2"=0}CR

ein Ideal ist. Es heifit das Nilradikal von R. (3 Punkte)

ii) Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass man auf die Voraussetzung “kom-
mutativ” in Teil i) nicht verzichten kann. (3
Punkte)

Aufgabe 2. Sei R ein Ring.

i) Seien M, N R-Moduln und f : M — N eine R-lineare Abbildung.
Zeigen Sie, dass in dem Diagramm

M/ker(f) T = im(f)

genau eine R-lineare Abbildung f so existiert, dass das Diagramm
kommutiert, und dass f ein Isomorphismus ist (hierbei bezeichnet 7
die kanonische Abbildung in den Quotientenmodul und ¢ die Inklusi-
onsabbildung des R-Untermoduls im(f) C N). (2
Punkte)

ii) Seien M ein R-Modul und M’, M” C M R-Untermoduln. Zeigen Sie:



a) Die Teilmenge
M +M":={2"+2" |2 e M 2" e M"y C M
ist der kleinste R-Untermodul von M, der sowohl M’ als auch
M" enthilt. (2 Punkte)
b) Die Inklusion M’ < M’+ M" induziert einen Isomorphismus von
R- Moduln, némlich:
M/ M/ +M//

/ !/ " / "
Y AR YT ,m' + (M NM")—m'+M".

(2 Punkte)

11
01
der durch A wie in der Vorlesung definierte k[X]-Modul. Zeigen Sie:

Aufgabe 3. Seien k ein Korper, A := > € Ms(k) und M := My

i) Es existiert genau ein nicht-trivialer k£[X]-Untermodul U C M. (3
Punkte)

ii) Fiir U wie in Teil i) bestimmen Sie explizit Homyx (M /U, M) und fol-
gern Sie insbesondere, dass keine k[X]-lineare Abbildung s: M/U —
M mit 7o s =idy;y existiert. (3 Punkte)

Aufgabe 4.

i) Sei p # 2 sowohl eine Primzahl als auch die Summe zweier Quadrat-
zahlen. Zeigen Sie p = 4n + 1 fiir ein n € Z, d.h. p 143t bei Division
durch 4 den Rest 1. (3 Punkte)
Hinweis: Benutzen Sie den kanonischen Ringhomomorphismus Z —
Z/AZ und zeigen Sie zuniichst {z% |z € Z/4Z} = {[0],[1]} C Z/AZ.
Bemerkung: In i) gilt auch die umgekehrte Implikation, probieren Sie
es aus !

ii) Seien R ein Ring, M eine Menge von R-Moduln und

VM,N e M: M ~ N :& es existiert ein Isomorphismus f : M — N von R—Moduln.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M ist. (3
Punkte)



Zusatzaufgabe.

i) Zeigen Sie Proposition 6.4 der Vorlesung: Sind R ein kommutativer
Ring, M, N R-Moduln und sowohl (7', 7) als auch (7”,7") Tensor-
produkte von M und N, so existiert genau eine R-lineare Abbildung
f:T —T mit for =7',und f ist ein Isomorphismus. (3 Punkte)
Hinweis: Konstruieren Sie f (bzw. f’) mit Hilfe der universellen Ei-
genschaft von (T, 1) (bzw. (T',7")).

ii) Seien k ein Korper und V' ein k-Vektorraum. Zeigen Sie:

a) Es existiert genau eine k-lineare Abbildung
OV R V' — Endg(V)
mit
(v @ p)(w) =p(w) v Yo,we V,p e V"= Homi(V, k).

(1 Punkt)

b) Ist in Teil a) V endlich-dimensional, so ist ® ein Isomorphismus.
(2 Punkte)
Hinweis: Uberlegen Sie, dass es geniigt, ® als surjektiv nachzu-
weisen.
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Aufgabe 1.

i) Seien z,w € C. Zeigen Sie, dass Multiplikation mit z (bzw. w) eine R-
lineare Abbildung Z : C — C (bzw. W : C — C) ist, und bestimmen
Sie die darstellende Matrix der R-linearen Abbildung Z@W : CQrC —
C ®r C bzgl. der R-Basis {1®1,1®4,i®1,i®1}. (3 Punkte).

ii) Seien k ein Korper, V, W endlich-dimensionale k-Vektorrdume und ¢ €
Endi(V),1 € Endi(W). Zeigen Sie: tr(p @ 1)) = tr(e) - tr(y). (3
Punkte)

Hinweis: Betrachten Sie darstellende Matrizen bzgl. geeigneter Basen.

Aufgabe 2. Seien R ein kommutativer Ring und M, N, P R-Moduln. Zeigen
Sie:

i) Es existiert genau eine R-lineare Abbildung
®: Homp(M ®r N, P) — Hompr(M, Homp(N, P)) mit

(®(@)(m)) (n) = ¢(m®n) fiir alle m € M,n € N,p € Homr(M®gN, P).

(3 Punkte)
Hinweis: Es sind drei Linearitdtseigenschaften zu priifen.

ii) Zeige Sie, dass die Abbildung ® aus Teil i) ein Isomorphismus ist. (3
Punkte)
Hinweis: Prizisieren Sie “ ®~1(y))(m ® n) = (m)(n).”

Aufgabe 3. Seien R ein kommutativer Ring, I eine Menge, fiir alle ¢ € I
M; ein R-Modul, N ein R-Modul und fiir alle ¢ € I bezeichne ¢y, : M; —
@icr Mi, x — (x - ;) jer die kanonische Inklusion. Zeigen Sie:



i) Es existiert genau eine R-lineare Abbildung
f P erN) - (@M) @R N so,
iel i€l

dass fiir alle i € I gilt: foipm,g,n = tm, @ idy. (2 Punkte)
Hinweis: universelle Eigenschaft der direkten Summe.

ii) Es existiert genau eine R-lineare Abbildung
g: (@Ml> Kr N — @(Mz ®RN) mit
i€l i€l

9((m;)ier ® n) = (m; ® n);er fir alle (m;)ier € @,c; M; und n € N.
(2 Punkte)

iii) Die Abbildungen f und g aus den Teilen i) und ii) sind zueinander
inverse Isomorphismen. (2 Punkte)

Aufgabe 4. Seien m,n € Z. Zeigen Sie:

i) Wir haben eine kurze exakte Folge von Z-Moduln
0—-27Z27257Z/nZ — 0.

(2 Punkte)

ii) Wir haben eine exakte Folge von Z-Moduln

2/mz B 2)mz — 207 95 2/mZ — 0.

(2 Punkte)
Hinweis: Wenden Sie die Operation — ®z Z/mZ auf die exakt Folge
in Teil i) an und identifizieren Sie die auftretenden Moduln und linea-
ren Abbildungen mit Hilfe der kanonischen Isomorphien aus 6.8,i) der
Vorlesung.

iii) Folgern Sie aus Teil ii):

a) Z/mZ @z L/mZ = L/ mZ. (1 Punkt)
b) Sind m # n Primzahlen, so gilt Z/mZ @z Z/nZ = {0}.(1 Punkt)



Zusatzaufgabe. Seien R ein Ring und

(1) My L M~ 0y
S C
2) N LN, N

ein kommutatives Diagramm von R-Moduln, in dem «, 8 und ~ Isomorphis-
men sind. Zeigen Sie, dass die Foge (1) genau dann exakt ist, wenn die Folge
(2) exakt ist. (6 Punkte)
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Aufgabe 1. Seien R ein Ring und

()0 — M 5 M % M7 0

eine kurze exakte Folge von R-Moduln. Zeigen Sie die Aquivalenz der
folgenden Aussagen:

i) Die Folge (x) spaltet.
ii) Die Abbildung
gs : Homp(M" , M) — Homgr(M", M"), g.(p) :=gop
ist surjektiv. (343 Punkte)
Aufgabe 2. Sei k ein Korper.

i) Sei A eine k-Algebra fiir die gelten: A ist ein Integritétsring und
dimy(A) < oo. Zeigen Sie, dass A ein Korper ist. (4 Punkte)
Hinweis: Beweis von 7.3 der Vorlesung.

ii) Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass man in Teil i) auf die Voraussetzung
dimy(A) < oo nicht verzichten kann. (1 Punkte)

iii) Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass man in Teil i) auf die Voraussetzung,
dass A ein Integritdtsring ist, nicht verzichten kann. (1 Punkte)

Aufgabe 3. Seien k ein Korper, V' # 0 ein k-Vektorraum, ¢ € Endy (V') und
ev ) : kK[T] — End(V) der Einsetzungshomomorphismus. Bestimmen
Sie ker(ev=1(p)) C k[T] explizit in den folgenden Fillen:

i) ¢ =0. (3 Punkte)



i) ¢ =idy. (3 Punkte)
Aufgabe 4.

i) Sei R ein kommutativer Ring. Dann heifit x € R ein nichi-triviales
nilpotentes Element, falls x # 0 gilt und ein n > 0 mit 2" = 0 existiert.

a) Geben Sie ein Beispiel eine Paares (R, x) bestehend aus einem
kommutativen Ring R und einem nicht-trivialen nilpotenten Ele-

ment x € R. (1
Punkt)

b) Fiir (R, z) wie in Teil a) zeigen Sie: 1 — 2T € R[T]* \ R*. (2
Punkte)

Hinweis: geometrische “Reihe”.

d .
ii) Seien R # 0 ein kommutativer Ring und f = > nT" € R[T] ein
1=
Polynom, dessen hochster Koeffizient ry eine Einheit ist, d.h. es gelte

rq € R*. Zeigen Sie:

a) Schreiben wir R := RUO12-d=1}) fiir den freien R-Modul mit
Basis {0,1,2,...,d — 1}, so existiert genau eine R-lineare Abbil-
dung

p: R = R[T]/(f)
mit (i) =T + (f) fir alle 0 <i < d — 1. (1 Punkt)

b) Die Abbildung ¢ in Teil a) ist ein Isomorphismus, d.h. der R-
Modul R[T]/(f) ist ein freier R-Modul mit Basis {T"+(f)}o<i<d—1-
(2 Punkte)
Hinweis: Division mit Rest, d.h. Satz 7.11 der Vorlesung.

Zusatzaufgabe. Konstruieren Sie einen Isomorphismus von Ringen
Z[X]/(2,X) = Fa.

( 6 Punkte)
Hinweis: Homomorphiesatz fiir Ringe, d.h. Satz 5.6. der Vorlesung.
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Aufgabe 1. Seien R ein kommutativer Ring und seien (A, ¢ 4) und (B, ¢p)
kommutative R-Algebren. Dann sind A und B insbesondere R-Moduln, und
wir betrachten den R-Modul C := A ®p B.

i) Zeigen Sie, dass genau eine R-lineare Abbildung
p:CorC —C

existiert, die p(a @ b® o’ @ V') = (ad’) ® (bV') fiir alle a,a’ € A und
b, b € B erfiillt. (2 Punkte)

ii) Zeigen Sie: Mit p als Multiplikation ist C' ein kommutativer Ring mit
lc = 1® 1. Die Abbildungen t4 : A - C,a— a® 1 und tp : B —
C,b — 1®b sind Ringhomomorphismen, und es gilt tyop 4 = tpopp =:
¢c. Insbesondere ist (C, pc) eine R-Algebra. (2 Punkte)

Wir betrachten folgendes Diagramm:

/
R

iii) (Die universelle Eigenschaft der R-Algebra A @ B)
Zeigen Sie: Fiir jede kommutative R-Algebra X ist die Abbildung von
Mengen

€

QQ

C=A®rB- > X

S

\



Homp_a1(A®RrB, X) — {(o,B) | € Homp_a14(A, X), 3 € Homp_a14(B, X) :
aopy=Lopp},y— (yora,70LB)
wohldefiniert und bijektiv. (2 Punkte)

Aufgabe 2.

i) Seien R ein Integrititsring und fiir alle a,b € R schreibe a ~ b 1< a
und b sind in R assoziiert. Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation
auf der Menge R ist. (3 Punkte)

ii) Zeigen Sie, dass
(0) € (X) € (2,X) € Z[X]

eine strikt aufsteigende Folge von Primidealen ist, d.h. jedes der drei
angegebenen Ideale ist ein Primideal, und keine der angegebenen In-
klusionen ist eine Gleichheit. (3 Punkte)
Hinweis: Betrachten Sie die zugehorigen Quotientenringe.

Aufgabe 3. Seien R ein Integritidtsring und ¢ : R[X] — R[X] ein R-
Algebrenhomomorphismus. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussa-
gen:

i)  ist ein Isomorphismus.

ii) Es existieren a € R*,b€ R: ¢(X) =aX +b. (343 Punkte)
Hinweis: Fiir ii) = i) konnen Sie ¢! raten. Fiir i) = ii) beachten Sie

X = F(p(X)) fiir F:= ¢ 1(X).
Aufgabe 4.

i) Berechnen Sie explizit

X={zx€Z|lz=13),z=2(5),x=3(7)}
(3 Punkte)

ii) Berechnen Sie explizit:

X ={feRX]|f=1X),f=0(X+1),f=X+1(X*+X +1)}

(3 Punkte)
Hinweis: Chinesischer Restsatz fiir R = Fa[X].



Zusatzaufgabe. Zwei ganze Zahlen a,m € Z heiflen teilerfremd, falls ihr
grofiter gemeinsamer Teiler gleich 1 ist, dquivalent nach Vorlesung, falls
(a,m) = (1) gilt.

i) Zeigen Sie fiir gegebenes 1 < m € Z:

(Z/mZ)* = {a] | 0<a<m:(a,m)= (1)}

(2 Punkte)
Hinweis: Euklidischer Algorithmus.

ii) Bestimmen Sie explizit (Z/12Z)* und (Z/137Z)*. (2 Punkte)
Die Abbildung
p:{neN:n=>1} =N, p(n) = [(Z/nZ)"]
heifit Eulersche phi-Funktion.

iii) Zeigen Sie, dass die Eulersche phi-Funktion multiplikativ ist, d.h. sind
1 < n,m € N teilerfremd, so gilt p(nm) = ¢(n) - p(m). Zeigen Sie
auch durch ein Beispiel, dass man hier auf die Teilerfremdheit von m

und n nicht verzichten kann. (141 Punkt)
Hinweis: Der chinesische Restsatz liefert einen Ringisomorphismus Z/mnZ ~
Z)nZ x Z]mZ.
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Ubungen zur Vorlesung
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Abgabe: Freitag, 1.7.2011, 11.30 Uhr

Aufgabe 1.

i)

ii)

iii)

Seien k ein Korper und f € k[X] ein Polynom vom Grad 2 oder 3.
Zeigen Sie, dass f € k[X] genau dann irreduzibel ist, wenn es keine
Nullstelle besitzt. (2 Punkte)
Hinweis: Uberlegen Sie, was es fiir f bedeutet, durch ein normiertes,
lineares Polynom teilbar zu sein.

Sei f := X*+3X?+2 € R[X]. Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung
von f € R[X] ebenso wie die von f € C[X] und folgern Sie insbeson-
dere, dass f € R[X] keine Nullstelle besitzt, aber reduzibel ist. (2
Punkte)

Bestimmen Sie alle Primelemente p € F3[X]| mit deg(p) < 3 und fol-
gern Sie insbesondere, dass Fo[X]/(X? + X + 1) ein Kérper mit 4
Elementen ist. (2 Punkte)

Aufgabe 2. Losen Sie die Gleichung 2% = y? mit .,y € Z, d.h. bestimmen
Sie alle Quadratzahlen, die auch Kubikzahlen sind, indem Sie zeigen

{(wy) € 22 |a® = y*} = {(-°,2°) [z € Z}

Hinweis: Primfaktorzerlegung

Aufgabe 3. Fiir einen kommutativen Ring R zeigen Sie die Aquivalenz der
folgenden Aussagen:

i)
ii)

Der Polynomring R[X] ist ein Hauptidealring.

Der Ring R ist ein Korper.



Hinweis: Fiir die Implikation i) = i) beachten Sie : R ist Integrititsring
und R = R[X]/(X).

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass
2=(1414)(1—-19)

eine Primfaktorzerlegung in Z[i] ist und entscheiden Sie, ob die auftretenden
Primfaktoren assoziiert sind. (442 Punkte)

Zusatzaufgabe. Diese Aufgabe setzt die Zusatzaufgabe von Blatt 7 fort
und benutzt die dort eingefithrten Bezeichnungen.

i) Seien p eine Prmzahl und r > 1. Zeigen Sie: o(p") = (p — 1)p" L. (3
Punkte)

ii) Berechnen Sie explizit ¢(N) € N, wobei N Ihr Geburtsjahr bezeich-
ne (Sie sind nicht verplichtet, dieses korrekt anzugeben, jedes N mit
1000 < N <2000 ist OK). (3 Punkte)
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Aufgabe 1. Seien o :=i-+/5 € C und Z[a] := {a + ba|a,b € Z}.
i) Zeigen Sie, dass die Teilmenge Z[a] C C ein Unterring ist. (1 Punkt)

ii) Zeigen Sie, dass in dem Ring Z[o] die Gleichung 6 =2-3 = (1 + «) -
(1 - a) gilt. (1 Punkt)

iii) Verwenden Sie ohne Beweis die Tatsache, dass die Elemente 2,3,1 +
a,1 — a € Z[a] irreduzibel sind, um zu folgern, dass Z[«a] kein Haupt-
idealring ist. (4 Punkte)
Hinweis: Sonst stiinde die Gleichung in Teil ii) im Widerspruch zur
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.

Aufgabe 2. Seien Z[o] C C wie in Aufgabe 1 und N : Z[ja] — N, N(z) := z-Z
die Normabbildung.

i) Zeigen Sie, dass ein Element z € Z[a] genau dann eine Einheit ist, falls
N(z) =1 gilt, und folgern Sie Z[a]* = {£1}. (2 Punkte)

ii) Zeigen Sie, dass die Elemente 2,3,1+ o, 1 — « € Z[a] irreduzibel sind.
(4 Punkte)
Hinweis: Aus einer nicht-trivialen Zerlegung 2 = ab folgt nach an-
wenden der Norm 4 = N(a)N(b) in Z, und daraus der Widerspruch
N(a) =2.

Aufgabe 3. Sei P die Menge der positiven Primzahlen und fiir alle p € P
sei v, : Z\ 0 — N wie in 9.18.

i) Zeigen Sie, dass fiir alle p € P die Abbildung

5 Q" = Z, 5(3) = vp(a) - 0,(0)



wohldefiniert und ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist. (2
Punkte)

ii) Zeigen Sie, dass die Abbildung

Q" — @27 q = (0p(q))pep

peEP

wohldefiniert und ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern
{£1} ist. (2 Punkte)

iii) Zeigen Sie, dass die Abbildung

7/27 & @Z/QZ — Q*/Q*2, (6,¢p)pep ((1)E . Hp€p> -Q*2
p

pEP
wohldefiniert und ein Gruppenisomorphismus ist. (2 Punkte)
Aufgabe 4.
i) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von X% — 1 € R[X]. (2
Punkte)

ii) Folgern Sie mit Teil i) einen Isomorphismus von R-Algebren

RX]/(X*—1)=2RxRxC

(4 Punkte)
Hinweis: Chinesischer Restsatz fiir R[X].

Zusatzaufgabe. Seien k ein Korper und f € k[X]. Zeigen Sie, dass die
k-Algebra k[X]/(f) genau dann ein Korper ist, wenn f € k[X] irreduzibel
ist, und dass in diesem Fall dimy(k[X]/(f)) = deg(f) gilt.  (4+2 Punkte)
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Aufgabe 1. Sei k ein Korper.

i) Fir f € k[X] \ k* versieht die Komposition der kanonischen Ringho-
momorphismen

k— k[X] — k[X]/(f) = A

den Ring A mit der Struktur einer k-Algebra. Sei a := X + (f) € A.
Zeigen Sie, dass a genau dann algebraisch iiber k ist, wenn f £ 0 ist,
und dass dann Mipog(a) = f in k[X] gilt. (3 Punkte)

ii) Zeigen Sie:
{f € k[X] | f ist algebraisch iiber k} = k.

(3 Punkte)
Hinweis: Uberlegen Sie, dass fiir nicht konstantes f die Potenzen f, f!,...
k-linear unabhéngig sind.

Aufgabe 2.

i) Seien 0 # ¢ € Q und /g € C eine (der beiden) Quadratwurzeln aus g.
Zeigen Sie:

) X2 _ : *2
MIPOQ(\/@ = { X _ \/qa : 358*2

(3 Punkte)

ii) Sei a:=(v/2,v3) € C x C. Zeigen Sie: Mipog(a) = X* —5X2+6. (3
Punkte)
Hinweis: Die Ideale (X2 —2), (X? — 3) C Q[X] sind komaximal.



Aufgabe 3. Seien k ein Korper, ¢ : A — B ein k-Algebrenhomomorphismus
und a € A algebraisch iiber k.

i) Zeigen Sie: Das Element p(a) € B ist algebraisch tiber k, und es gilt
Mipog(¢(a)) | Mipog(a) in k[X]. (2 Punkte)

ii) Ist ¢ injektiv, so gilt in Teil i) sogar die Gleichheit Mipox(a) =Mipog(¢(a)).
(2 Punkte)

iii) Geben Sie ein Beispiel fiir die Situation in Teil i) so, dass Mipog(¢(a))
ein echter Teiler von Mipog(a) ist. (2 Punkte)

Aufgabe 4. Seien k ein Korper und A # {0} eine endlich-dimensionale
k-Algebra. Zeigen Sie:

i) Fiir a € A* gilt Mipog(a)(0) # 0. (3 Punkte)
Hinweis: Andernfalls kénnten Sie die Relation 0 =Mipog(a)(a) in A
durch a teilen.

ii) Fiir jedes a € A* existiert ein g € k[X] mit a~! = g(a) in A. (3
Punkte)
Hinweis: Losen Sie die Gleichung 0 =Mipog(a)(a) unter Beachtung
von Teil i) nach a auf.

Zusatzaufgabe

i) Seien R ein kommutativer Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul
und I C R ein Ideal mit IM = M. Zeigen Sie, dass ein Element r € 1
existiert, fiir dass r - m = m fiir alle m € M gilt. (3 Punkte)
Hinweis: Cayley-Hamilton

ii) Seien k ein Korper, V ein k-Vektorraum mit n := dimg(V) < oo
und f € Endg(V) nilpotent, d.h. es existiere (irgend) ein N > 0 mit
N =0. Zeigen Sie: f* = 0. (3 Punkte)

Hinweis: Was konnen Sie iiber Mipog(f) sagen 7
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Aufgabe 1. Berechnen Sie die Elementarteiler der folgenden Matrizen
(jeweils 2 Punkte).

i)
2 4 11
1 -5 4 | eM2)
7T 9
ii)
3t—2 2 112 +4
< B 1 2443 > € M(z,a)(R[t])
iii)
241 3—4 .
< Ti+1l i > € M(Zli])
Aufgabe 2.

i) Bestimmen Sie alle abelschen Gruppen der Ordnung 20 bzw. 30 bis
auf Isomorphie. (3 Punkte)
Hinweis: Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen.

ii) Berechnen Sie lz((Z/60Z) & (Z]7Z)). (3 Punkte)
Aufgabe 3.

i) Seien k ein Korper und V' ein k-Vektorraum. Zeigen Sie: (V) =
dimy(V) in NU {oc0}.

ii) Zeigen Sie, dass eine abelsche Gruppe als Z-Modul genau dann endlich
erzeugt und torsion ist, wenn sie endlich ist. (3 Punkte)



Aufgabe 4.

i) Konstruieren Sie Isomorphismen abelscher Gruppen, d.h. von Z-Moduln

Homgz(Z/nZ,Q/Z) = Z/nZ fir n > 0.

(3 Punkte)
ii) Folgern Sie, dass es fiir jede endliche abelsche Gruppe A einen Isomor-
phismus
Homz(A,Q/Z) = A
gibt. (3 Punkte)
Zusatzaufgabe

i) Seien R ein Ring und
0O—-M —-M-—-M"—-0

eine kurze exakte Folge von R-Moduln. Zeigen Sie: Sind M’ und M"
endlich erzeugt, so auch M. (3 Punkte)

ii) Zeigen Sie, dass das Ideal (2, X') C Z[X] =: R, aufgefasst als R-Modul,
endlich erzeugt und torsionsfrei ist, aber nicht frei. (3 Punkte)
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Aufgabe 1. Seien R ein Integritéitsring und
0 M SME5 M 0
eine kurze exakte Folge von R-Moduln.
i) Zeigen Sie, dass a(T(M')) € T(M) und B(T(M)) C T(M") gelten
und die Folge von R-Moduln
0— T(M') S T(M) 5 T(M")
exakt ist. (3 Punkte)

ii) Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass in Teil i) die Abbildung § : T'(M) —
T(M") im Allgemeinen nicht surjektiv ist. (3 Punkte)

Aufgabe 2. Seien R ein Hauptidealring, p, ¢ € R Primelemente und m,n >
1. Zeigen Sie:

i) Sind p und ¢ nicht assoziiert, so gilt (R/(p")) ®r (R/(¢™)) =0. (3
Punkte)

ii) Sind p und ¢ assoziiert, so gilt (R/(p")) ®r (R/(¢™)) = R/(pm™{mnt),
(3 Punkte)

Aufgabe 3. Beweisen oder widerlegen Sie fiir jeweils 2 Punkte:

i)
(Z ® L/5Z) ®7 (Z/3T) = (Z/3L & L/5Z) @7 (Z/3T).

if)
ZRyZ=27®y(Z®z7Z).



iii)

(Z/60Z) @z (Z./27) = 0.
Aufgabe 4. Sei R ein Integritétsring. Zeigen Sie:

i) Sind I eine Menge und fiir alle ¢ € I M; ein R-Modul, so gilt die
folgende Gleichheit von Untermoduln der direkten Summe €, ; M;:

Pron) =1 (@ MZ-) .

iel i€l
(2 Punkte)
ii) Fiir jede Menge X gilt T(R™X)) = 0. (2 Punkte)
iii) Ist 0 # I C R ein Ideal, so gilt T(R/I) = R/I, d.h. R/I ist ein
Torsionsmodul. (2 Punkte)
Zusatzaufgabe

i) Seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzugter R-Modul, der
kein Torsionsmodul ist. Zeigen Sie: Es existieren endlich viele freie
Untermoduln Fi, ..., F, C M mit M =5 " | F;. (3 Punkte)

ii) Zeigen Sie, dass die abelsche Gruppe (Q,+), aufgefafit als Z-Modul,
torsionsfrei, aber nicht frei ist. (3 Punkte)
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Aufgabe 1. Seien k ein Korper, A € k, n > 1 und J(\,n) € M, (k) das
Jordankéstchen und A((X — A\)"™) € M, (k) die Begleitmatrix zum Polynom
(X — A" € My (K). Zeigen Sie, dass J(A,n) und A((X — \)™) &hnlich sind.
(6 Punkte)

Hinweis: Vergleichen Sie die beiden durch die gegebenen Matrizen definier-
ten k[X]-Moduln.

Aufgabe 2. Klassifizieren Sie bis auf Ahnlichkeit alle recllen Matrizen mit
charakteristischem Polynom

(T? + 1)X(T - 2)(T? — 1) € R[X].
(6 Punkte)
Aufgabe 3 Bestimmen Sie fiir die folgenden Matrizen die allgemeine Nor-

malform, das charakteristische und das Minimalpolynom sowie ggf. die Jordan-
sche Normalform:

i)

2 2 0 -3
11 0 -1

19 1 1 | €Mu®)

12 0 -2

(3 Punkte)
if)

1010

0101

101 0 | €M)

0101



(3 Punkte)

Aufgabe 4. Seien k ein Korper, n > 1, p1,...,p, € k[X]| paar-weise nicht-
assoziierte normierte irrduzible Polynome, und fiir alle 1 < ¢ < n seien
1 < r; < s; natiirliche Zahlen.

Entscheiden Sie, ob es einen endlich dimensionalen k-Vektorraum V und ein
[ € Endi (V) so gibt, dass x5 = [}, pi* und Mipoy(f) = [[;, p;® gelten.
( 6 Punkte)

Zusatzaufgabe Bestimmen Sie explizit die Menge

X:={(a,b)€Z® | Jz,y,2€L:a=x+y—22b=2x+ 3y + z}.

(6 Punkte)
Hinweis: X ist das Bild eines Homomorphismus zwischen endlich freien Z-
Moduln.



