Aufgabe 3.12

Vor.: Sei E/K eine elliptische Kurve und m > 2 eine ganze Zahl, teilerfremd
zu char(K), falls char(K) > 0.

Beh.: Die kanonische Abbildung
a: Aut(E) — Aut(E[m])

ist fiir m > 3 injektiv und fiir m = 2 ist ker(a) = {[1],[-1]}.

Bew.: Fiir alle Isogenien ¥ bezeichne U die duale Isogenie zu W.

Dann erhélt man: [deg([n] — [I]V) (HHLE29) (1) - [z]m)([n}/—ﬁqi) (IT1.5:2bc)
(In] - (o)) - [F "= A) ([n] = [@)([n] = [[]) = [n?] — [nl]¥ — [In]¥ +
[2deg(¥)] = [n?] — [In](¥ + V) + [I*deg(f)] R

Sei trace(¥) € Z definiert durch [trace(¥)] := ¥ 4+ ¥. Dies ist wohldefiniert, da
obige Gleichung mit [ = —1,n = 1liefert: [deg([1]+¥)] = [1]4[deg ()] +(T+T),
d.h. U+ ¥ = [deg([1] + ¥) — 1 — deg(¥)].

Obige Gleichung kann man daher auch schreiben als

[deg([n] — [1]¥)] = [n* — Intrace(P) + I*deg(¥)] (1)

Dann gilt
(trace(¥))? < 4deg(¥) (2)

denn:

(2) & X? — trace(¥) X + deg(¥) >0 VX eR
& X% — trace(V)X + deg(¥) >0 VX eQ

& n? — trace(¥)nl + deg(¥)12 >0  Vn,l€Z

@y deg([n] — [1]T) >0 Vn,l € Z (Gilt wegen der Def. des Grades immer.)

Sei ¢ € Aut(E), sodass ¢ auf E[m] die Identitéit induziert, d.h. ¢ € ker(«). Also
induziert ¢ 4 [—1] auf E[m] die Nullabbildung. Da wegen der Voraussetzung an
m (I11.5.4) liefert, dass [m] separabel ist und offensichtlich ker([m]) = E[m| C
ker(¢ — 1) gilt, folgt mit (111.4.11)

b+[-1]=gom]

fir ein g € End(E). Also ist ¢ = [1] + g o [m].
Dann gelten:

[trace(®)] "< [1] + glm] + (0] + gfm)) "E (1] + glm] + 1] +5 [m] =
I
WHE2D (9] 4+ (g +)[m] = [2 + trace(g)m]
(3)
[deg(9)] = [deg([1] + glm])] € [1 + trace(g)m + deg(g)m?] (4)



AuBlerdem ist deg(¢)=1, da ¢ ein Automorphismus ist.

@ [trace(®)| < 2 @ |mtrace(g)| < 4

Und da (4) = mtrace(g) = —m32deg(g), folgt |m3deg(g)| < 4.

Im Fall m > 3 ergibt dies |deg(g)| < 1. Da deg(g) € Ny, muss also deg(g) = 0,
d.h. g = [0] sein und damit ¢ = [1], d.h. ker(a) = {[1]}.

Im Fall m = 2 muss entweder g = [0] gelten, woraus ¢ = [1] folgt, oder deg(g) =
1, woraus mit (4) folgt trace(g) = —2, woraus wiederum mit (3) folgt trace(¢) =
2+ mtrace(g) = —2. Somit ist deg((¢ +[1])?) = (deg(¢ +[1]))* = (1 +deg(¢) +
trace(¢))? = 0 = (¢ + [1])? = 0 Da End(F) nullteilerfrei ist (vgl. I11.4.2c), ist
also ¢ + [1] = [0], d.h. ¢ = [—1]. Da offensichtlich [—1] die Identitdt auf E[m]
induziert, ist ker(a) = {[1], [-1]}. O



