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1 Das Thomas-Fermi-Modell

Das Thomas-Fermi-Modell geht auf die Physiker L. H. Thomas [1] und E. Fermi
[2] zuriick. Es ist ein semiklassisches Modell, in dem man mittlere Eigenschaften
sowohl fermionischer als auch bosonischer Systeme in einer Ndherung berechnen
kann, die besonders fiir grofie Teilchenzahlen sehr gut wird. Eine Einfiihrung in
das TF-Modell befindet sich in Kap. 4 des Lehrbuchs Semiclassical Physics [3].

1.1 Unabhéngige Fermionen

Wir betrachten ein System von N Fermionen mit Spin s = 1/2, die in einem
festen dufleren Potential V (r) gebunden sind und nicht miteinander wechselwir-
ken. Dafiir lautet die Schrodingergleichung

HU(ry,r9,....,v5) = EV(ry, 19, ..., Tx) (1)
mit dem Hamilton-Operator
LR
H= ; (—%Ai + V(r,-)) : (2)

Da dies ein Einteilchen-Operator ist, wird die antisymmetrisierte Wellenfunktion
¥ eine Slaterdeteminante @ n von Einteilchenwellenfunktionen ¢, (r)

1
U(ry,ra,...,tn) = P®n(r1,r2,...,TN) = Wi det [pn(tm)| me12,. N> 3

welche der Einteilchen-Schrédingergleichung

10n(0) = (=5 A+ V() 6a(6) = e 6n(0) (@)

geniigen. Die Energie im Grundzustand ist (mit ¢ < e < ...):

N
E=) e=2) €. (5)

en<A

Hierbei haben wir die Fermi-Energie A eingefiihrt, welche (bei Temperatur 0)
gleich der Energie des hochsten besetzten Niveaus ist. Abgesehen von Entartun-
gen, die durch rdumliche Symmetrien zustandekommen, kann wegen des Pauli-
Prinzips jedes Niveau nur mit zwei Fermionen besetzt werden, die sich in ihrer
Spinquantenzahl unterscheiden (m, = +£1/2), weshalb wir in (5) einen Faktor
2 vor die rechte Summe geschrieben haben. Dabei haben wir die Zeitumkehr-
Symmetrie des Hamiltonoperators (2) ausgenutzt.

E
A
V(x)
A
-/ k
e
> X




Die Dichteverteilung p(r) unseres N-Teilchensystems ist gegeben durch

p0) =2 6P, [ drp) =N, ©
€n <A
Wir schreiben nun die kinetische Energie als
Bin =23 ()= oo Ay = [ drrte @
kin = n om n) = r7(r),
€n<A
wobei wir die kinetische Energiedichte 7(r) definiert haben als
ﬁ2
T = 32 3 WA, ®)

Wir wollen nun die gesamte Teilchenzahl N mittels semiklassischer Argumente
abschéitzen. Laut Heisenbergscher Unschirferelation kann man einem Quanten-
teilchen nicht zugleich einen scharfen Impuls und einen scharfen Ort zuordnen.
Man kann ihm jedoch pro Freiheitsgrad ein Volumenelement AgAp im Pha-
senraum zuordnen, welches von der Grofle des Planckschen Wirkungsquantums
h sein muss. In einem dreidimensionalen System kann man also einem Volu-
menelement von der Gréfie h® maximal zwei Fermionen (mit entgegengesetzten
Spinprojektionen) zuordnen. Die Zahl N der Fermionen im gesamten Phasen-
raumvolumen ist folglich gegeben durch

1
N =g [@r [@piem) ©)
mit der Verteilungsfunktion

f(r;p) =20(A—H(r,p)), (10)
ausgedriickt durch die klassische Hamiltonfunktion

2
p
H = . 11
(ep) = 2 4 Vi) (1)
Die Funktion 8(z) ist die Stufenfunktion, welche hier sicherstellt, dass die Fermi-

Energie A die hochste besetzbare Energie darstellt. Fiir sie gilt:

1 : >0,
0(3:)_{ 0 : sonst. (12)

Zur Berechnung der d3p-Integration in (9) verwenden wir nun Polarkoordinaten
p = (p, ¢p,0,) und erhalten

o 7 pr(r)
N = %/0 d¢p[ cos b, d0p/0 deP/Ze A=V ()] d’r

_ ﬁ 5 [ Eon - v
3/2
= B [ -Vl e - vl (13)



Hierbei wurde der Fermi-Impuls pr(r) definiert als

pr(r) = w/2mh - V(). (14)

Analog zur rechten Seite von (6) konnen wir nun die Thomas-Fermi-Niherung
fiir die Teilchendichte eines 3-dimensionalen Systems von Fermionen ablesen:

m\ 3/2 .
prr(E) = o (2 ) DVl o - V). (15)

3m2 \ R

Aus der Verteilungsfunktion f(r,p) konnen wir auch den semiklassischen Mit-
telwert der kinetischen Energie berechnen:

_ 1 3 s P
Ekz'n - ﬁ d’r d b %f(rap)

a7 pr(r) 4T
_ B 47 _ / 5 3, 1
e [ v = Sk @ o)

Fiir die kinetische Energiedichte ergibt sich damit in Thomas-Fermi-N&herung

1 (2m\*? 5

r(r) = w5 | 4= A=V(@®)]> 0x-V(r)]. (17)
om? \ K

In der niichsten Abbildung werden die exakten quantenmechanischen Teilchen-

und kinetischen Energiedichten (6) und (8) fiir N = 440 Fermionen in einem iso-

tropen 3-dimensionalen harmonischen Oszillatorpotential V' (r) = ¢r? mit ihren

Thomas-Fermi-Niherungen (15) und (17) verglichen.

N=440 ideale Fermionen im 3-dim. harmon. Oszillator

o~ — gm N — gm
3 T 20 < - TF
=, 1
N
=Y ‘11’10
1 5
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Im Folgenden erwihnen wir einige typische Eigenschaften der Thomas-Fermi-
Niherung, die zum Teil auch aus dieser Abbildung ersichtlich werden:

e Die TF-Resultate geben im klassisch erlaubten Bereich die mittleren Werte
der quantenmechanischen Funktionen wieder; sie enthalten aber nicht die
Quantenoszillationen (Schaleneffekte).

e Ab dem klassischen Umkehrpunkt, wo die exakten Dichten exponentiell
abfallende Schwinze aufweisen, ist die TF-N#herung identisch null; der
Fehler ist aber sehr klein (und wird kleiner mit wachsender Teilchenzahl).



e Auch die integrierten Energien in der TF-Niherung geben die gemittelten
quantenmechanischen Werte gut wieder; darauf kommen wir im Abschnitt
1.4 zuriick (s. bes. Abschn. 1.4.3).

e Man kommt in der TF-N&herung ohne Wellenfunktionen und damit ohne
Losung der Schrédigergleichung aus.

e Im Falle konstanter Dichte ist das Thomas-Fermi-Modell quantenmecha-
nisch exakt (s. Ubungsaufgabe 4) und entspricht im Rahmen der Dich-
tefunktionaltheorie (s. nichster Abschnitt) der lokalen Dichte-Niherung
(“local density approximation”, LDA).

Aus den Gleichungen (15) und (17) ldsst sich die kinetische TF-Energiedichte
als Funktional der Teilchendichte schreiben. Man erhilt nach Elimination von
[A — V(r)] fiir ein 3-dimensionales System

h? 3 2/3
el = 5ok, k= (350 (18)
Analoge Resultate kdnnen fiir Systeme in mehr oder weniger als drei Dimensio-
nen hergeleitet werden (s. Ubungsaufgabe 1).

Bemerkungen:

1. Aus der obigen Herleitung erscheint das Funktional (18) als nur im klas-
sisch erlaubten Gebiet gerechtfertigt, da die Dichten (15) und (17) aufler-
halb des klassisch erlaubten Gebietes identisch gleich null sind. Es kann
aber gezeigt werden [4], dass das Funktional (18) (und dessen Erweiterung
im ETF-Modell, s. Abschn. 1.4) auch dann giiltig ist, wenn die geniiherte
Dichte p auflerhalb des klassisch erlaubten Gebietes ungleich null wird.
Dies gilt insbesondere bei endlichen Temperaturen (s. Abschn. 1.3).

2. Eine Herleitung der TF-Niherungen (15) und (17) aus den exakten quan-
tenmechanischen Dichten fiir isotrope harmonische Oszillator-Potentiale
mit gefiillten Schalen im Limes N — oo (was keineswegs trivial ist!) findet
sich in [5].

1.2 ‘Wechselwirkende Fermionen

Wir betrachten nun ein System von N Fermionen, die sich in einem dufleren Po-
tential Vez¢(r) befinden und iiber ein Zweiteilchenpotential W (r, r') miteinander
wechselwirken. Der Hamiltonoperator lautet nun

A N B2 1 XN
H:Z{—%Ai+%m(ri)}+§ Z W(r,-,rj). (19)
i=1 i#j=1
Beispiel fiir eine Zweiteilchenwechselwirkung ist die Coulomb-Wechselwirkung
2
W(I‘,I‘I) = m (20)

Fiir N > 2 ist die Schrédigergleichung (1) fiir das wechselwirkende System (19)
mit Ve # 0 im Allgemeinen nicht exakt 16sbar.



1.2.1 Mean-Field-Niherungen

In den sog. “mean-field”-Niherungen beschafft man sich angeniherte Losungen,
die fiir grofle Teilchenzahlen N oft sehr gut werden. Beispiele sind die Hartree-
und die Hartree-Fock (HF) N&herungen und die Dichtefunktionaltheorie (DFT).
In der Hartree-N#herung schreibt man die Gesamtwellenfunktion ¥ als einfa-
ches Produkt von Einteilchenwellenfunktionen ¢, (unter Vernachlafligung der
Antisymmetrisierung). Die Gesamtenergie fiir den Grundzustand wird dann

1
B — [ @r{r(x) + Ve )} + 5 [ [ rp@pte) Wier') - (21)
Der letzte Term entspricht der klassischen (im Falle der Coulomb-Wechselwir-
kung also der elektrostatischen) Wechselwirkungsenergie. Sie ist ein explizit be-

kanntes Funktional der Dichte p und wird oft mit “Hartree-Energie” Eg[p]
bezeichnet. Durch das klassische (“Hartree”-) Potential Vi (r)

Vir(r) = Vir[p(r)] = / & p(x') W (x,1') (22)

kann man die Hartree-Energie auch wie folgt ausdriicken:

1
Bulpl = 5 [ & o) Via(r). (23)
In der HF-N&herung schreibt man die Gesamtwellenfunktion als die Slaterdeter-
minante @y in (3), welche nicht-wechselwirkenden Teilchen im dufleren Potential

Vezt entspricht, und minimisiert den Erwartungswert des gesamten Hamilton-
operators (19):

EWHP) — (@ |H|®y) = / &*r{r(r) + Veat (r1)p(r)} + Enlp] + Bz (24)

Hierbei ist E, die sog. Austauschenergie:

1
Ez = _Z /d3'r/ d3r'p(r, rl) p(rla I') W(I‘, rl) ) (25)
ausgedriickt durch die Einteilchen-Dichtematrix p(r, ')
plr,x) =2 @ (') du(r). (26)
en<A

(Hierbei haben wir angenommen, dass die Wechselwirkung W nicht explizit vom
Spin abhiingt.) Der beste Satz von Einteilchenwellenfunktionen ¢,, wird durch
Variation der rechten Seite von (24) nach den ¢ (r) bestimmt, was auf die sog.
HF-Gleichungen fiihrt.

Die Hartree-Fock-Niherung vernachlifligt die sogenannten Korrelationen, wel-
che daher kommen, dass die exakte Wellenfunktion ¥, also die Losung der
Schrédingergleichung (1) mit dem vollen Hamiltonoperator (19), nicht eine Sla-
terdeterminante, sondern eine sogenannt korrelierte Wellenfunktion ist. Diese
Korrelationen kénnen teilweise in der Dichtefunktional-Theorie (DFT) erfasst
werden (siehe das Lehrbuch [6] iiber die DFT). Die DFT beruht auf dem Theo-
rem von Hohenberg und Kohn (1964) [7], welches besagt:



o Die exakte Grundzustandsenergie eines wechselwirkenden Systems ist ein
eindeutiges Funktional der lokalen Einteilchendichte p(r):

= (W19 = Bl = [ elpio)]. (27)

e Die Variationsgleichung

5p(z ] {E[p] /\/dr p(r }=0 (28)

ergibt die Grundzustandsenergie: E[p] = E,s; und die Grundzustandsdich-
tes p(r) = pga(r).

Es folgt aus dem HK-Theorem, dass auch die Grundzustandswellenfunktion ¥
(die aber nicht explizit bekannt ist!) ein eindeutiges Funktional der Dichte ist:
¥ = P[p], und deshalb auch alle Erwartungswerte als Funktionale von p ge-
schrieben werden konnen. Man schreibt deshalb die Gesamtenergie in der fol-
genden Form:

Elp] = Ts[p] + / A1 Vegr(r) p(r) + En[p] + E,[p] + Ecp] - (29)

Hierbei ist Ts[p] die kinetische Energie von nicht-wechselwirkenden Teilchen mit
der Dichte p, Eg und E, sind die Hartree-Energie (23) und die Austauschenergie
(25), und E,[p] ist das Funktional der Korrelationsenergie, welches alle Beitrige
der Korrelationen enthilt, welche durch die HF-Energie (24) nicht erfasst wer-
den (und damit auch den korrelierten Teil der kinetischen Energie). Die letzten
beiden Terme in (29) werden oft in das “Austausch-Korrelations-Funktional”
E,.[p] zusammengefasst:

Erelp] = Ezlp] + Eelp] - (30)

Nun sind die Funktionale Ts[p] und E,.[p] aber nicht explizit bekannt; das HK-
Theorem garantiert lediglich deren Existenz. Die DFT besteht also darin, dass
man geeignete Nidherungen fiir diese Funktionale entwickelt.

Ein wichtiger Schritt [8] besteht darin, dass man die Dichte wie in (6) als Summe
von Quadraten von Einteilchenwellenfunktionen ¢, darstellt (es kann gezeigt
werden, dass dies immer geht; siehe [6]). Dann kann aber auch die Energie T[]
durch dieselben ¢,, exakt dargestellt werden, und zwar in der Form (7):

Ts[p] = /d3r 7(r) (31)
mit der in (8) definierten kinetischen Energiedichte 7(r). Wenn man nun die

Variation (28) nicht nach der Dichte p(r), sondern nach den ¢, (r) durchfiihrt
(wobei hier die Lagrange-Mulitiplikatoren €, deren Norm erhalten):

e { Yo [ 1gat |d3}—o (32)

erhdlt man die sogenannten Kohn-Sham-Gleichungen:

2
(=g A+ Vo) + Vo)) + Vo] 0(6) = enin). (39)

10



Dabei ist V. das sog. Austausch-Korrelations-Potential, das durch die Variation
von E,.[p] gegeben wird:
5Em0[p]
V. = . 34

o] = 5o (34
Die KS-Gleichungen (33) stellen N nichtlineare gekoppelte Differentialgleichun-
gen in den ¢,, dar. Die Nichtlinearitat kommt daher, dass die Potentiale Vg und
V¢ tiber die Dichte selber von den ¢,, abhingen. Praktisch werden die Gleichun-
gen (33) durch ein Iterationsverfahren gel6st (analog wie beim HF-Verfahren),
indem man das gesamte KS-Potential

Vis(r) = Vis[p(r)] = Vear(r) + Valp(r)] + Vaelp(r)], (35)

das (im Unterschied zum HF-Potential!) lokal ist, bei jedem Schritt konstant
hilt, die KS-Gleichung (33) wie eine gewonliche Einteilchen-Schrédingerglei-
chung 16st, und dann das neue Potential jeweils aus den dabei erhaltenen ¢,, —
p — Vis[p] neu bestimmt, und so weiter, bis Konvergenz erfolgt.

Durch (numerisches) Losen der KS-Gleichungen (33) wird die unkorrelierte kine-
tische Energie (31) ezakt behandelt, obwohl das Funktional Ts[p] nicht explizit
bekannt ist! Die einzige Niherung der DFT geht also in das i.A. unbekannte
Funktional E,.[p] und damit iiber (34) in V,.[p] ein.

1.2.2 Selbstkonsistentes TF-Verfahren

Im der Thomas-Fermi-N#herung haben wir gesehen, dass die kinetische Ener-
giedichte als explizites Funktional 7rp[p] in der Form (18) geschrieben werden
kann. Im TF-Modell kann die Dichtevariation (28) also direkt nach p(r) durch-
gefiihrt werden. Wenn wir uns auf die Hartree-N&herung beschrinken, in welcher
E,.[p] = 0 gesetzt wird, erhalten wir also

Orrr|p(r)]

er = /\ .
Bp(0) + Vet (r) + Va[p(r)] (36)
Mit
67'TF _ h2 5 2/3
9 2m3"f (37)
erhélt man die sogenannte Thomas-Fermi-Gleichung
2
o (35%) 7% (2 + Viwa(x) + Virp(x)] = X (38)

2m
Lost man sie formal nach dem explizit erscheinenden p auf, erhilt man den
bekannten Ausdruck (15) fiir die TF-Teilchendichte (wir lassen ab jetzt die
Stufenfunktion € weg):

3/2
pre) = o5 (55) O Vi) = Va0, (39)
7

aber das duflere Potential V,,; ist hier durch das Hartree-Potential erweitert, das
seinerseits wiederum von p abhingt. Beriicksichtigt man auch noch Austausch
und Korrelationen im Sinne der DFT, dann steht anstelle von V. + Vg das
gesamte KS-Potential Vkg von (35). Da Vg[p] in (22) ein Integral iiber p(r)
enthilt, handelt es sich bei beiden Formen (38) und (39) der TF-Gleichung um
eine nichtlineare Integralgleichung.

11



1.2.3 Das Thomas-Fermi-Atom

Das Modell, welches heute unter dem Namen Thomas-Fermi-Modell bekannt ist,
wurde erstmals 1928 von E. Fermi erfolgreich auf Atome angewandt [2]. Dies
soll hier kurz nachvollzogen werden. Fermi verwendete die Hartree-Naherung,
so dass er die Gleichung (38) oder (39) zu 16sen hatte. In einem Atom befinden
sich N Elektronen im sphérischen Kernpotential

Ze?

Vet (r) = Vz(r) = i (40)
wobei Z die Kernladungszahl ist. Im Falle neutraler Atome gilt N = Z. Die
Elektronen wechselwirken paarweise {iber das Coulomb-Potential (20). Statt
(38) als Integralgleichung zu losen, wandelte Fermi sie iiber einen Trick in eine
Differentialgleichung um. Mit der Identitét

FEr —4r §(r —1') (41)

kommt man bekanntlich auf die Poisson-Gleichung
AVy(r) = —4ne?p(r). (42)

Mit der Annahme, dass p(r) und damit auch Vg (r) sphirisch sind, machte Fermi
fiir das Gesamtpotential folgenden Ansatz:

A=[Vz(r) + Va(r)] = X = Vier(r) = ZTeZ d(r). (43)

Dabei ist ®(r) eine Funktion (engl. “screening function”), welche die teilweise
Abschirmung des Kernpotentials durch die inneren Elektronen beschreibt. Fiir
sie gilt die Randbedingung ®(0) = 1 (keine Abschirmung am Ort des Kerns).
Mit dem Ansatz (43) folgt aus (39) und (42):

1 (2m Ze? 8/ 1
- [ % =———_ A . 44
o) = 5z (G5 2o 80) =~z AV (44)
Wenn man den Laplace-Operator direkt auf Vi (r) anwendet und (43) ausniitzt,
erhdlt man
2 Ze?

AVp(r) = Vig(r) + SV (r) = === @"(r). (45)
Damit wird aus (44) eine Differentialgleichung fiir die Abschirmfunktion ®(r).
Mit den Substitutionen:

r 1972\ h2 ,
T=0, b= 1 (ﬁ) ag , a =~ (Bohr-Radius) (46)
erhilt man die TF-Gleichung fiir das Atom:
d? 3/2
Vo5 8(@) =9 (), (47)

die mit der Randbedingung ®(0) = 1 gelost werden muss.

12



Fiir neutrale Atome gilt N = Z und A = 0, sodass der klassische Umkehrpunkt
im Unendlichen liegt. Die zweite Randbedingung fiir (47) ist dann ®(z) — 0
fiir x — oo. Die TF-Gleichung (47) ist unabhingig von Z und enthilt keine
Naturkonstanten. Dies bedeutet, dass sie nur einmal gelost werden muss und
man die Losungen fiir alle Atome durch einfaches Skalieren der Variabeln nach
(46) erhiilt.

Die TF-Gleichung (47) kann nur numerisch gelést werden. Im Grenzfall sehr
grofier Argumente z >> 1 ergibt sich ®(z) ~ 144 /23, so dass fiir die Dichte folgt:

6

p(r) ~r~ fiir r>ag. (48)

Dieser Abfall ist zu langsam, denn das korrekte quantenmechanische Resultat
liefert bekanntlich einen exponentiellen Abfall der Dichte; fiir das H-Atom mit
Z = 1ist p(r) ~ exp(—2r/ag). Ein weiteres Problem ist, dass die TF-Losung
von p(r) fiir kleine r divergiert, denn aus (44) folgt mit ®(0) =1

p(r) ~r3/2 fiir r—0, (49)

wohingegen das quantenmechanische p(0) endlich ist. Dennoch bleiben die fol-
genden integrierten Gréflen endlich: die Teilchenzahl

N =Arx /00 r2p(r) dr (50)
0

und die Gesamtenergie

B [ar {4 W20 + § Vo) | G1)

Fiir die Gesamtenergie erhilt man Werte, die etwa 15-25% zu grof} sind. Ein
Vergleich der numerischen Losungen der TF-Gleichung (47) mit selbstkonsi-
stenten quantenmechanischen Losungen der Hartree-Gleichung zeigt, dass das
TF-Modell wiederum die richtigen Mittelwerte von p(r), nicht aber deren Quan-
tenoszillationen (d.h. die Schaleneffekte) wiedergibt. (Eine Abbildung ist im
Lehrbuch von Davydov zu finden [9], Abschn. 91, Fig. 12, der das TF-Atom gut
lesbar darstellt.)

Bemerkungen:

1. E. Lieb zeigte, dafl im Grenzfall Z — oo die Thomas-Fermi-Dichte p(r)
gegen die quantenmechanische selbstkonsistente Hartree-Dichte geht [10].

2. Fiir ionisierte Atome mit N < Z wird A endlich und es liegt kein Ska-
lenverhalten mehr vor. Die TF-Gleichung muss dann fiir jedes IV, Z neu
gelost werden. Im Falle N > Z wird das Atom in der TF-N&herung gar
nicht gebunden, d.h. es gibt keine endliche Losung der TF-Gleichung!

3. Die Divergenz bei r = 0 verschwindet, wenn man h-Korrekturen zum
TF-Modell beriicksichtigt, d.h. im sogenannten erweiterten Thomas-Fermi
(ETF) Modell (s. Abschn. 1.4). Die Gesamtenergien werden dann auch
wesentlich besser.

4. Eine weitere Methode, die Divergenz bei » = 0 zu beheben und damit
(parameterfrei!) wesentlich bessere Resultate zu erzielen, ist in [11] darge-
stellt.
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1.3 Fermionensysteme bei endlichen Temperaturen

Die bisherigen Betrachtungen galten — ohne dass wir dies explizit erwdhnt hatten
— bei Temperatur 7' = 0. Hier sind immer genau N Einteilchenzustinde besetzt;
unter Beriicksichtigung des Pauliprinzips erhlt man dann den Grundzustand,
indem man die NV energetisch niedrigsten Zustédnde besetzt.

Bei endlichen Temperaturen muss das Einteilchenbild dahingehend erweitert
werden, dass jetzt auch héhere Zustinde besetzt werden kénnen, weil das System
bei T' > 0 eine endliche Anregungsenergie iiber dem Grundzustand besitzt. For-
mal sind diese Anregungen Teilchen-Loch-Anregungen. Thre thermischen Fluk-
tuationen fiihren zu statistischen Mittelungen, die man am einfachsten dadurch
erfasst, dass man gebrochene Besetzungszahlen einfiihrt. Im Folgenden soll das
mittlere (selbstkonsistente) Einteilchen-Potential wieder V (r) heiflen.

1.3.1 Quantenstatistik von Fermionen

Wir betrachten ein groffkanonisches Ensemble von Fermionen bei endlicher Tem-
peratur T' mit einer mittleren Fermionenzahl N (>> 1). Ohne Wechselwirkung
gehorcht jedes Fermion nach wie vor der Einteilchen-Schrédingergleichung (4).
Um mit dem Symbol n fiir die Besetzungszahlen nicht in Konflikt zu kommen,
werden die Einteilchenenergien ab jetzt die Quantenzahlen der Einteilchenener-
gien mit ¢ bezeichnet; das Spektrum ist also jetzt {¢;} mit ¢ = 0,1,2,.... Die
freie Energie nach Helmholtz F ist definiert durch

oo
F=> eni —TS, (52)
i=0

wobei die Summe {iber i explizit alle Entartungen von ¢; beriicksichtigt (bei
Zeitumkehrsymmetrie also auch den Spinfaktor 2). Die Besetzungszahl nf" gibt
die mittlere Wahrscheinlichkeit an, dass der Zustand |i) besetzt ist, und soll im
Folgenden bestimmt werden. Die nf miissen so normiert sein, dass

N = i nf . (53)
=0

T ist die Temperatur; wir messen kg7 in Energie-Einheiten, wobei kg = 1.3807
10722J/K die Boltzmann-Konstante ist. S ist die Entropie fiir nicht-wechsel-
wirkende Fermionen:

oo

S=—kp )y [nflogn{ + (1 —nl)log(1—nf)]. (54)
i=0

Die explizite Form der n! wird durch Variation der freien Energie festgelegt
(physikalisch: Minimieren von F' = Maximieren der Entropie)

%{F[nf]—)\inf}zo. (55)

=0
Der Lagrange-Multiplikator A (in der Literatur oft auch mit p bezeichnet) heifit
hier “chemisches Potential” und garantiert die Nebenbedingung (53). Die Va-
riation fithrt zu den Fermi-(Dirac-)Besetzungszahlen (s. Ubungsaufgabe 5):

1
F _ _
n; = 1 —|—eﬂ(€i_’\)7 ,3 = l/k‘BT. (56)
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Man erkennt, daf§ stets 0 < nf” < 1 gilt und da8 fiir ¢; — A > kpT die Fermi-
Verteilung in die Boltzmann-Verteilung tibergeht

F

ni — e P9 fir -\ > kpT. (57)

Im Grenzfall T — 0 geht nl’, wie erwartet, in eine Stufenfunktion iiber:

lim nf = —€

Jim n; 0\ —¢€] (58)
und A wird die in Abschnitt 1.1 eingefiihrte Fermi-Energie.

1.3.2 Thomas-Fermi-Modell bei T > 0

Das Thomas-Fermi-Modell bei T' > 0 wird nun ganz analog wie in Abschnitt 1.1
dadurch eingefiihrt, dass wir die quantenmechanische Besetzungszahl durch eine
klassische Besetzungswahrscheinlichkeit — dort (10) — ersetzen. Hier heifit das,
dass wir statt der Fermi-Besetzungszahl (56) die klassische Verteilungsfunktion

1

fr(r,p) = 1+ eAlHE.P) N (59)

verwenden und statt der Summation iiber die ¢ eine Integration {iber den gan-
zen Phasenraum (dividiert durch h®) einfiihren. Dabei wird die Teilchenzahl
(inlusive Spinfaktor 2) zu

oo 2
N = hzs / d’r dr /0 1+ eﬁ[pgz(rianrV(r)—A] (60)
und die Thomas-Fermi-Dichte zu
oo 2
prp(r) = 77217i3 /0 1+ eﬁ[pgzilnpw(r)—x] ' (61)
Nach der Substitution
r= 0T e ) =BV = (- VEUkT  (62)

erhilt man den folgenden Ausdruck
1 (2m\*/? > Uz

Dies ist ein Spezialfall des allgemeinen Fermi-Integrals

F Ty 4
u(’?)—/o e (64)

Diese Integrale sind nur nur konvergent, falls u # —1,—2,—3,... Ihre Eigen-
schaften und diversen Entwicklungen sind in Tabellenwerken zu finden (s. z.B.
[12]). Wir wollen hier nur folgendes erwéhnen:

e Eine Rekursionsformel:
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e Fine asymptotische Formel fiir grofie Argumente:

lim F U D™ 02 10 (-
lim ,,L(n)—u+1 +p(p+1) 7+ 007"+

e Weitere Formeln zur numerischen Berechnung der F),(n) und deren An-
wendung im (erweiterten) TF-Modell finden sich in [13].

Fiir ein dreidimensionales Fermionensystem bei 7' > 0 lautet also die Thomas-
Fermi-Dichte (mit Spin-Faktor 2):

1 2mkgT
prr(r,T) ( z

3/2
=92\ m ) Fipo(n(x,T)). (3d) (65)
Analog findet man fiir die kinetische Energiedichte:

1 K2 (2mkpT\""’
g () BpGeD).  G) (6

TTF(I‘, T) =

Mit der asymptotischn Formel fiir > 1 kann man leicht zeigen, dass im Grenz-
fall T — 0 die alten TF-Dichten (15) und (17) erfolgen:

pTF(I‘,T) — pTF(I‘), TTF(I‘,T) — TTF(I') . (67)
In d = 2 Dimensionen erh&lt man vollig analog
1 (2mkgT
pre@T) = o (=25 ) Fo(n(x,T)), (2d)  (68)
27 h
1 h® [2mkpT\’
o) = ooan (PD) RGeT). @) ()
Dabei kann man Fy analytisch angeben:
Fo(n) =log(1+¢€"), (70)

was in der Ubungsaufgabe 6 durchgefiihrt wird. Dort wird auch gezeigt, dass
fiir A > V(r) im Grenzfall T — oo, N — oo gilt:

d
TTF = 5 kT prF . (71)

Fiir die kinetische Energie pro Teilchen folgt also

TTF .. Ein\ _ d
pTF _1\}1!100< N ) a 2kBT' 72

Dies ist der Gleichverteilungssatz in d Dimensionen. Wir fithren nun noch eine
freie Energiedichte F(r,T) und eine Entropiedichte o(r, T') ein iiber die Integrale

F= / &r F(e,T),  S= / &r o(r, T). (73)

Dann erhalten wir nach einiger Rechnung die folgenden TF-Dichten:

Fre(e,T) = Aprr(e,T) - 2 me(e,T), (74)
orr(r,T) = I@% [V(r) -2+ gTTF(I‘,T)] . (75)
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1.4 Das erweiterte Thomas-Fermi-Modell (ETF) bei 7 =0

Das TF-Modell ist nur im Falle konstanter Dichten p, T etc. exakt. Es funktio-
niert aber auch in Systemen mit variierenden Dichten iiberraschend gut, jeden-
falls fiir mittlere Figenschaften. Dies ist eigentlich ein “unverdienter” Bonus. Wir
werden aber im Verlaufe dieses Kurses immer wieder sehen, dass semiklassische
Niherungen besser funktionieren als eigentlich erlaubt. Dass das TF-Funktional
Trr[p] bei Verwendung von quantenmechanischen, oszillierenden Dichten p(r)
sogar die Oszillationen in der exakten kinetischen Energiedichte 7(r) sehr gut
wiedergibt (jedenfalls fiir grofie N), ist eine noch schwieriger zu verstehende
Uberraschung [5].

Trotzdem lohnt es sich, das TF-Modell systematisch so zu erweitern, dass es
ridumlichen Variationen der Dichte p(r) — und damit des selbskonsistenten mitt-
leren (KS- oder Hartree-) potentials V(r) — Rechnung trégt. Dies wurde schon
1935 von C.F. von Weizsicker [14] gemacht, der eine “Inhomogenititskorrektur”
zum TF-Funktional 777 [p] einfiihrte:

2 2
rlp] = rrelp] + e 0 (76)
mit ¢ = 1/4. Durch die Abhiingigkeit vom Gradienten der Dichte wird jetzt
deren Variation explizit beriicksichtigt; im Grenzfall konstanter Dichte erhilt
man natiirlich das alte TF-Funktional. Die Herleitung v. Weizsickers von (76)
war phinomenologisch; der Koeffizient ¢ wurde anschlieend verschiedentlich
diskutiert und korrigiert.
Im Folgenden soll eine systematische Erweiterung des TF-Modells vorgestellt
werden, in welchem Gradientenkorrekturen vom Typ in (76) sowie weitere Ter-
me hergeleitet werden konnen. Wir folgen dabei genau der Darstellung im Lehr-
buch [3]. Daher stellen wir hier nur die wichtigsten Werkzeuge und Ansitze
sowie die wichtigsten Resultate zusammen; fiir Einzelheiten und Zwischenrech-
nungen verweisen wir auf Kapitel 4 (insb. 4.3, 4.4 u. 4.6) in [3] und einige der
Ubungsaufgaben. Zuniichst einen formalen Vorspann (s. auch 3.1 in [3]).

1.4.1 Zustandsdichte, Laplace-Transformation und Bloch-Dichte

Ausgehend vom Einteilchen-Energiespektrum {e;} definieren wir die sogenannte
Niveaudichte bzw. Zustandsdichte

9(B) =3 d(E-e). (77)

Sie misst die Anzahl der Zustinde pro Energieintervall: g(E) = dN/dE und
kann als die Ableitung einer Zdhlfunktion N(E) aufgefasst werden, welche die
Anzahl aller Zustinde bis zur Energie E angibt:

N(E) = Z O(E —¢€;). (78)

Wichtig ist hierbei, dass die Summen tiiber ¢ immer auch explizit iiber alle Ent-
artungen des Spektrums gehen, also auch {iber die zwei Spinentartungen, wenn
H zeitumkehrsymmetrisch und spin-unabhingig ist. Den entsprechenden Spin-
faktor 2 wollen wir deshalb ab jetzt nicht mehr explizit herausziehen. Unter der
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Annahme, dass ¢; > 0 (was durch geeignete Verschiebung der Energieskala ja
immer erreicht werden kann) und mit der bekannten Beziehung é(z) = 6'(x)
erhalten wir also

d E

SNE) =g(B),  NB)= [ gE)aE. (79)

0

Die Summe der N niedrigsten besetzten Energien ¢; im Grundzustand (ohne
Wechselwirkung!) kénnen wir damit auch durch g(E) ausdriicken:

A
Bps= > €= ZeiQ()\ —€) :/0 Eg(E)dE. (80)

A€

Die obigen Integrale {iber g(E) konnen elegant auch mit Hilfe von Laplace-
Transformationen [15] ausgedriickt werden. Die (einseitige) Laplace-Transfor-
mierte der Funktion f(E) ist definiert als das Integral

colr = [ " e PP {(B) dE = 5(B). (81)

Die Integration geht iiber die reelle Variable E; dabei ist # zunéchst eine belie-
bige komplexe Zahl. Die inverse Transformation lautet (mit reellem € > 0)
1 e+4ioco
IB) =L =5 [ Esds. >0 6
E—100

Diese Integration ist in der komplexen 8-Ebene entlang einer Contour C parallel
zur imagindren Achse im Abstand € > 0 auszufithren. Sie ist in der folgenden
Abbildung illustriert. (Die Kreuze geben hier die Pole der Zustandssumme des
harmonischen Oszillators wieder, welcher in Abschn. 1.4.3 diskutiert wird.) Zur
Auswertung des Contour-Integrals kann man oft den Residuensatz anwenden.

Img /27

Oe Reﬁ
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Einige wichtige Regeln fiir (inverse) Laplace-Tranformationen lauten:
o Lg' [e7s(B)] = F(E~a),
o L5 [5s(B)] = [ F(EVAE, L5 [Bs(8)] = {5 F(B),
o L5 [&s(8)] =-Ef(B),
o L5 =0(B),  LEB]= BT

Die Zustandsdichte g(E) in (77) ist zwar keine Funktion, sondern eine Distri-
bution, aber wir kénnen sie trotzdem Laplace-transformieren und erhalten

E)] = Z e P = 7(B). (83)

Dies ist die groSkanonische Zustandssumme (engl. “grand partition function”),
wenn man £ mit der inversen Temperatur identifiziert: 8 = 1/T. Umgekehrt
gilt dann also

9(B) = L [Z(B)]- (84)
Entsprechend finden wir mit den obigen Regeln aus (78) fiir die Teilchenzahl
1
N =}t [E Z(ﬂ)] (85)
und aus (80) fiir die Grundzustandsenergie
Bp= i |22 20| =an -t | Lz(p)]. (36)
N VT 2
Schliefilich definieren wir die Bloch-Dichtematriz als
O(r,x'; B) = (xle|r') Z ¢ (x ™o, (87)

rechts in der Basis der Eigenfuntkionen von H dargestellt. Sie geniigt der “Bloch-
Gleichung”

0 o .
—% C(r,r';8) = H, C(r,r'; ), (88)

wobei der Hamilton-Operator H, nur auf die Variable r wirkt, mit der Randbe-
dingung
C(r,r';8=0)=é(r-1), (89)

welche direkt aus der Vollsténdigkeit der {¢;(r)} folgt. Mit deren Orthogonalitéit
ergibt das Spur-Integral der Bloch-Dichtematrix die Zustandssumme:

Z(B)=trC = /C(r,r;ﬂ) d’r. (90)

Die “Diagonale” C(r;3) = C(r,r'=r; ) wird oft kurz als “Bloch-Dichte” be-
zeichnet. Daraus konnen wir jetzt auch die Dichtematrix (26) und die lokale
Dichte (6) als inverse Laplace-Transformationen darstellen:

1

sy =5 [Fewrin)|. o=t [Fomn]. o
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1.4.2 Wigner-Kirkwood-Entwicklung

Wigner (1932) und Kirkwood (1933) [16] schlugen eine systematische Entwick-
lung der Bloch-Dichtematrix vor, die es erlaubt, iiber das Thomas-Fermi-Modell
hinauszugehen. Sie soll im Folgenden kurz skizziert werden (fiir Einzelheiten s.

[3], 4.3). Wir stellen zunichst C' = (r|e*5H |r') in einer Basis ebener Wellen dar:
1 _— 5o

I, — 3, ,—ipr' /h _ —BH, zp-r/h‘ 92

Cle.x'B) = [ e ierine s (92)

Das Thomas-Fermi-Modell entspricht dem Fall konstanter Dichte, d.h. dem Fall
eines konstanten potentials V(r) = Vp, in dem eine ebene Welle Eigenfunktion
von H mit Eigenwert p?/2m + Vj ist. Daraus finden wir nach Ausfiihren der p-
Integration und Ersetzen von Vo — V(r) (s. Ubungsaufgabe 4) die TF-Niherung
fiir die Bloch-Dichtematrix in drei Dimensionen:

3/2 o
C 1. Q) — m —BV(r) _ﬁ(’_') 93
TF(raraﬂ) thzﬁ € € . ( )

Im Allgemeinen ist die Wirkung des Operators e~BHx auf eiPr/h in (92) kompli-
ziert, denn bekanntlich ist eA+? # e4 eP ! Wigner und Kirkwood machten nun
folgenden Ansatz:

u(r,p; f) = e PHPT/M = o= BHEw) /My, p; B) (94)

wobei H (p, r) die klassische Hamiltonfunktion (11) ist. Aus der Bloch-Gleichung
(88) folgt daraus eine Differentialgleichung fiir w(r, p; 3)

0
W _m[%(p.vmw—%m-w)
i %[ﬂ2(Vv)zw—,B(AV)w+Aw—2,3(VV‘Vw)a (95)

die mit der Randbedingung
w(r,p; $=0) =1 (96)

gelost werden muss. Die Differentialgleichung (95) ist dquivalent zur Bloch-
Gleichung, und damit zur Schrédingergleichung, und im Allgemeinen auch nicht
einfacher zu 16sen. Sie ldsst aber eine semiklassische Entwicklung in folgender
Form zu:

w(r,p; B) = 1+ hw (v, p; B) + Kwa(r, p; ) + ... (97)

Im Grenzfall i = 0 erhilt man daraus w = 1 und damit die TF-Lésung (93).
Einsetzen der Entwicklung (97) in (95) erlaubt es, durch Koeffizientenvergleich
der einzelnen Potenzen von h sukzessive die einzelnen Differentialgleichungen
fiir die w,, durch direkte Integration iiber 8 zu 16sen. Fiir die lokale Blochdichte
erhilt man aus (97), (94) und (92) die folgende erweiterte TF-Entwicklung;:

Cerr(r,B) = Crr (r,8) {1+ F*x2(r, B) + B*xa(r, B) + ... }. (98)

Wir geben hier nur die erste der Funktionen x, an:

xele,8) = 51— B [VV @ - 1o 57 AV (). (99)

Fiir die Form der hoheren Terme sollen folgende Bemerkungen geniigen:
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e Es treten nur gerade Terme x»; (j = 1,2,...) auf — ungerade Terme
verschwinden bei der Integration [d®p in (92) — so dass Cgrp(r;8) in
(98) nur gerade Potenzen von /i enthilt. [Dies gilt nur fiir “weiche”, d.h.
differenzierbare Potentiale V (r); s. Abschn. 1.7 fiir Billards!]

® x2; enthilt alle moglichen Skalare, die man aus 2j Operatoren V bilden
kann, die jeweils auf V (r) wirken, wobei alle Kombinationen V#V - (VV)¥
mit p + v = 2j vorkommen.

e Fiir die nichtlokale Bloch-Dichtematrix Cgrr(r,r’; ), und bei Spinab-
hingigkeit von H auch fiir Cgrr(r; 8), gibt es auch Terme mit ungeraden
Potenzen von A. Die Wigner-Kirkwood-Entwicklung mit Berticksichtigung
einer Spin-Bahn-Wechselwirkung wurde in [17] hergeleitet.

Nach Einsetzen von (98) in (91) und, nach etwas komplizierterer Rechnung unter
Verwendung der entsprechenden ETF-Entwicklung der nichtlokalen Dichtema-
trix (s. [3], 4.4) findet man so die ETF-Entwicklungen der Dichten:

perr(r) = prr(r)+p(r) +...,
Tgrr(r) = 7rr(r)+n()+..., (100)
mit den folgenden Korrekturen zweiter Ordnung in 7 (relativ zu TF):
1 (2m\?] AV (VV)?
p(r) = -5 <ﬁ> Ve + 0| (101)

Hier sind die Spin-Faktoren 2 explizit enthalten; V' steht iiberall fiir V' (r); beide
Ausdriicke sind mit einer Stufenfunktion §[A—V (r)] zu multiplizieren und gelten
also nur im klassisch erlaubten Bereich.

Man beachte, dass diese Korrekturen an den klassischen Umkehrpunkten, wo
A = V(r) gilt, divergieren (dasselbe gilt fiir die htheren Korrekturen py, 74
etc.). Die Entwicklungen (100) sind also in der Ortsdarstellung nicht direkt
verwendbar; sie konnen aber im Sinne von Distributionen verwendet werden,
da alle notwendigen Integrale dariiber konvergieren. Nach Integration erhilt
man daraus die ETF-Entwicklungen fiir die Teilchenzahl und die Gesamtenergie
nicht-wechselwirkender Teilchen:

N = Ngrr(A\) = Nrp+No+Ns+ ...,
EE‘TF(/\) = Errp+Eys+Es+..., (103)

sowie fiir die Zustandssumme Z(8) und — nach Differenzieren von N()\) gemif
(79) — fiir die Niveaudichte g(E):

To(r)

Zeprr(B) = Zrr(B) + Z2(B) + Z4s(B) + ...,
gerr(E) = grr(E) +g2(E) + g4(E) + ..., (104)
mit
m 3/2
grr(E) = o [@r [@po(E - Hrp) = ﬁ(%) Pr (B V),
1 1/2 4 CAVE)
% (E) = —5o (h2) 6E/ E—vE)’ (105)
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etc., wobei [ "d3r Integration iiber das klassisch erlaubte Gebiet E > V(r)
bedeutet.

Bemerkungen:

e Alle ETF-Entwicklungen integrierter Groflen sind als asymptotische Ent-
wicklungen aufzufassen und sind im besten Falle semikonvergent. Das
heifit, die Korrekturterme werden zuerst kleiner mit wachsender Ordnung
in A; ab einer bestimmten Ordnung werden sie aber wieder grofler oder
gar unendlich. Die Reihe ist dann jeweils vor dem neuen Anwachsen (oder
Divergieren) der Terme abzubrechen.

e Die so abgebrochenen ETF-Reihen ergeben sehr prizise Mittelwerte der
entsprechenden gantenmechanischen Groéflen.

1.4.3 Beispiele
a) 1-dimensionaler harmonischer Oszillator

Fiir das harmonische Oszillatorpotential kennen wir das Spektrum:

V(z) = %w2x2 . e=hw(@+1/2)  i=0,1,2,.. (106)

Die Zustandssumme kann hier als geometrische Reihe aufsummiert werden und
ergibt explizit:
1

2Sinh (§hw) 1on

oo
2(8) =3 e -
=0
Durch Laurent-Entwicklung in (8Aw) findet man direkt die ETF-Entwicklung:

(Bhw)” + 0(5m>‘*} , (108)

Zgrr(B) = Z1r (B) {1 - i

wobei der TF-Term genau der klassischen Zustandssumme entspricht:

1 © *© —B(p%/2mtmw?s? 1
ZTF(/B)Zﬁ/ dp/ do =P/t /2) =

= G (109)

Zustandsdichte, Teilchenzahl und Energie ergeben sich daraus durch direkte
Laplace-Inversion nach den obigen Beziehungen. Wir gehen direkt weiter zum
einem etwas interessanteren Fall.

b) 3-dimensionaler harmonischer Oszillator

Fiir den anisotropen 3-dimensionalen Oszillator
V(z) = % (wie? + wiy® + w22?) (110)
separiert die Schrodingergleichung und das Spektrum ist gegeben durch

1 1 1
€ =hwz<nz+ §)+ﬁwy<ny+ §>+ﬁwz<nz+§> , Ng,Ny,n; =0,1,2,...
(111)

22



Die Zustandssumme Z(3) wird damit einfach zu einem Produkt dreier Aus-
driicke der Form (107) mit den entsprechenden Frequenzen w;, welches wieder
in eine Laurent-Reihe entwickelt werden kann. Damit erhilt man

1

Zerr(B) = m

1
{1 - ﬂng(wg +w +wl)+ (’)(,Bhwi)‘*} . (112)
Die Resultate, die man daraus erhilt, geben wir nur fiir den sphérischen Fall
Wy = Wy = W, = w an; es handelt sich um die endlichen Teile der entsprechenden
asymptotischen Reihen (die weggelassenen Terme sind hier alle unendlich). Die
Zustandsdichte enthilt nur zwei Terme

1 1
E) = E? — - (hw)? 11
() = s [P 0] (113
und die Teilchenzahl ebenso:
1A\ 1/
N =-{—) —={—].
BTF =3 (hw) i (hw) (114)
Die Gesamtenergie hingegen enthilt drei Terme:
LA\ 1 /AN 17
Eprr=hw |- (=) -2 (Z) - =]|. 11
err = fw [4 (hw) 8<hw> 960] (115)

Merke: Ngrr und Egrp enthalten hier einen Spinfaktor 2; ggrr(FE) hingegen
nicht.

Aufgabe: Lose den scheinbaren Widerspruch, dass fOA Eggrr (E) dE nicht den

Term E4 = — &5 hw in (115) liefert.

Lésung: Der dritte Term der ETF-Entwicklung von g(E) wird proportional
zur Ableitung einer §-Funktion: ¢’(E). Da diese divergiert, haben wir sie in
(113) weggelassen. Unter dem Integral fo’\ Egprr (E) dE trigt sie aber den
gewiinschten endlichen Term bei!

Fiir die harmonischen Oszillatorpotentiale, deren Spektren analytisch bekannt
sind, ist es also nicht notwendig, die ETF-Entwicklung der Bloch-Dichte zu
ermitteln, um zu den integrierten Gréflen zu gelangen. Trotzdem wollen wir
hier deren exakte quantenmechanische Form angeben, die analytisch bekannt
ist. Wir geben sie hier fiir den isotropen Fall in d Dimensionen wieder:

’, = H = oy 1
Ceei®) = CRsp) = (53) g ™

exp {— % [R2 Tanh (ﬂ%) + %Coth (’BTM) ] } )

Dabei sind R und s Schwerpunkts- und Relativkoordinaten: R = (r 4+ r')/2 mit
R =|R|,und s = (r—r') mit s = |s|. Auch fiir nicht-isotrope Oszillatorpotentia-
le wie (110) gibt es analytische Ausdriicke, wenn diese auch etwas umstéandlicher
aussehen. Weitere quantenmechanisch exakte Resultate fiir harmonische Oszil-
latoren finden sich in [5, 18, 19].

(116)
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1.4.4 Gradientenkorrekturen zum kinetischen Energiefunktional

Trotz ihrer Divergenz an den klassischen Umkehrpunkten konnen die Dich-
ten (100) formal so weiterverwendet werden, dass man aus ihnen die Faktoren
[A = V(r)] und alle Ableitungen von V eliminiert. Dazu muss man konsistent
bis zu einer Ordnung in / gehen und die Dichte pgrr(r) entsprechenden oft
differenzieren, wobei man héhere Terme in & konsistent weglésst. Dies liefert die
ETF-Entwicklung des kinetischen Energiedichtefunktionals

TeTF[p] = TrFR[p] + T2[p] + Ta[p] + .. . . (117)

und damit der kinetischen Energie nicht wechselwirkender Fermionen

T[] = / & rprelp) = Trelp) + Tolp + Tl +... (118)

Die Korrektur zweiter Ordnung wird

R [1(Vp? 1
=om [36 p +3Ap . (119)
Der erste Term ist die Weizsicker-Korrektur (76), aber mit ¢ = 1/36, also 9 mal
kleiner. Dieser Faktor erweist sich als der richtige fiir Systeme, bei denen die
Dichte sich nur langsam verindert. Im Grenzfall schneller Oszillationen von p(r)
mit kleiner Amplitude ist der urspriingliche Weizsiicker-Koeffizient der richtige
(vgl. [20]). Der zweite Term in (119) ergibt null, wenn man ihn iiber den ganzen
Raum integriert, und tragt also nicht zur kinetischen Energie bei.

Der Korrekturterm 74 [p] enthélt 7 Terme. Da man sich im Allgemeinen aber nur
fiir die integrierte kinetische Energie interessiert, geniigt es hier, sein Integral
anzugeben, das sich nach partieller Integration auf 3 Terme vereinfachen l4sst:

2 2\—2/3 4 2 2
Tylp) = L %/plﬁ 8 (@) —97 <@> % +24 (%)
P P P P

2m 6480
e Das ETF-Funktional (118) wurde in [21] mittels geeignet gemittelter quan-
tenmechanischer Dichten fiir harmonische Oszillator- und Woods-Saxon-
Potentiale getestet. Bis zum Term 4. Ordnung ergibt sich eine hervorra-
gende Konvergenz und Ubereinstimmung mit den gemittelten kinetischen
Energien. Analoge Tests wurden fiir atomare Dichten in [22] durchgefiirt.

T2[p]

d3r.

(120)

Bemerkungen:

e Das Funktional (118) eignet sich gut fiir semiklassische Dichtevariations-
rechnungen. Die Gleichung (28) wird dabei zu einer nichtlinearen Differen-
tialgleichung 4. Ordnung in p(r), die i.A. nicht analytisch lésbar ist. Ein
16sbares Beispiel bis zur 2. Ordnung wird in Ubungsaufgabe 7 behandelt.

e Dichtevariationsrechnungen mit (118) bis zur 4. Ordnung wurden fiir Ker-
ne in [13, 23, 24] und fiir Metallcluster in [25, 26, 27] durchgefiihrt.

e Das Funktional T4[p] wurde von R. Murphy [28] berechnet.

e Die Verallgemeinerung der WK-Entwicklung und damit des ETF-Modells
auf endliche Temperaturen ist aufwendig, aber analytisch durchfiihrbar.
Fiir eine Darstellung verweisen wir auf [3] (Abschn. 4.4.3) und auf [13, 23],
wo auch Anwendungen in der Kernphysik durchgefiihrt wurden.
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1.5 Bosonensysteme bei endlichen Temperaturen

Die grundlegenden Ideen des Thomas-Fermi-Modells und seiner Erweiterungen
kénnen auch auf Systeme von N identischen Bosonen (mit ganzzahligem Spin
s=0,1,2,...) angewandt werden, nur muss dann deren Statistik beriicksichtigt
werden: die Gesamtwellenfunktion ¥ fiir identische Bosonen muss symmetrisch
unter Vertauschung eines beliebigen Paars sein. Fiir N nicht-wechselwirkende
Bosonen, die der Schrodingergleichung (1) mit dem Hamilton-Operator (2) genii-
gen, wird also ¥ ein symmetrisiertes Produkt von Einteilchen-Wellenfunktionen
¢;(r). Im Unterschied zu Fermionen kénnen Bosonen einen bestimmten Quan-
tenzustand beliebig oft besetzen. Da wir gleich von Bosonen bei endlichen Tem-
peraturen sprechen wollen, genehmigen wir uns zuerst wieder einen kleinen Vor-
spann iiber ihre Quantenstatistik.

1.5.1 Quantenstatistik von Bosonen

Fiir ein groflkanonisches Ensemble von identischen Bosonen ohne Wechselwir-
kung fithren wir wieder statistische Besetzungszahlen n? ein. Die freie Energie
F nach Helmholtz und die mittlere Teilchenzahl N sind durch dieselben Glei-
chungen (52) und (53) wie in Abschn. 1.3.1 gegeben:

o o
F=>enf-TS, N=)Y nf. (121)
i=0 =0

(Die Summe iiber 4 soll hier sdmtliche Entartungen, also auch allfillige Spin-
Faktoren 2s + 1, beinhalten.) Der Ausdruck fiir die Entropie nicht-wechselwir-
kender Bosonen lautet

S=kg Z [(n? + 1) log(nf + 1) — nf logn?] . (122)
=0

Wenn wir wieder die Variation (55) durchfiihren — aber nun nach den n? —

erhalten wir (s. Ubungsaufgabe 8) die Bose-(FEinstein-)Besetzungszahlen:

1
B _ —

N = ey A= UksT, (123)
welche nun beliebige positive Werte haben kénnen: 0 < nP < oco. Damit sie
positiv bleiben, sehen wir, dass das chemische Potential A immer kleiner als der
niedrigste Eigenwert ¢y sein muss:

A<e<e<... (124)

Fiir ¢; — A > kpT gehen die n? ebenso wie die Fermi-Besetzungszahlen in (57)
in die klassischen Boltzmannverteilungen e~?¢ iiber.
Im Grenzfall T — 0 ist der Grundzustand gegeben durch

N fir i=0,

i ={ 0 fir i>0. (125)

Das chemische Potential A liegt dabei dicht unter €, so dass nf den endlichen
Wert N hat. Die symmetrische Wellenfunktion des Grundzustandes lasst sich
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dann schreiben als das einfache Produkt

N
T (r1, 12, ..., TN) = H Po(ri) - (126)
i=0

1.5.2 Das Bose-Einstein-Kondensat (BEC)

Fiir N > 1 stellt (126) einen koh#renten, makroskopischen Quantenzustand
dar, das sogenannte Bose-Einstein-Kondensat (BEC). Dies ist allerdings ein
idealisierter Zustand ohne Wechselwirkung. In der Praxis mufl die Wechselwir-
kung zwischen den Bosonen jedoch beriicksichtigt werden; sie kann repulsiv
oder attraktiv sein. Theoretisch wird sie iiblicherweise in mean-field Niherung
beschrieben. Bei Experimenten muf die Rekombination (d.h. Bindung) mehre-
rer Bosonen vermieden und somit die Teilchendichte mdglichst klein gehalten
werden. Deshalb kann die Wechselwirkung oft als schwach angenommen wer-
den; sie wird dann durch die sog. Gross-Pitayevski-Gleichung [29] beschrieben.
Im Falle eines Kondensats mit Superfliissigkeit greift man auf die Hartree-Fock-
Bogolyubov-Theorie zuriick. Fiir Darstellungen dieser Theorien verweisen wir
auf zwei kiirzlich erschienene Biicher [30, 31].

Experimente zur Erzeugung des BEC wurden bisher meist an neutralem *’Rb,
23Na und “Li mit gerader Neutronenzahl durchgefiihrt. (Der Grund hierfiir liegt
darin, daf§ die Gesamtzahl von Elektronen, Protonen und Neutronen im Atom
dann gerade und der Gesamtspin folglich ganzzahlig ist, da sowohl Elektronen,
Protonen als auch Neutronen halbzahligen Spin besitzen. Das Atom insgesamt
ist dann also ein Boson.) Diese Atome werden nun in magnetische Fallen ge-
bracht und gekiihlt. Die duere Form des Fallenpotentials V.. (r) kann hierbei
meist als harmonisch, aber anisotrop angenommen werden:

Vet (r) = % (wia® + wly® + w22?). (127)
Oft besitzt es axiale Symmetrie: w, = wy = w,. Durch Variation des Verhalt-
nisses w,; : w, koénnen verschiedene Deformationen gewihlt und dabei auch
extrem oblate, quasi-zweidimensionale (w, >> w, ) oder extrem prolate, quasi-
eindimensionale Systeme (w, < w, ) erzeugt werden.

1.5.3 Ideale Bosonen im harmonischen Oszillator

Um den wichtigsten (und einfachsten) Aspekt des BEC, niamlich die makro-
skopische Besetzung des Grundzustands €y, zu illustrieren, diskutieren wir kurz
ein System von N nicht-wechselwirkenden Bosonen (mit Spin s = 0) in einem
harmonischen Potential von der Form (127). Thre Dichte

p(e,T) = |¢i(x)" nf (T) (128)
=0

mit den in (123) angegebenen nP kann auf dem Computer leicht numerisch
berechnet werden, indem man fiir ¢;(r) die bekannten Hermite-Polynome (mal
GauB-Funktionen) verwendet. In der folgenden Abbildung zeigen wir links das
chemische Potential A(T') und rechts die relative Besetzungszahl nZ(T)/N des
Grundzustands als Funktion der Temperatur (in Einheiten von Aiw), gerechnet
fiir N = 10* Bosonen im sphérischen 3-dimensionalen Oszillatorpotential.
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Man erkennt deutlich, dass oberhalb einer kritischen Temperatur von kgT, ~
9 hw die Besetzungszahl des Grundzustands nZ(T) <« N ist, wihrend sie un-
terhalb T, relativ rasch in die GréBenordnung von 1 kommt. Die Funktion A(T")
liegt fiir T < T, dicht unter der Grundzustands-Energie ¢y = 1.5 hw, hat bei
T ~ T, einen Knick und fallt dann oberhalb T, steil ab. Dieser Knick kenn-
zeichnet den Phaseniibergang zum Bose-Kondensat. Je grofler die Teilchenzahl,
desto schirfer ist der Knick, was bedeutet, dass der Phaseniibergang nur im
Grenzfall grofler N wohldefiniert ist.

In der nichsten Abbildung zeigen wir links die Dichten p(r) nach (128) fiir
verschiedene Temperaturen; diesmal gerechnet fiir N = 132 Bosonen im iso-
tropen 2-dimensionalen Oszillatorpotential. (Rechts werden die entsprechenden
Dichten im TF-Modell gezeigt, das im folgenden Abschnitt diskutiert wird.)

2d HO, N=132, gm 2d HO, N=132, TF
—— kgT =12 \ —— kgT=12
-—- KkgT=10 \ -—- KkgT=10
—— KT.=896 | —— KkeT.=896
keT =8 304 S kgT=8
keT =6 \ s kgT=6
—— KkgT =4 0 —— keT =4

p(r)

Die kritische Temperatur ist hier zufilligerweise auch kT, ~ 8.96 hw (ih-
re Abhingigkeit von N und der Dimensionalitit wird unten diskutiert). Fiir
T 2 10 hw sind die Dichten ziemlich flach; unterhalb T, aber zeigen sie einen
schnell anwachsenden Peak bei r = 0, der das Kondensat wiederspiegelt: im

Grenzfall T — 0 wird die Dichte wegen der Form von 11153) in (126) eine einfache
GaufB-Funktion, multipliziert mit N:

p(r) — Nlgo(r)|*> o< Nexp (—% r2) . (129)
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1.5.4 Thomas-Fermi-Modell fiir Bosonensysteme bei 7" > 0

Das Thomas-Fermi-Modell fiir Bosonen in d Dimensionen kénnen wir nun ganz
analog zu dem fiir Fermionen bei 7' > 0 in Abschn. 1.3.2 dadurch einfiithren, dass
wir die Besetzungszahlen n? in (123) durch eine klassische Bose-Verteilungs-
funktion fp ersetzen

1

fe(p,r) = BHPD-A _ 1’ (130)

wobei H (p, r) wieder die klassische Hamiltonfunktion (11) ist, und alle Summen
durch Integrale iiber den 2d-dimensionalen Phasenraum (dividiert durch h%)
ersetzen. Damit fp positiv bleibt, muss nun das chemische Potential A kleiner
als das Minimum der klassischen Energie, also A < min V (r) sein. Dies erweist
sich als ein Nachteil der semiklassischen Theorie, da sie die quantenmechanische
Nullpunktsenergie €g nicht erfasst, die ja bekanntlich iiber min V (r) liegt!

Mit denselben Substitutionen wie in (62) fithrt uns dies unter der Verwendung
der Bose-Integrale

oo mu
auf einfache Ausdriicke fiir die Dichten, die identisch zu denen der Fermionen
in (65) - (69) sind, wenn man jene durch einen Spinfaktor 2 dividiert und die
F,(n(r)) durch die B, (n(r)) ersetzt. Wieder kénnen wir By(n) analytisch ange-
ben:

Bo(p) = —log(1 —e"). (132)
Damit wird die TF-Dichte fiir ein Bosonensystem in d = 2 Dimensionen zu
T
prp(e,T) = — 2L o [1 - e-veesT] (133)
2rh?

Als Beispiel fiir die Qualitit dieser Niherung zeigen wir im rechten Teil der obi-
gen Abbildung die TF-Dichte (133) fiir N = 132 im isotropen 2-dimensionalen
harmonischen Oszillatorpotential, und zwar fiir dieselben Temperaturen wie bei
den quantenmechanischen Resultaten im linken Teil. Fiir T 2 10, also ober-
halb der kritischen Temperatur T, gibt prr die quantenmechanischen Dichten
gut wieder. Bei und unterhalb T, macht sich jedoch das Fehlen der Nullpunkt-
senergie dadurch bemerkbar, dass die Skalierung der Resultate nicht optimal
funktioniert. Trotzdem werden aber auch die qualitativen Aspekte bei T < T,
richtig wiedergegeben, insbesondere der schmale Peak im Grenzfall T — 0.
Das Problem der fehlenden Nullpunktsenergie zeigt sich auch, wenn wir die
Funktion A(T) betrachten, die aus den klassischen Boseverteilungen (130) mit
dem Integral

N = %/ddr /ddpr(r,p) = /ddTPTF(I‘aT) (134)

und Iteration von A bei jeder Temperatur folgt, und sie mit dem quantenme-
chanischen Resultat vergleichen. In der néchsten Abbildung zeigen wir A(T") fiir
den 2-dimensionalen isotropen harmonischen Oszillator mit verschiedenen Teil-
chenzahlen N, sowohl quantenmechanisch (ausgezogene rote Linien) als auch im
TF-Modell (gestrichelt) gerechnet.
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Wir sehen, dass das TF-Modell A(T) fiir T > T, exakt wiedergibt, aber auch die

Lage des Knicks und damit die ungefihre kritische Temperatur 7T,. Die Uber-

einstimmung fiir T, wird besser fiir groflere N. Fiir T < T, jedoch geht Arp(T)
gegen 0, da dies dem Minimum des Oszillatorpotentials und damit der klas-
sischen Grundzustandsenergie Ey = 0 entspricht, wohingegen A, (T') korrekt
gegen €g = 1 hw geht.

Wir wollen nun noch die kritische Temperatur 7T, fiir Bosonen in isotropen
harmonischen Potentialen abschiitzen. Das TF-Resultat (133) fiir die Dichte

konnen wir fiir das Potential V(r) = mw?r?/2 analytisch integrieren, wenn wir
geeignete Substitutionen und die Taylor-Entwicklung des Logarithmus

— 1
log(1—2z) = — Z Ew" (lz| < 1)
n=1

(135)
vewenden. Wir erhalten dann fiir das Integral (134) mit d = 2 das Resultat

— kBT2OO L o\/ksT

— (136)
n=1

Oberhalb der kritischen Temperatur 7., wo X negativ ist, konvergiert diese Sum-

me. Fiir A > 0 wiirde es divergieren, aber dies kommt ja nicht vor. Die kritische

o0

Situation, wo N gerade eben noch konvergiert, ist der (wenn auch falsche) klas-
sische Grenzfall A = 0. Die Summe ist dann bekannt:

1 2
> S = (137)
n=1
Die Temperatur, bei der dies passiert, konnen wir mit der kritischen Temperatur
T. identifizieren, so dass folgt
kpT.\” n? 6N
N = - = T, =
( hw ) 6 hoTe = fu w2
Die Summe in (137) ist ein Spezialfall der Riemannschen ¢-Funktion:

ey (138)

> =)

(Red>1)

(139)
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mit

w2

((2) =5 =164493...,  ((3) =1.202057. ., (140)

usw. Es erweist sich nun, dass die Summen (139) genau bei der Berechnung von
(134) fiir isotrope harmonische Oszillatorpotentiale in d Dimensionen heraus-
kommen, also

N= (%)dqd) S keT = hw (%)l/d. (141)

Bekanntlich divergiert ((1); in d = 1 Dimension konvergiert N also auch nicht
fiir A = 0. In der Tat findet man in einer Dimension — auch in quantenmecha-
nischen Rechnungen — keinen wohldefinierten Phaseniibergang zu einem Boso-
nenkondensat! Wenn man die Beziehung (141) mit den Werten in (140) fiir die
Abschitzung von T, in zwei und drei Dimensionen verwendet, findet man, dass
diese die entprechenden Positionen des Knicks in den obigen Kurven A(T) fiir
die verschiedenen Werte von N sehr gut wiedergibt.

Fiir kleine Teilchenzahlen N werden die TF-Abschitzungen (141) weniger gut.
Man kann sie dann verbessern, indem man die ETF-Korrekturen aus der Wig-
ner-Kirkwood-Entwicklung beriicksichtigt. So findet man z.B. in d = 3 Dimen-
sionen den folgenden niichsten Term:

was nach Losen der kubischen Gleichung fiir T, folgende Entwicklung liefert:

NN @ s a3
kBTc_hw(<(3)) {1 27[«3)]2/31\7 +O(N )}. (143)

Diese (E)TF-Abschitzungen der kritischen Temperatur T, basierten auf dem
Oszillatormodell, das fiir die Experimente in harmonischen Fallen relevant ist.
Man findet dort in der Tat auch Kondensate in quasi-zweidimensionalen Fallen.

Um nun den Einfluss von der Form des Fallenpotentials V (r) auf die kritische
Temperatur zu untersuchen, wihlen wir einen alternativen Zugang (vgl. auch
[31]). Statt (134) kénnen wir die Teilchenzahl N auch wie in (79) als Integral
iiber die Zustandsdichte schreiben:

> 1

NO,T) = / 9(E)np(EAT)E,  np(BAT) =~

0 o (14

wobei g(F) die Zustandsdichte bei T = 0 ist, die ja nicht von der Statistik
abhingt, und der Effekt der Statistik tiber die Bosefunktion np erfasst wird.
Fiir eine ganze Reihe von Potentialen geht nun die mittlere Zustandsdichte, die
man im TF-Modell erhilt, wie eine Potenz von E (s.a. Abschn. 1.6, 1.7):

grr(E) = co B, (145)

wobei ¢, konstant ist. Fiir harmonische Oszillatoren in d Dimensionen z.B. ist
o = d, fiir ein freies 3-dimensionales Gas ist o = 3/2, etc. Wie vorhin schétzen
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wir nun die kritische Temperatur 7, ab, indem wir verlangen, dass A = 0 bei
T =T,, und erhalten damit

oo
1
Wenn wir nun die Bosefunktion in Potenzen der “Fugazitit” e~ F/k8Te ent-
wickeln und die Integraldarstellung der Gammafunktion
o0
o) = / z* e % dr (147)
0
sowie die Form (145) von grr(E) benutzen, erhalten wir
N =c¢, () ((a) (kpT.)*. (148)
Damit wird die kritische Temperatur abgeschétzt durch
Nl/a
kBTc = —1/0[ . (149)
[caT'(a)¢()]

Fiir harmonische Oszillatoren in o = d Dimensionen gibt dies dasselbe Resultat
wie in (141).

Wenn wir nun das Fallenpotential durch ein Kastenpotential mit unendlich stei-
len reflektierenden Winden (ein sog. Billard) beschreiben, dann geht die Ni-
veaudichte (145) in d = 3 Dimensionen mit @ = 3/2 (s. Abschn. 1.6) wie bei
einem freien Gas, und wir erhalten mit ((3/2) = 2.612... ein endliches 7. Fiir
ein 2-dimensionales freies Gas, und damit auch fiir ein 2-dimensionales Billard-
Potential, ist hingegen « = 1 und N in (148) divergiert, so dass T, = 0 wird.
Das heif3t, man sollte fiir 2-dimensionale ideale Bosonensysteme, die durch stei-
le Winde festgehalten werden, kein Kondensat erwarten. In der Tat ergeben
quantenmechanische Berechnungen nur bei Beriicksichtigung der Wechselwir-
kung sogenannte Quasi-Kondensate in 2 Dimensionen.

Die obigen Abschitzungen erfolgten alle ohne Wechselwirkung zwischen den Bo-
sonen. Das BEC ist aber sehr empfindlich auf die Wechselwirkung (wie soeben
fiir d = 2 festgestellt); allerdings konnen dafiir nur quantenmechanische Rech-
nungen relevante Resultate ergeben. Trotzdem finden die TF-Abschitzungen
(148) der kritischen Temperaturen oft gute Anwendung. Fiir weitere semiklassi-
sche Korrekturen, die z.B. die Deformation des Fallenpotentials, den Effekt der
Nullpunktsenergie, oder niherungsweise auch die Wechselwirkung beriicksichti-
gen, verweisen wir auf die Literatur (s. [30, 31]).
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1.6 Die Euler-MacLaurin-Formel

Eine alternative Herleitung der semiklassischen ETF-Entwicklung basiert auf
der Euler-MacLaurin-Formel (s. [12], Gl. 23.1.30). Sie kann angewandt werden,
wenn das Quantenspektrum {e;} explizit bekannt ist. Besonders niitzlich ist sie
im Falle von Potentialen mit unendlich steilen Wianden, sogenannten Billards.
Bei diesen versagt die Wigner-Kirkwood-Entwicklung, da alle Ableitungen von
V(r) an den Winden divergieren. Hier ist die Fuler-McLaurin-Formel:

Sei f(z) im Intervall € [a, b] auf der reellen Achse (2k + 2)-mal stetig differen-
zierbar. Wir teilen [a, b] in N gleiche Intervalle der Linge h = (b — a)/N. Dann
existiert ein § mit 0 < # < 1 so, dass

al 1[0 1
S sarnn) = 5 [ s de U@+ 0]

K p2k—1

+ 3 oy B £ ) - 7 ()]

h2K+2 N-1
+m Bokya Y f®*)(a+kh+6h). (150)
’ k=0

Der letzte Term ist eine Fehlerabschitzung und wird fiir geniigend kleine h
vernachléssigbar. Die Koeffizienten By sind die Bernoullischen Zahlen

1 1 1
— B:—— = —
6’ 4 30’ 67 497

Da die By, fiir k > 7 grofler als 1 werden und dann schnell anwachsen (s. [12],
Tab. 23.2), stellt (150) eine asymptotische, semi-konvergente Reihe dar, die aber
fiir gentigend kleines h dennoch sehr niitzlich ist. Die hiufigste Anwendung
findet sie als Summationsformel zur numerischen Berechnung von Integralen.
Hierzu 16st man nach f: f(z) dz auf. Im einfachsten Fall (K = 0) erhilt man
die sogenannte Trapez-Regel (siehe [32], Gl. 4.1.3)

By = (151)

b N
/ f@)de =0 fla+nh) %h[f(a)+f(b)]. (152)
a n=0

Oft wird die Trapezregel betrichtlich verbessert, indem man bis zur Ordnung
K =1 geht. Die zusétzliche Korrektur lautet dann h? [f'(a) — f'(b)]/12, so dass
der Fehler dann von der Gréenordnung O(hS) ist. Zu beachten ist hierbei, dass
dann selbst im Falle von f'(a) = f'(b) = 0 der Fehler der Trapezregel weiterhin
von der Ordnung O(h®) bleibt. Oft wird diese dann numerisch genauer als die
hiufig verwendete Simpson-Regel (s. [32], Gl. 4.1.4).

In den folgenden drei einfachen Beispielen soll die Formel (150) nun aber zur
Herleitung der ETF-Entwicklung verwendet werden.

1.6.1 Beispiel: 1-dimensionaler harmonischer Oszillator

Die Zustandssumme des eindimensionalen harmonischen Oszillators lautet

Z(B) =) e P2 e = hw(n+1/2). (153)
n=0
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Diese Summe koénnen wir natiirlich exakt aufsummieren, wie in Abschn. 1.4.3
erwidhnt. Das exakte Resultat (107) fiir Z(8) kann dann in eine Laurentrei-
he nach Potenzen von SBhw entwickelt werden, siehe (108). Dasselbe Resultat
erhalten wir aus (150). Dazu wihlen wir

f(z) = e Phole+1/2), a=0, b=oo, h=phw. (154)
Dann liefert (150) direkt
Z(IB):(;ﬁﬁw/2 L+l+iﬂhw+... . (155)
Bhw 2" 12

Wenn wir zusitzlich den Faktor e=#"/2 in Potenzen von (ffiw) entwickeln,

erhalten wir das Ergebnis (108) der Wigner-Kirkwood-Entwicklung
1

ZpTr(B) = i

1 3
= 5 Bhw + O[(Bhw)?]. (156)

1.6.2 Beispiel: 1-dimensionales unendlich hohes Kastenpotential

Das Spektrum eines 1-dimensionalen Potentialtopfs der Breite L mit unendlich
hohen reflektierenden Winden lautet

9 2 h?
GHZELTL 5 EL:W’ 17/:1,2,3,... (157)
Demnach wird die Zustandssumme:
> 2 > 2
ZB) =Y e Flm =N e AP . (158)
n=1 n=0

Diese Summe kénnen wir nicht leicht exakt ausrechnen. (In Abschn. 3.1 werden
wir sehen, wie es trotzdem geht!) Daher ist die Euler-MacLaurin-Formel hier
sehr niitzlich. Wahlt man

flz) = e*wZ; a=0, b=o0, h=+/BEL, (159)
dann findet man das Resultat:
o0 o0
et 1/ R N BV |
e ~ = [ e 4= A 160
; h Jo 2 JBE, 2 2 (160)

Obwohl es formal keine hoheren Terme gibt, da alle ungeraden Ableitungen von
f(z) an den Endpunkten hier null sind, ist dieses Resultat nicht exakt! Es fehlen
die quantenmechanischen Oszillationen; diese werden in Abschn. 3.1 besprochen
werden. Die Zustandssumme des eindimensionalen Potentialtopfes lautet also in

der ETF-Niherung
1 s 1
Zprr(B) = 21/ GEL 2 (161)

Fiir die Zustandsdichte findet man durch inverse Laplace-Transformation (s.
Abschn. 1.4.1):

1 1

(E), (162)
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wobei der Term 6(E) nicht endlich zur Zustandsdichte beitrigt, jedoch fiir die
Teilchenzahl berticksichtigt werden muss:

(163)

1.6.3 Beispiel: 2- und 3-dimensionale Rechteckbillards

Fiir ein Rechteckbillard in 2 Dimensionen mit Kantenlingen A und B ist das
Spektrum separabel

2R (0?12 \ \
enl:%<ﬁ+§>=EAn +EBl, n,l=1,2,... (164)

und die Zustandssumme wird ein Produkt

Z(B) = Za(B) Zs(B) (165)

aus den Ausrdiicken fiir 1-dimensionale Billards:

e _8EL 2 71'2h2
Zp, =) e PPun, Ep=5—s, Li=AB. (166)
[

Hieraus folgt sofort

s - G
- g Vim0

Als Zustandsdichte erhilt man

2mAB 1 / 2m 1
E = — 2A ” -

Man erkennt, dass hier die Geometrie des Billards mit dem Umfang 24+2B
und dem Flacheninhalt AB eingeht. Der letzte Term tragt wieder nur zur Teil-
chenzahl N bei.

Fiir eine dreidimensionale Box mit Kantenlingen A, B, C geht alles analog. Man
erhilt (s. Ubungsaufgabe 10)

wre®) = g () VBV L (2)o
1 (2_m>1/2i L-Ltam. (169)

Hierbei ist V' = ABC das Volumen der Box, O = 2(AB + AC + BC) die
Oberfliche und L = 4(A + B + C) die Summe der Kantenliingen der Box.
Dieser allgemeine Zusammenhang zwischen dem Spektrum der Eigenmoden ei-
nes beliebigen Hohlkdrpers (Billards) und seiner geometrischen Form wird im
Zusammenhang mit der Weyl-Entwicklung im nichsten Abschnitt weiter disku-
tiert.

l\DI»—l
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1.7 Die Weyl-Entwicklung

Hermann Weyl hat sich bereits im Jahre 1911 iiber die mittlere Dichte der
Eigenmoden eines Hohlraums mit reflektierenden Wéanden Gedanken gemacht.
Die Helmholtz-Gleichung hierfiir lautet

A(r) = E*¢(r) (170)
mit zwei iiblichen Arten von Randbedingungen (RB):
e a) Dirichlet: ¢¥(r) =0 am Rand,

e b) Neumann: Z4(r) =0 am Rand.

Hierbei ist n die Normale zum Rand. Die Dirichlet-RB entspricht der physika-
lischen Situation von stehenden Wellen mit Knoten entlang der Berandung. In
zwei Dimensionen ist (170) identisch mit der Wellengleichung fiir die Schwin-
gungen einer Membran, die entlang der Berandung fest eingespannt ist.
Fiir ein Teilchen im Inneren des Hohlraums — in diesem Zusammenhang oft
Billard genannt — ist (170) identisch mit der stationédren Schrodingergleichung
h? 5  2mE
—%Alb(r) = E¢(T); k= = B2 )
die ebenfalls mit einer der obigen RB gelést werden muss. Diese machen (170)
und (171) zu Eigenwertgleichungen mit diskretem Spektrum {e;}:

(171)

M) = KO(), K=

Weyls Vermutung fiir den mittleren Anteil der Dichte der Eigenmoden ¢;, d.h.
der Zustandsdichte, war

§(B) = - (2—’")3/2\/va L (Qm) 0. (173)

€ - (172)

472 \ h2 167 \ h2

mit dem minus-Zeichen fiir die Dirichlet- und dem plus-Zeichen fiir die Neu-
mann-Randbedingung. Dabei ist V' das Volumen und O die Oberfliche des
Hohlraums, unabhéingig von dessen geometrischer Form.

Der mathematische Beweis der Vermutung (173) stellt ein schwieriges mathe-
matisches Problem dar und konnte erst in den 1950er Jahren teilweise durch
asymptotische Entwicklung von g(FE) fiir grole E bewiesen werden. Die fol-
genden Terme der Entwicklung konnten hierbei nur fiir spezielle Situationen
bestimmt werden. Wir verweisen auf ein Buch [33] iiber die Geschichte dieses
Problems (bis 1976) und viele Details, auf die wir im Folgenden nicht eingehen
konnen.

Fiir einen dreidimensionalen Hohlraum mit weichem, konvexem Rand — also
ohne Kanten oder Ecken — welcher mindestens zweimal stetig differenzierbar
ist, gilt im Falle Dirichletscher Randbedingungen tatséichlich die Formel von
Weyl, erweitert durch einen dritten Term:

J(B) = (B = L (2 S/QJEV—L Zm o
G =IBTEE) = g (2 167 \ 12

1 /2m\'? 1
— () 174
+Hﬁ(m) =0+ (174)
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Im allgemeinen ist die Reihe unendlich mit wachsenden negativen Potenzen von
VE. Die auftretenden geometrischen GroBen sind erneut das Volumen V = ¢ dV/
und die Oberfliche O = ¢ dS der Berandung, sowie die mittlere Kriimmung

1 1/1 1
C_fi(n1+ﬂg)d5—]{§(R—l+R—2)dS- (175)

Fiir eine Kugel mit Radius R gilt demnach V = 47R3/3, O = 47R? und C =
47 R.

Fiir dreidimensionale Billards mit Kanten und Ecken sind die ersten zwei Terme
der Weyl-Entwicklung (174) (mit Volumen und Oberfliche) wohldefiniert und
stimmen mit den ETF-Resultaten iiberein, die man aus der Euler-MacLaurin-
Formel gewinnen kann, s. z.B. das Resultat fiir die 3d-Box in (169). Fiir den
“Kriimmungs-Term” o 1/v/E gibt es allerding in 3d bei Vorliegen von Ecken
und Kanten keine allgemeinen Formeln.

Fiir ein zweidimensionales Billard mit stiickweise differenzierbarer konvexer
Randkurve gilt:

9(E) = gurr(E) = L (Z—m)F =1 (2—m) s L+Cod(E). (176)
47 \ h? 8 \ A2 VvVE

Wiederum gilt das obere Vorzeichen fiir Dirichlet- und das untere fiir Neumann-

RB; der letzte Term triigt nur zur Zahlfunktion N(E) = Jo G(E)dE bei. F =

¢ dS entspricht der Fliche und L = § dl der Randliéinge des Billards. Der Term

mit Cy gilt nur fiir Dirichletsche RB und lautet

1
Co=K + ;c(ai), K= %E(Z) dl. (177)
Hierbei wird die Integration stiickweise entlang den stetig differenzierbaren Tei-
len der Berandung durchgefiihrt, wobei x(l) die Kriimmung entlang der Rand-
kurve entspricht. Der verbleibende Term ist eine Ecken-Korrektur:

2 2

2471’0£i )
Hierbei ist «; der innere Winkel zwischen den Tangenten an der i-ten Ecke. Fiir
Rechtecke gilt kK = 0 und «; = 7/2 so, dass ¢(a;) = 1/16 und Cy = 1/4 wird,
wie wir dies in (168) auch aus der Euler-MacLaurin-Formel gefunden haben.

coa;) = (178)

Die Bestimmung htherer Terme der Weyl-Entwicklung beschiftigt die Mathe-
matiker noch heute. Fiir zweidimensionale Billards mit analytischer Randkurve
konnten allgemeine Formeln angegeben werden [34]; fiir das Kreisbillard sind
dort die ersten 31 Koeffizienten der Weyl-Entwicklung angegeben! Ahnlich konn-
te die Weyl-Entwicklung fiir d-dimensionale Kugelbillards analytisch angegeben
werden [35].

Die Essenz der Weyl-Formel (173) ist, dass die Geometrie des Billards das Quan-
tenspektrum ¢; und damit g(E) und g(E) eindeutig festlegt. Die Frage, ob dies
auch umgekehrt gilt, also ob Billards mit gleichem Eigenwertspektrum auch
notwendigerweise dieselbe Geometrie besitzen, wurde erstmals 1966 von M. Kac
gestellt in der beriihmten Formulierung “Can you hear the shape of a drum?”
[36]. Die Antwort wurde erst 1991 von Gordon et al. [37] gegeben, indem sie zwei
unterschiedliche Billardformen konstruierten, welche exakt dasselbe Spektrum
aufweisen.
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2 Semiklassische Quantisierung von integrablen
Systemen

2.1 Die “alte” Quantentheorie von Niels Bohr

Im Jahre 1911 folgerte Rutherford aus seinen Versuchen, in welchen er He-
liumkerne an Goldatomen streute, dass Atome aus einem positiv geladenen,
zentralen Kern und einer umgebenden Hiille aus Elektronen bestehen miissen.
Der Atomkern hat Ausmafle im Femtometerbereich (1fm =10~'%m), wihrend
das gesamte Atom einen Radius im Angstrombereich (1A =10"""m) besitzt.
Das einfachste auf diesem Bild basierende quantitative Atommodell wurde im
Jahre 1913 von Niels Bohr eingefiihrt mit der Annahme, dass die Elektronen des
Atoms Kreisbahnen um den Kern beschreiben. Da Elektronen auf Kreisbahnen
eine beschleunigte Bewegung durchfiihren, sollten sie nach der Maxwell-Theorie
elektromagnetische Strahlung abgeben und dabei Enerige verlieren und schlief3-
lich in den positiv geladenen Kern abstiirzen. Um zu erkldren, dass die Elektro-
nenbahnen stabil sind, postulierte Bohr, dass ihr Drehimpuls L ein ganzzahliges
Vielfaches des Planckschen Wirkungsquantums h sein miisse:

L=nh, n=12,... (179)

Das Wirkungsquantum h = 27h wurde von M. Planck im Jahre 1901 zur Be-
schreibung der Schwarzkorperstrahlung eingefiihrt. Es besitzt dieselbe Dimen-
sion wie ein Drehimpuls, ndmlich Lange mal Impuls = Energie mal Zeit. Das
Bohrsche Postulat (179) hat zur Folge (siehe Ubungsaufgabe 11), dass die mog-
lichen Energien der Elektronen quantisiert sind:

4
1
me n=12

En:_Wﬁa [t

(180)
Durch die zusitzliche Annahme, dass die Elektronen nur beim Ubergang zwi-
schen zwei erlaubten Energienivaux (E,, > E,) Strahlung mit einer Energie
hv = AE = E,, — E, abgeben diirfen, erhielt Bohr daraus die bereits 1890
empirisch von Rydberg gefundene Formel

v=R (% - %) (m >n) (181)
und bestimmte dadurch den empirischen Wert der Rydberg-Konstante R = 3.29
10*%s71 als R = me?/4nh?, das allein durch die Naturkonstanten e, m und h
festgelegt wird. Fiir m = 2 erhilt man aus (181) die schon 1885 von Balmer
gefundene Formel.
Mit (180) und (181) konnte Bohr nicht nur die bekannten Absorptionslinien
im H-Spektrum aus einem fundamentalen Prinzip ableiten (und damals noch
unbekannte weitere Linien im infraroten und ultravioletten Bereich voraussa-
gen), sondern er entwickelte dabei das erste Atommodell, welches dessen innere
Struktur richtig erfasst. Gleichzeitig lieferte die Drehimpuls-Quantisierung (179)
erstmals auch die Quantisierung der Energie von gebundenen Zustéinden (hier
der Elektronen im Feld des Kerns).

Bohr hat seine Quantentheorie spiter zusammen mit Sommerfeld verallgemei-
nert. Statt des Drehimpulses wird dabei das Wirkungsintegral S entlang einer
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geschlossenen Bahn r(t) quantisiert. Man nennt dies heute die Bohr-Sommer-
feld-Quantisierung:

S(E)z%p-drzhnz%rhn, n=0,1,2,... (182)

Da S von der Energie abhiingt, folgt aus (182) implizit auch die Quantisierung
der Energie. Mit dieser Formel konnten Bohr und Sommerfeld auch die (klas-
sisch vorausgesagte) elliptische Form der meisten Elektronenbahnen sowie die
dreidimensionale Natur des Atoms beriicksichtigen (wobei die Bahnen natiirlich
in Ebenen liegen); es resultierte daraus wieder das H-Spektrum (180).

1922 versuchten Bohr, Sommerfeld und dessen Schiiler Heisenberg, auch die
Energiezustinde der beiden Elektronen im Helium-Atom aus der Formel (182)
herzuleiten. Heisenberg erhielt zwar ein gutes Resultat fiir die Ionisationsener-
gie von Helium (24.6 eV statt 24.5 eV), er brauchte dazu aber eine gebrochene
Quantenzahl bei der Quantisierung der Winkelbewegung zwischen den Ebenen
der beiden Elektronen: n, = 3. Eine nicht ganze Quantenzahl war aber fiir Bohr
nicht akzeptabel! Die Bohr-Sommerfeld-Theorie konnte also das He-Atom nicht
erkliren, und damit musste die “alte” Quantentheorie aufgegeben werden. (Fiir
eine ausfiihrlichere Schilderung des He-Problems verweisen wir auf den Uber-
sichtsartikel [38].) Kaum jemand hatte einen Artikel von Einstein [39] im Jahre
1917 bemerkt, in welchem dieser darauf aufmerksam machte, dass die Bohr-
Sommerfeld-Quantisierung nur fiir integrable Systeme moglich ist (vgl. Abschn.
2.3) — das He-Atom, bestehend aus einem Kern und zwei Elektronen, ist aber
ein Dreikorperproblem und deshalb nicht integrabel!

Es folgte in den 1920-er Jahren die Entwicklung der “neuen” Quantentheorie
von Heisenberg, Born, de Broglie, Jordan, Schrédinger, Bohr, Pauli, Dirac u.a.
Sie revolutionierte die Physik in einem einmaligen Triumphzug, und die alte
Quantentheorie war fiir viele Jahre praktisch vergessen.

2.2 Die WKB-Quantisierung
2.2.1 WKB-Ansatz fiir die stationire Wellenfunktion

Aus der neu entwickelten Quantenmechanik gelang es 1926 Wentzel, Kramers
und Brillouin [40], aus der Schrodingergleichung durch eine semiklassische Ent-
wicklung die Bohr-Sommerfeld-Quantisierung (182) herzuleiten und gleichzeitig
zu verbessern. Die sogenannte WKB-Quantisierung soll im Folgenden vorgestellt
werden.

Man geht aus von der stationire Schrodingergleichung

2
{-3=8+ V@ o) = Bo (18

und macht fiir die Wellenfunktion den folgenden Ansatz:
$(r) = er5®) (184)

mit einer komplexwertigen Funktion S(r). Wenn man (184) in (183) einsetzt,
erhilt man die Gleichung

[VS@)]® ihAS(r)
2m B 2m

+V() =E, (185)
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welche vollig dquivalent zur Schrodingergleichung ist. Entwickelt man nun S(r)
als Potenzreihe in A

h h\?
S(r) = So(r) + n Si(r) + (;) Sa(r) +..., (186)
setzt diese in (185) ein, ordnet nach Potenzen von fi und macht Koeffizienten-
vergleich, so ergibt sich in 0. Ordnung von /4 (sieche Ubungsaufgabe 13)
(VS())2 - o p2
om +V({x)=E= o +V(r). (187)

Dies ist gerade die Hamilton-Jacobi-Gleichung mit dem klassischen Impuls

p = VSo(r) = £v/2m[E — V(r)] (188)

und dem klassischen Wirkungsintegral
So(r) :/ p(r') -dr'. (189)
ro

Die Entwicklung (186) kann also deshalb als semiklassisch bezeichnet werden,
weil sie im Grenzfall A — 0 die klassische Hamilton-Jacobi-Gleichung liefert und
— dhnlich wie im Falle der Wigner-Kirkwood-Entwicklung, die uns im Abschn.
1.4.2 Quantenkorrekturen zum Thomas-Fermi-Modell ergab — durch Berticksich-
tigung der ersten h-Terme Quantenkorrekturen zu den klassischen Bewegungs-
gleichungen und semiklassische Wellenfunktionen liefert. Praktisch werden wir
uns mit dem ersten Term S; begniigen konnen.

Wenn wir (187) mit der Schrédingergleichung (185) vergleichen, sehen wir, dass
in (187) einzig der Term proportional zu 7 fehlt. Man kann deshalb den Giiltig-
keitsbereich der folgenden WKB-Niherung dadurch abschitzen, dass man die
Ungleichung

|[RAS| < (VS)? (190)
verlangt. Mit (188) ergibt sich daraus das Kriterium
P> > h|V-p| oder p|® > him |VV| (191)

mit p = |p|. Dies kann auch so ausgedriickt werden, dass die Anderung der
deBroglie-Wellenléinge A = h/p iiber den Bereich, wo sich das Potential #ndert,
sehr klein sein muss:

1
5o VA <1 (192)

2.2.2 Eindimensionaler Fall mit weichem Potential

Die weitere Entwicklung diskutieren wir nun explizit fiir ein eindimensionales
“weiches”, d.h. differenzierbares Potential V' (z). Wenn man in der Entwicklung
(186) nun noch das nichste Glied bestimmt, indem man die Gleichung (185) bis
zur erst